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சதாகுதி 1

தீண்்டாலம மனிதேநயமற்ற செயலும் சபருங்குற்றமும் ஆகும்
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தமிழ்நாடு அரசு

Front Pages.indd   1 05-02-2020   18:51:10



த�ழ்ந்டு அரசு

முதல் பதிப்பு  - 2019

திருத்திய பதிப்பு  - 2020

(புதிய போடத்திட்டத்தின் கீழ் 
தைளியிடப்பட்ட நூல்)

தமிழ்நொடு �ொடநூல் மற்றும் 
்கல்வி�யல் �ணி்கள் ்கழ்கம்

www.textbooksonline.tn.nic.in

மொநிலக ்கல்வி�யல் ஆரொய்ச்� 
மற்றும் ��ற்� நிறுவனம்
© SCERT 2019

நூல் அச்சாக்கம்

பாடநூல் உரு�ாக்கமும் ெதாகுப்பும்

II

The wise
possess all
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கணிதப் பா்டத்தின்
ைாய்ப்புகள்

• உயரகல்வி ைோயப்புகள், படிப்புகள், நிறுைனஙகள் பறறிய கருத்துகள்
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தமிழ்ச் தசோறகளும்

உயரநிவலச் 
சிந்தவனககான 
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மோணைரகளின்ப ஙககறபிவன ஊககப்படுத்த உயரநிவைச் சிந்தவனககோன 
வினோககள் மறறும் கருத்துகள் இடம் தபறறு இருத்தல்.

• போடப்தபோருவைக கறபதறகோன கைன வீச்சிவன அதிகரித்தல்.
• போடப்தபோருவைப் புரிந்துதகோணடு ைலுப்படுத்துைதறகுப் போடப்தபோருவைக 
 கோட்சிப்படுத்துதல்
• ஒரு போடப்தபோருவை மற்ற போடப்தபோருள்ககைோடு இவணத்தல்.
• மின்னியல் தி்றன்கவை ைகுப்பவ்றக கற்றலுடன் இவணத்து ஆயவுக 

கற்றலிவன மோணைருககு அளித்தல்.

ICT

பா்டத் வதாகுப்பு •  ஒவ்தைோரு போடப்பகுதியின் இறுதியிலும் கற்ற போடப்தபோருவை நிவனவு 
கூறுைதறகோகத் தரப்பட்டுள்ை மீள்கேோககக குறிப்புகள்

மதிப்பிடுதல் •  மோணைரகள் கருத்துகவைப் புரிந்து தகோணடவத மதிப்பிடுதல் மறறும் 
பயிறசி கணககுகவைத் தீரப்பதறகோன அறிவை தப்றச் தசயதல்
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• எ�த்�க்காட்�க�டன் பாடக் க�த்�கள�ன் காட்சிப்பதி�கள்.

கற்ைல் ்ோககஙகள்

கணிதம் கற்ைல்

போடப்தபோருளிவன முழுவமயோகப் புரிந்து தகோள்ைகத சரியோன கற்றைோகும். ஒவ்தைோரு போடப்பகுதியும் 
அறிமுகம். கற்றல் கேோககஙகள். பல்கைறு ைவரயவ்றகள், கதற்றஙகள், முடிவுகள் மறறும் எடுத்துககோட்டுகளுடன் 
ைழஙகப்பட்டுள்ைன. இதனடிப்பவடயில் விவரைோன மறறும் ைலுைோன மீள் கற்றலுககோகக கணககுத் தீரவுகளும், 
தீரகக கைணடிய கணககுகளும் அளிககப்பட்டுள்ைன. இைறவ்ற பயிறசி தசயைதன் மூைமோக ஒருைர தம் 
கணிதத் தி்றவன ைைரத்துகதகோள்ை முடியும். எனகை, மோணைரகளுககு அடிப்பவடக கருத்துகவை விைககிக 
கணககுகவைச் தசயதுகோட்டுைதுடன் அவத அடிதயோறறி மோணைரகளுககு அடிப்பவடக கருத்துகவை விைககிக 
கணககுகவைச் தசயதுகோட்டுைதுடன் அவத அடிதயோறறி மோணைரகளுககு பி்ற கணககுகவை தீரகக முயை 
வைப்பதும் ஆசிரியர பணியோகும். உயரநிவைக கணிதத்திறகோன அடித்தைமோக இம்கமல்நிவை இரணடோமோணடு  
திகழ்ைதோல், இப்போடப்புத்தகத்தில் உள்ை ஒவ்தைோரு போடக கருத்திலும் மோணைரகள் மிக கைனம் தசலுத்த 
கைணடும்.

இப்புத்த்கத்திணன எவ்வொறு
�யன்�டுத்த ஷவண்டும்
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பாடநூலில் உள்ள விரைவுக் குறியீடரடப்  (QR Code) பயனபடுத்துவ�ாம்! எப்படி?
• 	உங்கள்	திறன்	பேசியில்	கூகுள்	playstore	க்கொண்டு	DIKSHA	கெயலியய	ேதிவிறக்கம்	கெய்து	நிறுவிகக்கொள்்க.	

• 	கெயலியய	திறந்தவுடன்,	ஸப்கன்	கெய்யும்	கேொத்தொயை	அழுததி	ேொடநூலில்	உள்்ள	வியைவு	குறியீடு்கய்ள	ஸப்கன்	கெய்யவும்.	

• 	தியையில்	ப்தொன்றும்	ப்கமைொயை	ேொடநூலின்	QR	Code	அருகில்	க்கொண்டு	கெல்்லவும்.	

• 	ஸப்கன்	கெய்ை்தன்	மூ்லம்.	அந்த	QR	Code		உடன்	இயைக்கபேட்டுள்்ள	மின்	ேொட	ேகுதி்கய்ள	ேயன்ேடுத்த்லொம்.	

குறிப்பு:		இயையசகெயல்ேொடு்கள்	மற்றும்	இயைய	ை்ளங்களுக்கொை	QR	code	்கய்ள	Scan	கெய்ய	DIKSHA	அல்்லொ்த	ஏப்தனும்	ஓர்	 

QR	code	Scanner	ஐ	ேயன்ேடுத்தவும்.
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“ஆர்க்கிமிடிஸ், நியூட்டன், காஸ் ப�ான்்ற பேன்்ேப�ற்ற 
கணிதவியலாளர்கள், பகாட�ாடு ேறறும் �யன்�ாடுகள்

இரண்டி்ையும் எபப�ாதும் சே அளவில் இ்ைதபத பசயல்�ட்டைர்“
- ப�லிக்ஸ் க்்ளன்

1.1 அறிமுகம் (Introduction)
	 	அன்றாட	உலகியல்	பிரச்சனைகளின	கணிதவியல்	மறாதிரிகள்,	நேரியியல்	
்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்புகளறாக	 உருவறாகின்ை.	 இவறன்த்	 தீரப்்தறகு	
அணிகள்	 இனறியனமயறாததறாகவும்	 தவிர்கக	 முடியறாதனவகளறாகவும்	
அனமகின்ை.	 கணித	 நமனதகள்	 கறாஸ்,	 ந�றாரடன,	 நகய்லி	 மறறும்	
ஹறாமில்டன	 ந்றான்வரகள்	 நேரியல்	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பிறகறாை	
தீரவுகனள	ஆய்வு	த்சய்வதறகறாக	அணிநகறாட்்றாடுகனள	உருவறா்ககிைறாரகள்.	
	 இப்்றாடப்்குதியில்	 அணிகள்	 மறறும்	 அணி்கநகறானவகனளப்	
்யன்டுத்தி	நேரியியல்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பிறகறாை	தீரவுகனள்க	கறாண	
சில	முன்களில்	குறிப்்றாக	(i)		 நேரமறாறு	 அணிகறாணல்	 முன்,	 
(ii) கிநரமரின	 விதி,	  (iii) கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	 முன்	 (iv) தர	 முன்	
ஆகிய	 ேறானகு	முன்கனளப்	 ்றறி	 ்யில	இரு்ககிந்றாம்.	 இம்முன்கனள	
அறிந்து	 தகறாள்வதறகு	 முன	 பினவருவைவறன்	 அறிமுகப்்டுத்த	
உள்நளறாம்	 : (i) அபூசசியமற்	 நகறானவ	 அணியின	 நேரமறாறு,	 

(ii) ஓர	 அணியின	 தரம்,	 	 (iii) அணியின	 நினர	 மறறும்	 நிரலு்ககுரிய	
ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ஙகள்	 மறறும்	 (iv) நேரிய	 ்சமன்றாட்டுத்	
ததறாகுப்பிறகுரிய	 ஒருஙகனமவுத்தனனம	 ்றறியும்	 அறிந்து	 தகறாள்ள	
உள்நளறாம்.

 கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்்றாடப்்குதினய	நின்வறாக	கற்பின	பினவருவைவறன்	மறாணவரகள்	அறிந்திருப்்ர
	●	 நேரியச	்சமன்றாடுகனளத்	தீரப்்தறகுரிய	வழிமுன்	த்சய்து	கறாட்டுதல்
  -	 ஒரு	்சதுர	அணியின	ந்சரப்பு
  -	 பூசசியமற்	நகறானவ	அணியின	நேரமறாறு
  -	 ததறாட்ககநினல	நினர	மறறும்	நிரல்	த்சயலிகள்
  -	 ஏறு்டி	வடிவம்
  -	 ஓர	அணியின	தரம்
	●	 நினர	த்சயலிகள்	மூலம்	ஒரு	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி்ககு	நேரமறாறு	அணி	
		 கறாணுதல்
	●	 நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்புகனள	தீரப்்தறகறாை	நுட்்ஙகனள	எடுத்து்ககறாட்டுதல்
  -	 நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்
  -	 கிரறாமரின	விதி
  -	 கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்
	●	 நேரிய	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	ஒருஙகனமவு	தனனமனய	ஆரறாய்தல்

	 ●	 ்சமப்்டித்தறாை	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	தவளிப்்னடயற்	தீரவுகனள	ஆரறாய்தல்

கார்ல் பரீடரிச் காஸ்
(1777-1855)  

த�ரமறானிய,	கணித
மறறும்	

இயறபியல்	நமனத

1

1
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2XII - கணிதவியல்

1.2 பூச்சியமற்ற நகோவை அணியின் ந�ரமோறு
        (Inverse of a Non-Singular Square Matrix)
 ஒரு	 ்சதுர	 அணியின	 அணி்கநகறானவ	 மதிப்பு	 பூசசியதமனில்	 அவவணியினை	 பூசசிய	 நகறானவ	
அணி	எனறும்	மறறும்	ஒரு	்சதுர	அணி்கநகறானவயின	மதிப்பு	பூசசியமற்ததனில்,	அவவணியினை	
அபூசசியமற்	 நகறானவ	 அணி	 எனறும்	 அனைப்ந்றாம்	 என்னத	 நினைவுகூறுநவறாம்.	 	 அணிகளின	
தின்சயிலி	த்ரு்ககம்,	ஒர	அணினய	மறத்றாரு	அணியறால்	த்ரு்ககுதல்	மறறும்	அணிகளின	கூடுதல்	
்றறி	முனந்	்டித்துள்நளறாம்.	ஆைறால்	ஒர	அணினய	மறத்றாரு	அணியறால்	வகுப்்தறகறாை	விதினய	
உருவறா்கக	இயலறாது.	ஏதைனில்	அணியறாைது	எணகளறால்	உருவறாை	ஓர	அனமப்பு	மறறும்	அணி்ககு	
எண	மதிப்பு	கினடயறாது.	A  என்	அணியின	வரின்ச	n 	எனில்	அவவணியறாைது		n  நினரகளும்	மறறும்	
n  நிரல்களும்	உனடய	அணியறாக்க	கருதுநவறாம்.

 x ¹ 0 	 என்	 தமய்தயணணிறகு	 	 y
x

=







1 	 என்	 ஒரு	 தமய்தயணனண	 xy yx= =1 	 என்வறாறு	

கறாணலறாம்.		 y ஆைது	 x -ன	நேரமறாறு	(அல்லது	 x -ன	தனலகீழி)	எை	அனை்ககப்்டும்.	இநதந்றானறு		
A  என்	ஓர	அணி்ககு	 B  என்	அணி	 AB BA I= = ,  எனுமறாறு	B	 கறாண	வினைகிந்றாம்.	இஙகு	 I  
என்து	அலகு	அணியறாகும்.	 இப்்குதியில்	 பூசசியமற்	 நகறானவ	உனடய	 ்சதுர	அணி்ககு	 நேரமறாறு	
வனரயறுத்து	அப்பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணி்ககு	ஒநர	ஒரு	நேரமறாறு	தறான	உணடு	எை	நிரூபி்கக	
உள்நளறாம்.	 நமலும்	 நேரமறாறு	 அணிகளின	 ்ணபுகள்	 ்றறியும்	 ்யில	 உள்நளறாம்.	 இவறன்ப்	
்டிப்்தறகு	ஒரு	்சதுர	அணியின	ந்சரப்பு	அணி	நதனவப்்டுகி்து.	

1.2.1 ஒரு சதுர அணியின் நசரப்பு அணி (Adjoint of a Square Matrix)
 ஒரு	 ்சதுர	 அணியின	 ந்சரப்பு	 அணி	 வனரயறுப்்தறகு	 முன	 ஒரு	 ்சதுர	 அணியில்	 உள்ள	
உறுப்புகளு்ககும்	அதன	இனண்ககறாரணி	உறுப்புகளு்ககும்	உள்ள	்ணன்	நினைவு	கூறுநவறாம்.		 A  

என்	்சதுர	அணியின	வரின்ச	 n 	எனக.	இவவணியின	அணி்கநகறானவனய	 A 	அல்லது	det( )A எனறு	

குறிப்பிடுநவறாம்.	 A. -இல்	 i வது	நின்யும்	 j வது	நிரலும்	்சந்தி்ககும்	இடத்தில்	உள்ள	உறுப்பு	 aij  எனக.			 

i வது	 நினரயும்	 j வது	 நிரலும்	 நீ்கக்க	 கினடப்்து	 ( )n −1 	 வரின்சயுனடய	 ஒரு	 உ்	 அணியறாகும்.	 இந்த	 
உ்அணியின	 அணி்கநகறானவ	 மதிப்்றாைது	 aij -ன சிற்றணிக்பகா்ையறாகும்.	 இனத	 Mij  
எை்ககுறிப்பிடுநவறாம்.	Mij 	மறறும்	 ( )− +1 i j  -ன	த்ரு்ககற்லன	 aij -ன	இனண்ககறாரணியறாகும்.	இனத	

Aij 	எனறு	குறிப்பிடுநவறாம்.	இவவறா்றாக	aij -ன் இ்ைக்காரணி A Mij
i j

ij== −− ++( ) .1

 ஒரு	 ்சதுர	 அணியிலுள்ள	 உறுப்புகனளயும்	 அவறறின	 	 இனணகறாரணி	 உறுப்புகனளயும்		
இனண்ககும்	ஒரு	மு்ககிய	்ண்றாைது,	அவவணியின	அணி்கநகறானவயில்	ஏநதனும்	ஒரு	நினரயின	
உறுப்புகள்	 மறறும்	 அவறறின	 ஒத்த	 இனண்க	 கறாரணிகளின	 த்ரு்ககற்லனின	 கூடுதலறாைது	
அவவணி்கநகறானவயின	 மதிப்பிறகுச	 ்சமமறாகும்.	 நமலும்	 ஏநதனும்	 ஒரு	 நினரயின	 உறுப்புகள்	
மறறும்	நவந்நதனும்	நினர	உறுப்புகளின	ஒத்த	இனண்ககறாரணிகளின	த்ரு்ககற்லனின	கூடுதல்	
பூசசியமறாகும்.		அதறாவது,

a A a A a A
A i j

i ji j i j in jn1 1 2 2 0
++ ++ ++ ==

==
≠≠







   ,  
      ,  

இஙகு	 A  என்து	ஒரு	்சதுர	அணியின	அணி்கநகறானவ	மதிப்்றாகும்.	 	இனத	 A -ன	அணி்கநகறானவ	

எை	 அனைப்ந்றாம்.	 	 A 	 என்து	 ஒரு	 தமய்தயண.	 இது	 குன்மதிப்்றாகவும்	 இரு்ககலறாம்.	

எடுத்து்ககறாட்டறாக.		
2 1 1
1 1 1
2 2 1

2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 0 1= − − − + − = − + + = −( ) ( ) ( ) .
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3 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

ைவரயவ்ற 1.1
 A 	 என்து	 n 	 வரின்சயுனடய	ஒரு	 ்சதுர	அணி	எனக.	 A -ல்	உள்ள	ஒவதவறாரு	 	 aijனயயும்	

அதறதகறாத்த	 இனண்ககறாரணி	 Aijஆல்	 மறாற்்க	 கினடப்்து	 A -ன	 இனண்ககறாரணி	 அணி	 எை	
வனரயறு்ககப்்டுகி்து.			 A -ன	இனண்ககறாரணி	அணியின	நினர	நிரல்	மறாறறு	அணி A-ன	ந்சரப்பு	

அணி	எை	வனரயறு்ககப்்டுகி்து.	இனத	adj A 	எை்ககுறிப்பிடுநவறாம்.

குறிப்பு

 இஙகு	adj A 	என்துn  வரின்சயுனடய	ஒரு	்சதுர	அணி	மறறும்	adj A A Mij

T i j
ij

T
==   == −− 

++( ) .1
 மூனறு	வரின்ச	 உனடய	ஒரு	்சதுர	அணி	 Aயின	ந்சரப்பு	அணியறாைது,

             adj A
M M M
M M M
M M M

A AT

==
++ −− ++
−− ++ −−
++ −− ++

















==
11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 112 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13

A
A A A
A A A

A A A
A A A
A A

T
















==

223 33A

















.

நேற்றம் 1.1

 ஒவதவறாரு	nவரின்சயுனடய	்சதுர	அணி	 A -விறகும், A A A A A In( ) ( ) .adj adj = =  

நிரூபணம் 

 A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

எை	 எடுத்து்கதகறாள்நவறாம்.	 இத்நதற்த்னத	 ஒரு	 3 3× ்சதுர	 அணினய்க		

தகறாணடு	நிரூபிப்ந்றாம்.	இனண்ககறாரணிகளின	்ணபின்டி,
a A a A a A A a A a A a A a A11 11 12 12 13 13 11 21 12 22 13 23 11 30+ + = + + =, ,       11 12 32 13 33

21 11 22 12 23 13 21 21 22

0

0

+ + =

+ + = +

a A a A

a A a A a A a A a A

;

,      222 23 23 21 31 22 32 23 33

31 11 32 12 33 13

0+ = + + =

+ +

a A A a A a A a A

a A a A a A

, ;  

== + + = + + =0 031 21 32 22 33 23 31 31 32 32 33 33, ,          a A a A a A a A a A a A AA .

நமநல	உள்ள	்சமன்றாடுகனளப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 A A( )adj =  
a a a
a a a
a a a

A A A
A A A
A

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13















 AA A23 33

















 =  
A

A
A

A A I
0 0

0 0
0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

















=
















=   … (1)

 ( )adjA A =
A A A
A A A
A A A

a a a
a a a
a

11 21 31

12 22 32

13 23 33

11 12 13

21 22 23

31















 aa a32 33

















 =  
A

A
A

A A I
0 0

0 0
0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

















=
















= ,  … (2)

	 இஙகு	 I3   என்து	3	வரின்சயுனடய	ஒரு	அலகு	அணி	ஆகும். 

 ்சமன்றாடு	(1) மறறும்	(2)-லிருந்து	கினடப்்து,	 A A A A A I( ) ( ) .adj adj = = 3

குறிப்பு

 A  என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசிய்கநகறானவ	அணி	எனில்	 A = 0 . எைநவ

 A A A A On( ) ( ) ,adj adj = =  இஙகு	On   என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசிய	அணி	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 1.1

 A =
−

− −
−

















8 6 2
6 7 4

2 4 3
	எனில் A A A A A I( ) ( ) | |adj adj   = = 3 	என்னதச	்சரி்றார்கக.
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4XII - கணிதவியல்

தீரவு

   | |A  =  
8 6 2
6 7 4

2 4 3
8 21 16 6 18 8 2 24 14 40 60 20 0

−
− −

−
= − + − + + − = − + =( ) ( ) ( ) .

ந்சரப்பு	அணியின	வனரயன்ப்்டி	கினடப்்து

                                       
adj A =

− − − + −
− − + − − − +

−

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

21 16 18 8 24 14
18 8 24 4 32 12

24 14 −− − + −

















=














( ) ( )
.

32 12 56 36

5 10 10
10 20 20
10 20 20

T

எைநவ,

  A A( )adj  =  

8 6 2
6 7 4

2 4 3

5 10 10
10 20 20
10 20 20

−
− −

−

































   =  

40 60 20 80 120 40 80 120 40
30 70 40 60 140 80 60 140 80

10

− + − + − +
− + − − + − − + −

− 440 30 20 80 60 20 80 60

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 3

+ − + − +

















=
















= =I A II3,

 இநதந்றால்,	ேம்ககு்க	கினடப்்து

  ( )adj A A  =  

5 10 10
10 20 20
10 20 20

8 6 2
6 7 4

2 4 3

















−
− −

−

















   =  

40 60 20 30 70 40 10 40 30
80 120 40 60 140 80 20 80 60
80 120

− + − + − − +
− + − + − − +
− ++ − + − − +

















=
















= =
40 60 140 80 20 80 60

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 3I A II3.

  எைநவ,		 A A( )adj  =  ( )adj A A A I= 3  என்து	்சரி்றார்ககப்்ட்டது.

1.2.2  ஒரு சதுர அணியின் ந�ரமோறு அணி (Definition of inverse matrix of a square matrix)
 ஒரு	்சதுர	அணியின	நேரமறாறு	அணினய	வனரயறுப்ந்றாம்.

ைவரயவ்ற 1.2
    A  என்து	ஒரு	n 		வரின்சயுனடய	்சதுர	அணி	எனக.	 AB BA In= = 	எனுமறாறு	B 	என்	ஒரு	்சதுர	

அணி	இருப்பின,	B ஆைது	 A -இன	நேரமறாறு	அணி	எைப்்டும்.

  நேற்றம் 1.2

 ஒரு	்சதுர	அணி்ககு	நேரமறாறு	இருப்பின	அது	ஒருனமத்தனனம	வறாய்ந்ததறாகும்.
நிரூபணம்
 A  என்து	நேரமறாறு	கறாணத்த்கக	n  வரின்சயுனடய	ஓர	அணி	எனக.		முடியுமறாைறால்	B மறறும்C  
என்	இரு	அணிகள்	 A -இன	 நேரமறாறு	எை்கதகறாள்நவறாம்.	வனரயன்ப்்டி	 AB BA In= = மறறும்

AC CA In= = ஆகும். 
 இச்சமன்றாடுகனளப்	்யன்டுத்துவதன	மூலம்	கினடப்்து

                                    C CI C AB CA B I B Bn n= = = = =( ) ( ) .  
 எைநவ	நேரமறாறு	ஒருனமத்தனனம	வறாய்ந்ததறாகும்.
 குறியீடு: A -இன	நேரமறாறு A−1 	எை்ககுறிப்பிடப்்டுகின்து.
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5 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

குறிப்பு

 AA A A In
− −= =1 1 .

  நேற்றம்1.3
 A  என்து	 nவரின்சயுனடய	 ்சதுர	 அணி	 எனக.	 A−1கறாண்தறகுத்	 நதனவயறாை	 மறறும்	
ந்றாதுமறாை	நி்ந்தனையறாைது,	 A  பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாக	இரு்கக	நவணடும்.

நிரூபணம்

 A 	என்	அணி்ககு	 A−1 	கறாண	முடியும்	எனக.	எைநவ	 AA A A In
− −= =1 1 .

 அணி்கநகறானவகளின	த்ரு்ககல்	விதினயப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து,

 det( ) det( )det( ) det( )det( ) det( ) .AA A A A A In
− − −= = = =1 1 1 1 	எைநவ, A A= ≠det( ) .0

 எைநவ	 A  ஆைது	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணியறாக	இரு்ககும்.	
 மறுதனலயறாக,	 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனக.	எைநவ	 | |A ¹0 .
 நதற்ம்	1.1 மூலம்	கினடப்்து	 A A A A A In(adj ) (adj ) .  = =

 இச்சமன்றாட்னட	 A ஆல்	வகு்கக்க	கினடப்்து,	 A
A

A
A

A A In
1 1adj adj 









 =









 = .

 இதன	மூலம்,	 AB BA In= = 	எனுமறாறு	B
A

A=
1 adj  	என்	அணி	கறாண	முடிகி்து.

 எைநவ,	 A -இன	நேரமறாறு	 A
A

A−− ==1 1 adj 	ஆகும்.

குறிப்புவர 

 பூசசிய்கநகறானவ	 அணியின	 அணி்கநகறானவ	 மதிப்பு	 0.	 எைநவ	 பூசசிய்க	 நகறானவ	 அணி்ககு	
நேரமறாறு	கறாண	இயலறாது.
எடுத்துககோட்டு 1.2

 A
a b
c d

=








 	என்	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி்ககு	 A−1 	கறாணக.

தீரவு

 முதலில்	ந்சரப்பு	அணி	கறாணந்றாம்.

	 வனரயன்ப்்டி,	 adj A
M M
M M

d c
b a

d b
c a

T T

=
+ −
− +









 =

−
−









 =

−
−











11 12

21 22

.

 A  ஆைது	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி,	எைநவ	 A ad bc= − ≠ 0.

 A
A

A− =1 1 adj ,  என்தறால்	 A
ad bc

d b
c a

− =
−

−
−











1 1 .

எடுத்துககோட்டு 1.3

   
2 1 3
5 3 1
3 2 3

−
−
−
















	என்	அணியின	நேரமறாறு	கறாணக.

தீரவு

 A  =  
2 1 3
5 3 1
3 2 3

−
−
−

















 எனக.  | | ( ) ( ) ( ) .A =
−

−
−

= + − + − = − ≠
2 1 3
5 3 1
3 2 3

2 7 12 3 1 1 0

எைநவ, A−1  கறாண	இயலும்.
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 adj A  =  

+ −
−
−

+
−
−

−
−

+
−

−
−

−

+
−

−
−

+
−

−

 3 1
2 3

5 1
3 3

5 3
3 2

1 3
2 3

2 3
3 3

2 1
3 2

1 3
3 1

2 3
5 1

2 1
5 3























=
−
−

− −

















=
−

T

T7 12 1
9 15 1
10 17 1

7 9 10
12 115 17

1 1 1
−

− −
















.

 எைநவ, A−1  =  
1 1

1

7 9 10
12 15 17

1 1 1

7 9 10
12 15 1

| |
( )

( )A
Aadj =

−

−
−

− −

















=
− −
− − 77

1 1 1−

















 .

1.2.3 ந�ரமோறு அணிகளின் பண்புகள் (Properties of inverses of matrices)

 நேரமறாறு	 கறாணத்த்கக	 அணிகளின	 ்ணபுகள்	 சிலவறன்யும்	 அதில்	 ஒரு	 சில	 ்ணபுகனளயும்	
நிரூபி்கக	உள்நளறாம்.

  நேற்றம் 1.4
 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்

       (i) A
A

− =1 1

   
(ii) A AT T( ) = ( )− −1 1  (iii) λ

λ
A A( ) =− −1 11 , இஙகு	λ என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி.

நிரூபணம்

 A  என்து	 பூசசியமற்்க	 நகறானவ	அணி	எனக.	 எைநவ	 A ¹ 0  மறறும்	 A−1 	 கறாண	இயலும்.	
வனரயன்ப்்டி, 
                                        AA A A In

− −= =1 1 .    …(1)

 (i) ்சமன்றாடு	(1)	மூலம்	கினடப்்து	 AA A A In
− −= =1 1 .

  அணி்கநகறானவயின	த்ரு்ககல்	விதினயப்	்யன்டுத்த	 A A In
− = =1 1.

  எைநவ, A
A

− =1 1

 (ii) ்சமன்றாடு	(1)-இலிருந்து, AA A A I
T T

n
T− −( ) = ( ) = ( )1 1 .

  நினர	நிரல்	அணியின	வரின்சமறாறறு	விதிப்்டி,	 A A A A I
T T T T

n
− −( ) = ( ) =1 1 .

  எைநவ, A AT T( ) = ( )− −1 1 .

 (iii) λ  என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி	ஆதலறால்	்சமன்றாடு	(1)-இலிருந்து, 

  λ
λ λ

λA A A A In( )





 = 






( ) =− −1 11 1 .

  எைநவ, λ
λ

A A( ) =− −1 11 .

  நேற்றம் 1.5  (இடது நீககல் விதி)

       A B, மறறும்	 C என்ை	 nவரின்சயுனடய	்சதுர	அணிகள்	எனக.	 A  என்து	பூசசியமற்்க	

நகறானவ	அணி	மறறும்	 AB AC= எனில்,	B C= .

Chapter 1 Matrices.indd   6 05-02-2020   15:56:45



7 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

நிரூபணம்

 A  ஆைது	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி.	எைநவ	 A−1கறாண	இயலும்	மறறும்	 AA A A In
− −= =1 1 .  

AB AC= -இன	 இருபு்மும்	 முனபு்மறாக	 A−1-ஆல்	 த்ரு்கக்க	 கினடப்்து	 A AB A AC− −=1 1( ) ( ).  
அணிப்த்ரு்ககலின	ந்சரப்பு	மறறும்	அணியின	நேரமறாறு	்ணன்ப்	்யன்டுத்த	ேம்ககு்க	கினடப்்து		
B C= .

நேற்றம் 1.6  (ைலது நீககல் விதி)

 A B, 	 மறறும்	 C 	 என்ை	 n 	 வரின்சயுனடய	 ்சதுர	அணிகள்	 எனக.	 A  என்து	 பூசசியமற்	

நகறானவ	அணி	மறறும்	BA CA=  எனில்,	B C= .

நிரூபணம்

 A  ஆைது	பூசசியமற்	 நகறானவ	அணி.	 எைநவ	 A−1கறாண	இயலும்	மறறும்	 AA A A In
− −= =1 1 .  

BA CA= -யின	 இருபு்மும்	 பினபு்மறாக	 A−1-ஆல்	 த்ரு்கக்க	 கினடப்்து	 ( ) ( ) .BA A CA A− −=1 1  
அணிப்த்ரு்ககலின	ந்சரப்பு	மறறும்	அணியின	நேரமறாறு	்ணன்ப்	்யன்டுத்த	ேம்ககு்க	கினடப்்து	
B C= .
குறிப்பு

 A  ஆைது	பூசசிய்கநகறானவ	அணி	மறறும்	 AB AC=  அல்லது	 BA CA= ,எனில்	 B -யும்	 C -யும்	

்சமமறாக	இரு்கக	நவணடியது	இல்னல.	எடுத்து்ககறாட்டறாக,

 A B=








 =

−









1 1
2 2

1 1
0 1

, 	மறறும்	C =
−









0 1
1 1

எை்கதகறாள்க. 

 இஙகு	 A = 0 	மறறும்	 AB AC= ஆைறால்	B C¹ 	என்து	குறிப்பிடத்த்ககது.

  நேற்றம் 1.7  (ந�ரமோறுகளின் ைரிவச மோறறு விதி)

 A  மறறும்	 B  என்ை	ஒநர	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்	நகறானவ	அணிகள்	எனில்	அவறறின	
த்ரு்ககற்லன	 AB -யும்	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகும்	மறறும்	 ( ) .AB B A− − −=1 1 1

நிரூபணம்

 A  மறறும்	 B  என்ை	 nவரின்சயுனடய	 பூசசியமற்	 நகறானவ	 அணிகள்	 எனக.	 எைநவ

| | , ,A B¹ ¹0 0 	எைநவ	 A-1மறறும்	 B-1கறாணமுடியும்	மறறும்	அனவகள்	 n  வரின்சயுனடயைவறாக	
இரு்ககும்.	நமலும்	ABமறறும்	B A− −1 1 -களின	த்ரு்ககற்லனகள்	n  வரின்சயுனடயைவறாக	இரு்ககும்.  
அணி்கநகறானவகளின	 த்ரு்ககற்லன	 விதிப்்டி	 கினடப்்து	 AB A B= ≠| || | .0 	 எைநவ	 
AB -யும்	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகும்	மறறும்		

( )( ) ( ( )) ( ) ;

( )( ) (

AB B A A BB A AI A AA I

B A AB B
n n

− − − − − −

− −

= = = =

=

1 1 1 1 1 1

1 1 −− − − −= = =1 1 1 1( )) ( ) .A A B B I B B B In n

 எைநவ	 ( ) .AB B A− − −=1 1 1

 நேற்றம் 1.8 (இரட்டிப்பு ந�ரமோறு விதி)

 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	 A-1-யும்	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி	மறறும்	 
( ) .A A− − =1 1

நிரூபணம்

 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனக.	எைநவ	 A ¹ 0 	மறறும்	 A−1கறாண	இயலும். 
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 A
A

A− −= ≠ ⇒1 11 0
 
	ஆைது	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகும்	மறறும் AA A A I− −= =1 1 .

 AA I AA I A A I− − − − − −= ⇒ ( ) = ⇒ ( ) =1 1 1 1 1 1 .  ... (1)

 (1)-ன	இருபு்மும்	 A -ஆல்	பினபு்மறாக	த்ரு்கக்க	கினடப்்து	 A A− −( ) =1 1
.

   நேற்றம் 1.9
 A  என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்

 (i) adj  adjA A
A

A( ) = ( ) =− −1 1 1  (ii) adj A A n= −| | 1

 (iii) adj adj  A A An( ) = −| | 2   (iv) adj adj( ) ( )λ λA An= −1 λ என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி

 (v) adj adj( ) ( )A A n= −1 2

  (vi) ( )adj adjA AT T= ( )  

நிரூபணம்

	   A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	ஆதலறால்	 A ¹ 0 . எைநவ

 (i) A
A

A A A A
A

AA A A− − − − −−= ⇒ ⇒ = ( ) = (=1 1 1 1 111 1
| |

( ) ( )
| |

| |adj adj adj   )) =
−1 1

| |A
A .

  A -விறகு	்தில் A−1-ஐ adj A A A= −1-ல்	பிரதியிட, adj A A A
A

A− − − −( ) = ( ) =1 1 1 1 1 .

  எைநவ	கினடப்்து adj  adjA A
A

A( ) = ( ) =− −1 1 1 .

 (ii) A A A A A In( ) ( ) | |adj adj   = =  ⇒  det adj det adj  detA A A A A In( ) ( ) | |( ) = ( ) = ( )  

    ⇒  A A A A An nadj  adj = ⇒ = −| | | | 1 .

 (iii)  B என்து	n	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	

B B B B B In( ) ( ) | | .adj adj   = =

  B A= adj 	எைப்பிரதியிட்க	கினடப்்து,	 adj adj adj  adj A A A In( ) ( ) =( ) | | .

  adj A A n= −| | 1 	ஆதலறால், adj adj adj  A A A In
n( ) ( ) = −( ) | | .1

  இருபு்மும்	 Aஆல்	முனபு்மறாக	த்ரு்கக்க	கினடப்்து	
  A A A A A In

nadj adj adj  ( ) ( )( )( ) = ( )−| | .1

  அணிப்த்ரு்ககலின	ந்சரப்பு	விதினயப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து,

  A A A A A In
nadj adj(adj  ( )( )( ) = ( )−) | | 1 .

  எைநவ	 A I A A An
n( ) ( )( ) = −adj adj  | | .1 	அதறாவது	 adj adj  A A An( ) = −| | .2

 (iv) A -விறகு	 λA  எை		 adj( )A A A= −1  என்தில்	பிரதியிட்க	கினடப்்து

  adj adj( ) ( ) ( )λ λ λ λ
λ

λ λA A A A A A A An n n= = = =− − − − −1 1 1 1 11 .

 (v) (iii)-ன்டி	 adj adj A A An( ) = −| | 2 . இருபு்மும்	அணி்கநகறானவ	கறாண்க	கினடப்்து

   adj adj( ) | | | | | |( ) ( )A A A A A A An n n n n n= = ( ) = =− − − + −2 2 2 1 12 2

.
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 (vi) A -விறகு	்தில் AT  எை	 A
A

A− =1 1
| |

adj  என்தில்	பிரதியிட்க	கினடப்்து,

A
A

AT
T

T( ) = ( )−1 1
| |

adj . எைநவ 

adj  adj A A A A A A A A
A

AT T T T T( ) = ( ) = ( ) = ( ) =










− − −| | | | | | | |
| |

1 1 1 1
TT

TA= ( )adj .

குறிப்பு

 A  என்து	3	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	 | |A ¹ 0 . 	 நதற்ம்	1.9 (ii)்டி	

கினடப்்து	 adjA A=| |2  மறறும்	 adj A 	ஆைது	மினக.	எைநவ	 A A= ± adj .

 எைநவ	 A
A

A−− == ±±1 1
adj 

adj .

 நமலும்	நதற்ம்	1.9 (iii)்டி	கினடப்்து, A
A

A= ( )1 adj adj .

 எைநவ,	 A  ஆைது	3	்டி	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	எனில்	, A
A

A== ±± (( ))1
adj 

adj adj .

எடுத்துககோட்டு 1.4

 A  என்து	ஒறன்	வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனில்	 adj A  என்து	மினக	எை	
நிறுவுக.

தீரவு

 A  என்து	2 1m + வரின்சயுனடய	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	எனக.	இஙகு	m = 0 1 2, , , எைநவ

A ¹ 0  மறறும்	நதற்ம்	1.9 (ii)	்டி	கினடப்்து	 adj A A Am m= =+ −| | | | .( )2 1 1 2  

 | |A m2  என்து	எப்த்றாழுதும்	மினக,	எைநவ	 adj A  ஆைது	மினக.

எடுத்துககோட்டு 1.5

  adj( )A =
−

−
















7 7 7
1 11 7

11 5 7
எனில்,		 A -ஐ்க	கறாணக.

தீரவு

 adj( ) ( ) ( ) ( ) .A =
−

− = − − − − − − − = >
7 7 7
1 11 7

11 5 7
7 77 35 7 7 77 7 5 121 1764 0  

 எைநவ

   A
A

A= ± ( )1
adj 

adj adj  =  ±
+ − − − − + − −
− + + + − −
+

1
1764

77 35 7 77 5 121
49 35 49 77 35 77
4

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( 99 77 49 7 77 7+ − − + +















) ( ) ( )

T

 

    =  ±
−

−
−

















= ±
−

−
−









1
42

42 84 126
84 126 42

126 42 84

1 2 3
2 3 1
3 1 2

T








 .
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எடுத்துககோட்டு 1.6

 adj A =
−















1 2 2
1 1 2
2 2 1

,  எனில்	 A−1-ஐ்க	கறாணக.

தீரவு

   adj A  =  
−

=
1 2 2

1 1 2
2 2 1

9  .

   எைநவ	 A
A

A− = ±1 1
adj

adj
( )

( )  =  ±
−















= ±
−















1
9

1 2 2
1 1 2
2 2 1

1
3

1 2 2
1 1 2
2 2 1

 .

எடுத்துககோட்டு 1.7

 A  என்து	்சமசசீர	அணி	எனில்	 adj  A ்சமசசீர	அணி	எை	நிறுவுக.

தீரவு

 A  என்து	்சமசசீர	அணி	எனக.	எைநவ	 A AT =  மறறும்	நதற்ம்	1.9  (vi)்டி	கினடப்்து

 
adj adj adj adj adj  A A A A AT T T( ) = ( ) ⇒ = ( ) ⇒ ஆைது	்சமசசீரறாகும்.

  நேற்றம்  1.10 

 A  மறறும்	B  என்ை	 nவரின்சயுனடய	பூசசியமற்	நகறானவ	அணிகள்	எனில்

                                                          adj adj  adj( ) ( )( ).AB B A=

நிரூபணம்

 A -விறகு	்தில்	 AB 	எை adj( )A =  A A−1 -ல்	பிரதியிட

 adj( )AB  =  | | ( ) | | | | adj( ) adj( )AB AB B B A A B A− − −= ( )( ) =1 1 1 .

எடுத்துககோட்டு 1.8

 A =










2 9
1 7 	எனில்	 A AT T( ) = ( )− −1 1 என்	்ணன்	்சரி்றார்கக.

தீரவு

    A  =   ( )( ) ( )( )2 7 9 1 14 9 5− = − = . எைநவ, A− =
−

−








 =

−

−



















1 1
5

7 9
1 2

7
5

9
5

1
5

2
5

 .

   எைநவ, A
T−( )1  =  

7
5

1
5

9
5

2
5

1
5

7 1
9 2

−

−



















=
−

−








  . ... (1)

   AT  =  
2 1
9 7









 .	எைநவ  AT = − =( )( ) ( )( )2 7 1 9 5 .

   AT( )−1
 =  1

5
7 1
9 2

−
−









  . ... (2)

(1) மறறும்	(2)-லிருந்து	கினடப்்து, A
T−( )1 =  AT( )−1

. எைநவ	தகறாடுத்துள்ள	்ணபு	்சரி்றார்ககப்்ட்டது.
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11 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

எடுத்துககோட்டு 1.9

 A B=
−







 =

− −
−











0 3
1 4

2 3
0 1

, 	எை்கதகறாணடு	 ( )AB B A− − −=1 1 1 	என்னதச	்சரி்றார்கக.

தீரவு

   AB  =  
0 3
1 4

2 3
0 1

0 0 0 3
2 0 3 4

0 3
2 7

−









− −
−









 =

+ +
− + − −









 =

− −










   AB( )−1  =  1
0 6

7 3
2 0

1
6

7 3
2 0( )+

− −







 =

− −







  … (1)

   A−1  =  1
0 3

4 3
1 0

1
3

4 3
1 0( )+ −









 =

−










   B−1  =  1
2 0

1 3
0 2

1
2

1 3
0 2( )−

−
−









 =

−
−











   B A− −1 1  =  1
2

1 3
0 2

1
3

4 3
1 0

1
6

7 3
2 0

−
−









 −









 =

− −







 . … (2)

 அணிகள்	(1) மறறும்	(2) ்சமம்.	எைநவ	 ( )AB B A− − −=1 1 1  என்து	்சரி்றார்ககப்்ட்டது.

எடுத்துககோட்டு  1.10

 A =










4 3
2 5

 எனில்,	 A xA yI O2
2 2+ + = 	 எனுமறாறு	 x  மறறும்	 y -ஐ	 கறாணக.	இதிலிருந்து A−1  

கறாணக.

தீரவு

   A2  =  
4 3
2 5

4 3
2 5

22 27
18 31



















 =









  , 

   A xA yI O2
2 2+ + =  ⇒  

22 27
18 31

4 3
2 5

1 0
0 1

0 0
0 0









 +









 +









 =









x y

    ⇒  
22 4 27 3

18 2 31 5
0 0
0 0

+ + +
+ + +









 =











x y x
x x y

 .

 இதிலிருந்து	ேம்ககு்க	கினடப்்னவ	22 4 0 31 5 0 27 3 0+ + = + + = + =x y x y x, ,  மறறும்	18 2 0+ =x .

 எைநவ	 x = −9  மறறும் y =14 .	பினபு	ேம்ககு்க	கினடப்்து	 A A I O2
2 29 14− + = .

 இச்சமன்றாட்டின	இருபு்மும்	 A-1-ஆல்	த்ரு்கக்க	கினடப்்து	 A I A O− + =−9 142
1

2.  

 இதிலிருந்து	கினடப்்து

 
A I A− = −( ) =









 −



















 =

−
−




1

2
1

14
9 1

14
9

1 0
0 1

4 3
2 5

1
14

5 3
2 4




 .
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1.2.4 ைடிைக கணிேத்தில் அணிகளின் பயன்போடுகள்
         (Application of matrices to Geometry)
 வடிவ்க	கணிதத்தில்,		அணிகளின	்யன்றாடுகளில்	ஒரு	சி்ப்பு	வனகயறாை	பூசசியமற்்க	நகறானவ	
அணிகள்	்ரவலறாக	 ்யன்டுத்தப்்டுகி்து.	 எளினமனய்க	 கருத்தில்	தகறாணடு,	 ேறாம்	இரு	 ்ரிமறாண	
்குமுன்	வடிவ்க	கணிதத்னத	மட்டும்	இஙகு	கருதுநவறாம்.
 ஆதினய	 O  எைவும்	 x O x'  மறறும்	 y Oy'  என்வறன்	
முன்நய	 x -அச்சறாகவும்	 y -அச்சறாகவும்	 தகறாள்நவறாம்.	 ஆய	
தளத்தில்	 P  என்து	 ( , )x y ஆயத்ததறானலவுகளறாக்க	 தகறாணட	
புள்ளி	எனக.	 x -அசன்சயும்	 y -அசன்சயும்	ஆதினயப்	த்றாருத்து	θ  
நகறாணத்திறகு	 ்டத்தில்	 உள்ளவறாறு	 சுைற்ப்்டுகி்து	 எனக.	
X OX'  மறறும்	Y OY'  என்ை	முன்நய	புதிய	 X -அசசு	மறறும்	
Y -அசசு	 எனக.	 ( , )X Y  என்து	 புதிய	 அசசில்	 P -ன	
ஆயத்ததறானலவுகள்	எனக.	்டம்	1.1-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது,

 x  =  OL ON LN X QT X Y= − = − = −cos cos sinθ θ θ ,

 y  =  PL PT TL QN PT X Y= + = + = +sin cosθ θ .

 இச்சமன்றாடுகள்	ஓர	ஆய	அசசுத்	 ததறானலவு	முன்யினை	மறத்றாரு	ஆய	அசசுத்	 ததறானலவு	
முன்யறாக	 மறாற்	 வழி	 வகு்ககின்ை.	 நமறகறாணும்	 இரு	 ்சமன்றாடுகனள	 பினவரும்	 அணி	
வடிவனமப்பில்	எழுதலறாம்.

 
x
y









  =  

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−



















X
Y

 . 

 W  =  
cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−







 எனக.	பினபு 

x
y

W
X
Y









 =









  மறறும் W = + =cos sin2 2 1θ θ 	ஆகும்.

 எைநவ, W -்ககு	நேரமறாறு	அணி	உள்ளது	மறறும்	 W − =
−











1 cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

. இஙகு	  W WT− =1  

எனறிருப்்னத்க	கவனி்ககவும்.	நேதரதிர	உருமறாற்த்தினைப்	பினவருமறாறு	த்்லறாம்.

 
X
Y









  =  W

x
y

x
y

x y
x

− 







 =

−


















 =

−1 cos sin
sin cos

cos sin
si

θ θ
θ θ

θ θ
nn cosθ θ+









y

. 

 
இவவறா்றாக X x y= −cos sinθ θ , Y x y= +sin cosθ θ

 என்	 உருமறாற்த்தினைப்	 த்றுகிந்றாம்.	 இந்த	 உருமறாற்ம்	 	 கனிணி ை்ர�்ட நுட�ததில் 

்யன்டுத்தப்்டுகி்து.	 இப்்யன்றாட்டினை	 W =
−









cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

	 என்	 அணி	 நிரணயி்ககின்து.	

அணி	W  ஆைது	W WT− =1 ; 	அதறாவது	WW W W IT T= = 	என்	சி்ப்புப்	்ணபினைப்	த்றறுள்ளனத	

அறிக.

ைவரயவ்ற 1.3

 ஒரு	்சதுர	அணி	 A -்ககு	 AA A A IT T= =  எனில்,	 Aஆைது	பசங்குதது அணி	எைப்்டும்.

குறிப்பு

 ஒரு	அணி	 A 	என்து	  பசங்குதது அணியறாக	இருப்்தறகுத்	நதனவயறாை	மறறும்	ந்றாதுமறாை	
நி்ந்தனையறாததனில்	 A  பூசசியமற்	 நகறானவ	 அணியறாகவும்	 மறறும்	 A AT−− ==1 எைவும்	 இரு்கக	
நவணடும்.

q
O

X
T

L′x

P

Q

x

R

Y

′y

y

′Y

′X

M

N

q

்டம்	1.1
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எடுத்துககோட்டு  1.11

 
cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

−







  என்து	த்சஙகுத்து	அணி	எை	நிறுவுக.

தீரவு

 A =
−









cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

. பினபு, AT
T

=
−







 =

−










cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

	.

எைநவ

   AAT  =  
cos sin
sin cos

cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

−







 −











    =  
cos sin cos sin sin cos

sin cos cos sin sin cos

2 2

2 2

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

+ −
− +









 =









 =

1 0
0 1 2I  .

 இநதந்றால் A AT = I2 . 	எைநவ	 AAT = A AT = I2 ⇒   A  ஆைது	த்சஙகுத்து	அணியறாகும்.

எடுத்துககோட்டு 1.12 

 A
a

b
c

=
−
−

















1
7

6 3
2 6

2 3
 என்து	த்சஙகுத்து	அணி	எனில் a b,  மறறும்	 cகளின	மதிப்ன்்க	கறாணக.	

இதிலிருந்து	 A−1-ஐ்க	கறாணக.
தீரவு

 A  என்து	த்சஙகுத்து	அணி.	எைநவ,	 AA A AT T= = I3 . எைநவ	ேறாம்	த்றுவது

 AAT  =  I3 ⇒
1
7

6 3
2 6

2 3

1
7

6 2
3 2

6 3

−
−

















− −
















a
b

c

b
c

a
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

















  ⇒  
45 6 6 6 12 3 3

6 6 6 40 2 2 18
12 3 3 2 2 18

2

2

2

+ + + − +
+ + + − +
− + − +

a b a c a
b a b b c

c a b c c ++















13
=  49

1 0 0
0 1 0
0 0 1

















  ⇒  

45 49
40 49
13 49

6 6 6 0
12 3 3 0
2 2 18 0

2

2

2

+ =

+ =

+ =
+ + =
− + =
− + =









a
b
c
b a

c a
b c

























 ⇒
a b c
a b a c b c

2 2 24 9 36
1 4 9

= = =
+ = − − = − − = −









, , ,
, ,

 ⇒ a b c= = − =2 3 6, , .

 எைநவ	ேம்ககு்க	கினடப்்து, A =
−

− −
















1
7

6 3 2
3 2 6

2 6 3
 மறறும்	 A AT− = =

−
− −

















1 1
7

6 3 2
3 2 6

2 6 3
.
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1.2.5 சஙநகே மமோழியியலில் அணிகளின் பயன்போடுகள்
          (Application of matrices to  Cryptography)
 பூசசியமற 	் அணிகளின	 ஒரு	 மு்ககியமறாை	 ்யன்றாடு	 சங்பகத    
போழியியலில்  (Cryptography)	 உள்ளது.	 ்சஙநகத	 தமறாழியியல்	 	 என்து	இரு	
ே்ரகளினடநய	 மற்வரகளு்ககுப்	 புரியறாத	 வணணம்	 ேனடத்றும்	 தகவல்	
்ரிமறாற்மறாகும்.	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககமும்	 தமறாழி	 மறாற்மும்	 எை	 இரு	
கறாரணிகனள	அடிப்்னடயறாக்க	தகறாணடது.		சங்பகத போழியாக்கம் (Encryption) 
என்து	அனைவரு்ககும்	புரியும்	தமறாழியில்	உள்ள	தகவனல	எளிதில்	புரியறாத	வணணம்	(்சஙநகத	தமறாழி)	
ஆ்ககுதலறாகும்.	மறா்றாக,	்சஙநகத	தமறாழியறா்ககப்்ட்ட	தகவனல	மீணடும்	அனைவரு்ககும்	புரியும்	தமறாழியில்	
மறாறறுவது	 போழிோற்றம் (Decryption) ஆகும்.	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககமும்	 மறறும்	 தமறாழி	 மறாற்மும்	
தகவனல	 அனுப்பு்வரு்ககும்	 த்று்வரு்ககும்	 இனடநய	 ஒரு	 இரகசிய	 முன 	் நதனவப்்டுகி்து.	 இந்த	
இரகசிய	முன 	்்சஙநகத	விள்கக்க	குறிப்பு	எைப்்டும்.

	 இந்த	இரகசியத்னத	 சாவி	 என்றாரகள்.	 தகவனல	அனுப்பு்வர	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககம்	 த்சய்ய	
பூசசியமற்	 அணினயப்	 ்யன்டுத்துவது	 ஒரு	 முன்யறாகும்.	 தகவனலப்	 த்று்வர	 தகவனல	
தமறாழிமறாற்ம்	 த்சய்ய	 நேரமறாறு	 அணினயப்	 ்யன்டுத்துகி்றார.	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககத்திறகுப்	
்யன்டுத்தப்்டும்	அணி சங்பகத போழியாக்க அணி (Encoding matrix) எைவும்	 தமறாழிமறாற்ம்	
த்சய்யப்	் யன்டும்	அணி	சங்பகத போழி ோற்ற அணி (Decoding matrix) எைவும்	அனை்ககப்்டுகி்து.

 ்சஙநகத	தமறாழியறா்ககனலயும்	்சஙநகத	தமறாழிமறாற்னலயும்	விள்கக	எடுத்து்ககறாட்டு	ஒனறினை்க	
கறாணந்றாம்.	 அனுப்பு்வரும்	த்று்வரும்	மூலத்	தகவல்களு்ககு	ஆஙகில	எழுத்துகள்	A to Z மட்டும்	
்யன்டுத்துவதறாக்க	தகறாள்நவறாம்.

	 ஆஙகில	 எழுத்துகனள	முன்நய	 1-26 எணகளு்ககு	 ஒது்ககிடுவதறாகவும்,	 தவறறிடத்னத்க	 குறி்கக	
0	 ்யன்டுத்துவதறாகவும்	 தகறாள்க.	 அனுப்பு்வர	 தைது	 சுயவிருப்்த்தின	 அடிப்்னடயில்	 ஒரு	
மூவரின்ச	பூசசியமற்	நகறானவ	அணினய	பிந்னதய	த்ரு்ககலு்ககறாக	ஒரு	்சஙநகத	தமறாழி	்சறாவியறாக	
்யன்டுத்துகி்றார.	 அனுப்பியவர	 ்யன்டுத்திய	 அவவணியின	 நேரமறாறறு	 அணியின	 பிந்னதயப்	
த்ரு்ககலறாகப்		த்று்வர	்யன்டுத்துகி்றார.

	 ்சஙநகத	தமறாழியறா்ககுதலு்ககறாகப்	்யன்டுத்தப்்டும்	அணி

                                                        A =
−
−

















1 1 1
2 1 0
1 0 0

	எனக.

 அனுப்்ப்்டும்	த்சய்தி	“WELCOME”	எனக.	மூவரின்ச	தகறாணட	பூசசியமற்	்சதுர	அணினயப்	
பிந்னதயப்	 த்ரு்ககலு்ககறாகப்	 ்யன்டுத்தப்்டுவதறால்	 அனுப்்ப்்டும்	 த்சய்தி	 3	 அளவுள்ள	
துணடுகளறாக	(WEL), (COM), (E), எை	பிரி்ககப்்ட்டு	1 3´ 	வரின்சயுள்ள	நினரயணிகளறாக,

[23 5 12],[3 15 13],[5 0 0]	எை	மறாற்ப்்டுகின்து.

 இறுதியறாகப்	த்்ப்்ட்ட	நினரயணியில்	இரு	பூசசியஙகனள	ேறாம்	ந்சரத்துள்ளனத்க	கவனி்ககவும்.	 
5 -ஐ	முதல்	உறுப்்றாக்க	தகறாணட	ஒரு	நினரயணிப்	த்்நவணடும்	என்நத	இதன	கறாரணமறாகும்.																																							

	 ஒவதவறாரு	 நினரயணியுடன	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககு	 அணியறால்	 பிந்னதயப்	 த்ரு்ககல்	 த்சய்ய	
த்சய்தியினைப்	பினவருமறாறு	்சஙநகத	நினரயணிகளறாக	குறிமறாற்ம்	நிகழ்கி்து:										            
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15 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 சங்பகத போழியாக்கப�்டாத சங்பகத சங்பகத போழியாக்கப�ட்ட
 நி்ரயணி போழியாக்கும் அணி நி்ரயணி

 23 5 12  [ ]  
1 1 1
2 1 0
1 0 0

−
−

















 =  [ ];45 28 23   −

 3 5 13 1  [ ]  
1 1 1
2 1 0
1 0 0

−
−

















 =  [ ];46 18 3   −

 5  0  0[ ]  
1 1 1
2 1 0
1 0 0

−
−

















 =  [ ].5 5     5−

 எைநவ	்சஙநகத	தமறாழியறா்ககப்்ட்ட	த்சய்தி [ ] [ ] [ ]45 28 23 46 18 3 5 5           5− − − 	ஆகும்.
	 த்று்வர	நேரமறாறு	்சறாவியறால்	(A-ன	நேரமறாறின	பிந்னதயப்	த்ரு்ககலறால்)	்சஙநகத	தமறாழிமறாற்ம்	
த்சய்கின்றார.
 ்சஙநகத	தமறாழிமறாற்த்திறகறாை	அணி

                                             A
A

A− = = −
−

















1 1
0 0 1
0 1 2
1 1 1

adj .

 த்று்வர	 ்சஙநகத	 தமறாழியறா்ககப்்ட்டச	 த்சய்தியினைப்	 பினவருமறாறு	 ்சஙநகத	 தமறாழிமறாற்ம்	
த்சய்கி்றார:

 சங்பகத போழியாக்கப�ட்ட போழி ோற்றததின் சங்பகத போழி ோற்றம்
 நி்ரயணி அணி பசயயப�ட்ட நி்ர

 45 28 23   −[ ]  
0 0 1
0 1 2
1 1 1

−
−

















 =  [ ];23  5  12

 [ ]46 18 3   −  
0 0 1
0 1 2
1 1 1

−
−
















 =  3 5 13 1  [ ];

 [ ]5 5     5−  
0 0 1
0 1 2
1 1 1

−
−
















 =  5  0  0[ ].

 ்சஙநகத	தமறாழி	மறாற்ம்	த்சய்யப்்ட்ட	நினர	அணிகளின	வரின்ச	பினவருமறாறு

 23 5 12 3 15 13 5 0 0      [ ] [ ] [ ], , .

 எைநவ,	1 - 26 ்ககுச	்சரியறாை	ஆஙகில	எழுத்துகளறால்	த்றாருத்த,	த்று்வர	தறாம்	த்ற்	்சஙநகத	
த்சய்தியினை		 “WELCOME”	எைப்	்டி்ககி்றார.
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16XII - கணிதவியல்

பயிறசி 1.1
 1.  பினவரும்	அணிகளு்ககுச	ந்சரப்பு	அணி	கறாணக:

   (i) 
−









3 4
6 2

    (ii) 
2 3 1
3 4 1
3 7 2

















    (iii)  1
3

2 2 1
2 1 2

1 2 2
−

−

















 2.  பினவரும்	அணிகளு்ககு	நேரமறாறு	(கறாண	முடியுதமனில்)	நேரமறாறு	கறாணக:

   (i) 
−

−










2 4
1 3

    (ii)   
5 1 1
1 5 1
1 1 5

















    (iii)  
2 3 1
3 4 1
3 7 2

















 3. F ( )
cos sin

sin cos
α

α α

α α
=

−

















0
0 1 0

0
	எனில்,	 F F( ) ( )α α[ ] = −−1

எை்ககறாட்டுக.

 4. A =
− −











5 3
1 2

	எனில்,	 A A I O2
2 23 7− − = 	எை்ககறாட்டுக.	இதன	மூலம்	 A−1 	கறாணக.

 5. A =
−

−

















1
9

8 1 4
4 4 7
1 8 4

	எனில்,	 A AT− =1 	எை	நிறுவுக.

 6. A =
−

−










8 4
5 3

	எனில்	 A A A A A I( ) ( )adj adj = = 2 	என்னதச	்சரி்றார்கக.

 7. A =










3 2
7 5

	மறறும்	B =
− −









1 3
5 2

	எனில்	 ( )AB B A− − −1 1 1=  என்னதச	்சரி்றார்கக .

 8. adj( )A =
−

− −
−

















2 4 2
3 12 7
2 0 2

எனில்	 A -ஐ	கறாணக.	

 9. adj( )A =
−

−
−

















0 2 0
6 2 6
3 0 6

எனில்	 A−1  -ஐ	கறாணக.

 10. adj A =
−

















1 0 1
0 2 0
1 0 1

 எனில்	 adj adj( ( ))A  -ஐ	கறாணக.

 11. A
x

x
=

−










1
1

tan
tan

	எனில்  A A
x x
x x

T − =
−









1 2 2
2 2

cos sin
sin cos

	எை்ககறாட்டுக.

 12. A
5 3
1 2

14 7
7 7− −









 =









  எனில்	 A -ஐ	கறாணக.	
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17 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 13.  A B=
−







 =

−









1 1
2 0

3 2
1 1

,   ,  C =










1 1
2 2

	மறறும்	 AXB C=   எனில்	 X 	என்	அணினய்க	

கறாணக.	

 14. A =
















0 1 1
1 0 1
1 1 0

	எனில்	 A A I− = −( )1 21
2

3 	எை்ககறாட்டுக.

 15. 
− −









1 1
2 1

 என்	அணினய	பிந்னதயப்	த்ரு்ககல்	்சஙநகத	தமறாழியறா்கக	அணியறாக்க	தகறாணடு	

2 3 20 4−[ ][ ] 	எனறு	த்்ப்்ட்டச	த்சய்தினய	
− −









1 1
2 1

 -ன	நேரமறாறு	அணியின	பிந்னதயப்	

த்ரு்ககற	்சறாவியறாக்க	தகறாணடு	்சஙநகத	தமறாழி	மறாற்ம்	த்சய்க.	இஙகு	ஆஙகில	எழுத்துகள்	
A Z− -்ககு	முன்நய	எணகள்	1-26ஐயும்,	கறாலியிடத்திறகு	எண	 0ஐயும்	த்றாருத்தி	்சஙநகத	
தமறாழியறா்ககம்	மறறும்	தமறாழிமறாற்ம்	த்சய்க.

1.3  ஓர அணியின் மீேோன மேோடககநிவல உருமோற்றஙகள்
         (Elementary Transformations of a Matrix)
 ததறாட்ககநினல	நினர	த்சயலிகள்	மறறும்	ததறாட்ககநினல	நிரல்	த்சயலிகள்	என்னை்ககப்்டும்	
சில	த்சயலிகள்	(operations) நமறதகறாள்வதன	மூலம்	ஓர	அணினய	பிறிநதறார	அணியறாக	மறாற்லறாம்.	

1.3.1 மேோடககநிவல நிவர மறறும் நிரல் மசயலிகள் (Elementary row and column operations)
 ஓர	அணியில்	ததறாட்ககநினல	நினர	(நிரல்)	த்சயலிகளறாவை:

 (i) ஏநதனும்	இரு	நினரகனள	(நிரல்கனள)	்ரிமறாற்ம்	த்சய்தல்.

 (ii) ஓர	அணியில்	உள்ள	ஒரு	நினரயில்	(நிரலில்)	உள்ள	ஒவதவறாரு	உறுப்ன்யும்	ஒரு	பூசசியமற்	
தின்சயிலியறால்	த்ரு்ககி	அநத	நினரயில்	திரும்்ப்	பிரதியிடல்.

 (iii) ஓர	அணியில்	உள்ள	ஒரு	நினரயில்	(நிரலில்)	உள்ள	ஒவதவறாரு	உறுப்புடன	ஒரு	பூசசியமற்	
நினரயில்	(நிரலில்)	உள்ள	ஒத்த	உறுப்பின	ஒரு	பூசசியமற்	தின்சயிலி	த்ரு்ககற	்லனை்க	
கூட்டுதல்.

 ஒரு	அணியின	ததறாட்ககநினல	நினர	 த்சயலிகள்	மறறும்	நிரல்	 த்சயலிகனள	ததறாட்ககநினல	
உருமறாற்ம்	எனகிந்றாம்.
	 பினவருவை	 ஓர	 அணியில்	 ேறாம்	 ்யன்டுத்தும்	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 உருமறாற்ஙகளின	
குறியீடுகள்	ஆகும்.
 (i) iவது  மறறும்	jவது  நினரகனள	்ரிமறாற்ம்	த்சய்யப்்டுவனதR Ri j↔ 	எை்ககுறி்ககினந்றாம்.

 (ii) iவது நினரயில்	 உள்ள	 ஒவதவறாரு	 உறுப்ன்யும்	 λ 	 என்	 பூசசியமற்	 மறாறிலியறால்	
த்ரு்ககப்்டுவனத	R Ri i→ λ 	எை	குறி்ககினந்றாம்.

 (iii) iவது 	 நினரயுடன	 jவது நினரனய	 பூசசியமற்	 மறாறிலி	 λ -ஆல்	 த்ரு்ககி்க	 கூட்டுவனத

R R Ri i j→ + λ 	எை்ககுறி்ககினந்றாம்.

 இநதந்றான்	குறியீடுகனளத்	ததறாட்ககநினல	நிரல்	மறாற்ஙகளு்ககும்	்யன்டுத்துகிந்றாம்.

ைவரயவ்ற 1.4

 A ,	 B என்	இரு	ஒநர	வரின்சயுனடய	அணிகளில்	ஏதறாவது	ஓர	அணினய	ததறாட்ககநினல	
உருமறாற்ஙகள்	மூலம்	 	 மற்	அணியறாகப்	 த்்	முடியுதமனில்,	 Aயும்	 B யும்	 ்சமறாை	அணிகள்	
(equivalent matrices) என்னை்ககப்்டும்.	 A 	 ஆைது	 B -்ககுச	 ்சமறாை	அணி	என்னத	 A B  
எனறு	குறியீட்டில்	எழுதுநவறாம்.
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18XII - கணிதவியல்

 எடுத்து்ககறாட்டறாக, A =
−

−
− −

















1 2 2
1 1 3

1 1 4
	என்	அணினய	எடுத்து்கதகறாள்நவறாம்.

 A  என்	 அணியில்	 R R R2 2 1→ + 	 என்	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 த்சயலி	 மூலம்	 கினட்ககும்	
அணினய		B  எனக.		B -ன	இரணடறாவது	நினரயறாைது	A -ன	இரணடறாவது	மறறும்	முதல்	நினரகளின	

கூடுதலறாகும்.

 எைநவ	 A  B =
−
−
− −

















1 2 2
0 1 5
1 1 4

.

 நமநல	உள்ள	ததறாட்ககநினல	நினர	உருமறாற்த்னத	பினவருமறாறு	எழுதலறாம்: 

 

1 2 2
1 1 3

1 1 4

1 2 2

1 1 4
0 1 52 2 1

−
−

− −

















 →
−

− −













−→ +R R R


.  

குறிப்பு

 தகறாடுத்துள்ள	 அணினய	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ம்	 த்சய்து	 த்றும்	 அணியறாைது	
தகறாடுத்துள்ள	அணி்ககுச	்சமமறாக	இரு்கக	நவணடியதில்னல.

1.3.2 நிவர-ஏறுபடி ைடிைம் (Row-Echelon form)
 ததறாட்ககநினல		நினர	உருமறாற்ஙகனளப்	் யன்டுத்தி	தகறாடு்ககப்்ட்ட	அணியினை	நினர-ஏறு்டி	
வடிவம்	எனும்	எளிதறாை	வடிவில்	மறாற்ம்	த்சய்ய	முடியும்.	இவவடிவத்தில்	அனைத்து	உறுப்புகளும்	
பூசசியஙகளறாகப்	த்ற்	நினரகள்	இரு்ககலறாம்.	அவவறாறு	அனைத்து	உறுப்புகளும்	பூசசியமறாக	உள்ள	
நினரயினை	 பூசசிய	 நினர	 எனகிந்றாம்.	 ஒரு	 நினரயில்	 ஏநதனும்	 ஓர	 உறுப்பு	 பூசசியமற்ததனில்,	
அந்நினரயினை	அபூசசிய	நினர	(non-zero row) 	எனகிந்றாம்.

 எடுத்து்ககறாட்டறாக	  
6 0 1
0 0 1
0 0 0

−














	 என்	 அணியில்	 R1 	 மறறும்	 R2 	 அபூசசிய	 நினரகளறாகும்.	 R3  

ஆைது	பூசசிய	நினரயறாகும்.

ைவரயவ்ற 1.5

  E 	என்	பூசசியமற்	அணியறாைது	ஏறு்டி	வடிவில்	இரு்கக	நவணடுதமனில்,
 (i) E -ன	பூசசிய	நினரகள்	அனைத்தும்	 E -ன	அபூசசிய	நினரகளு்ககு	கீழ்	இரு்கக	நவணடும்.
 (ii) E -ல்	ஏநதனும்	 i வது 	நினரயில்	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்்றாைது		jவது 	நிரலில்	அனமந்தறால்	

i வது நினரயில்	உள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு்க	கீழ்	வரும்	 	 	 jவது நிரலில்	உள்ள	
அனைத்து	உறுப்புகளும்	பூசசியஙகளறாக	இரு்கக	நவணடும்.

 (iii) iவது நினரயில்	 உள்ள	முதல்	 பூசசியமற்	 உறுப்்றாைது	 ( )i+1 வது	நினரயில்	 உள்ள	முதல்	
பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	இடதுபு்த்தில்	அனமய	நவணடும்.

குறிப்பு

 ஓர் அணியில் அ்ைதது பூச்சிய நி்ரகளும் அணியின் அடிப�குதி நி்ரகளாக அ்ேந்து, 
எந்தபைாரு கீழைரி்ச-நி்ரயின் முதல் பூச்சியேற்ற உறுப�ாைது அந்நி்ரக்கு பேலாக அ்ேந்த 
நி்ரகள் ஒவபைான்றின் முதல் பூச்சியேற்ற உறுபபிறகு ைலதுபு்றோக அ்ேந்தால் அவைணியாைது 
நி்ர-ஏறு�டி ைடிவில் இருக்கும்.
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 பினவரும்	அணிகள்	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்தில்	உள்ளை	: (i) 
0 1 1
0 0 3
0 0 0

















,   (ii) 
1 0 1 2
0 0 2 8
0 0 0 6

−















 

 அணி	(i)-ஐ	கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.	கனடசி	நினரயிலிருந்து	ஒவதவறாரு	நினரயறாக	நமல்	நினர்ககுச	
த்சல்நவறாம்.	 மூன்றாவது	 நினரயறாைது	 அபூசசிய	 நினரயறாகும்.	 இரணடறாவது	 நினரயில்	 முதல்	
பூசசியமற்	 உறுப்்றாைது	மூன்றாவது	நிரலில்	அனமந்துள்ளது.	 நமலும்	இந்த	 உறுப்்றாைது,	முதல்	
நினரயில்	இரணடறாவது	நிரலிலுள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	வலதுபு்த்தில்	உள்ளது.		எைநவ	
இவவணியறாைது	ஏறு்டி	வடிவத்தில்	உள்ளது.	
 அணி	(ii)-ஐ	கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.	கனடசி	நினரயிலிருந்து	ஒவதவறாரு	நினரயறாக	நமல்	நினர்ககுச	
த்சல்நவறாம்.	எல்லறா	நினரகளும்	அபூசசிய	நினரகளறாகும்.	மூன்றாவது	நினரயில்	முதல்	பூசசியமற்	
உறுப்்றாைது	 ேறானகறாவது	 நிரலில்	 உள்ளது.	 இப்பூசசியமற்	 உறுப்்றாைது	 இரணடறாவது	 நினரயில்	
மூன்றாவது	 நிரலில்	 உள்ள	முதல்	 பூசசியமற்	 உறுப்பிறகு	 வலதுபு்த்தில்	 உள்ளது.	 இரணடறாவது	
நினரயில்	உள்ள	முதல்	பூசசிய	உறுப்்றாைது	மூன்றாவது	நிரலில்	உள்ளது.	இப்பூசசியமற்	உறுப்்றாைது	
முதல்	நினரயில்	மறறும்	முதல்	நிரலில்	உள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	வலதுபு்த்தில்	உள்ளது.	
எைநவ	இது	ஏறு்டி	வடிவத்தில்	உள்ளது.
 பினவரும்	அணிகள்	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்தில்	இல்னல	:

 (i) 
1 2 0
0 0 5
0 1 0

−















, (ii) 
0 3 2
5 0 0
3 2 0

−















.

  அணி	(i)-ஐ	கருதுநவறாம்.	மூன்றாவது	நினரயில்	முதல்	பூசசியமற 	்உறுப்்றாைது	இரணடறாவது	நிரலில்	
உள்ளது	மறறும்	இப்பூசசியமற 	்உறுப்்றாைது	இரணடறாவது	நினரயில்	மூன்றாவது	நிரலில்	உள்ள	முதல்	
பூசசியமற 	்உறுப்பிறகு	இடதுபு்த்தில்	உள்ளது.	எைநவ	இந்த	அணி	ஏறு்டி	வடிவத்தில்	இல்னல.	
 அணி	(ii)-ஐ	கருதுநவறாம்.	இரணடறாவது	நினரயில்	முதல்	நிரலில்	உள்ள	பூசசியமற்	உறுப்்றாைது	
முதல்	நினரயில்	இரணடறாவது	நிரலில்	உள்ள	பூசசியமற்	உறுப்பிறகு	இடதுபு்த்தில்	உள்ளது.	எைநவ	
இந்த	அணி		ஏறு்டி	வடிவத்தில்	இல்னல.

aij m n
  ×  

 என்்ற அணிவய ஏறுபடிை அணியோக சுருககும் முவ்ற

Method to reduce a matrix aij m n
  ×  

 to a row-echelon form

�டி 1
	 முதல்	நினரயினை	ஆய்வு	த்சய்க.	முதல்	நினரயறாைது	பூசசிய	நினர	எனில்	முதல்	நினரனய		கீழ்	
உள்ள	அபூசசிய	நினரயுடன	இடமறாற்	நவணடும்.	 	 a11 0¹ 	 	எனில்	்டி	2-்ககுச	த்சல்ல	நவணடும்.	
அப்்டி	இல்னலதயனில்	முதல்	நினரனய	முதல்	நிரலில்	பூசசியமற்	உறுப்்றாக	உள்ள	கீழ்	நினரயுடன	
இடமறாற்	நவணடும்.	முதல்	நினர்ககு	கீநை	உள்ள	நினரயில்,	முதல்	நிரலில்	பூசசியமற்	உறுப்பு	இல்னல	
எனில்	 a12  பூசசியமற்	உறுப்்றா	எை	ஆரறாய	நவணடும்.	  a12  ஆைது	பூசசியமற்	உறுப்பு	எனில்	்டி	 
2 -ஐ	்யன்டுத்த	நவணடும்.		அப்்டி	இல்னலதயனில்	முதல்	நினரனய	அதறகு	கீநை	உள்ள	ஏநதனும்	
ஒரு	 நிரலில்	 உள்ள	 இரணடறாவது	 நிரலில்	 பூசசியமற்	 உறுப்்றாக	 உள்ள	 நினரயுடன	 இடமறாற்	
நவணடும்.	முதல்	நினர்ககு	கீநை	வரும்	எந்த	ஒரு	நினரயிலும்	இரணடறாவது	நிரலில்	பூசசியமற்	உறுப்பு	
இல்னல	எனில்	a13  பூசசியமற்தறா	எை	ஆரறாய	நவணடும்.	இநத	முன்னயப்	பின்றறி	முதல்	நினரயில்	
பூசசியமற்	 உறுப்பு	 கினட்ககும்	 வனர	 ததறாடர	 நவணடும்.	 இம்முன்யினை	 சுழுமு்ையாக்கல் 
(pivoting) எனந்றாம்.	முதல்	நினரயில்	உள்ள	முதல்	பூசசியமற்	உறுப்பு	முதல் நி்ரயின் சுழுமு்ை 
(pivot) எைப்்டும்.
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20XII - கணிதவியல்

�டி 2
	 முதல்	 நினரயிலுள்ள	 சுழுமுனை்ககு்க	 கீழ்வரும்	 அனைத்து	 உறுப்புகனளயும்	 ததறாட்ககநினல	
உறுமறாற்ஙகள்	தகறாணடு	பூசசியமறா்கக	நவணடும்.

�டி 3
	 அடுத்த	நினரயினை	முதல்	நினரயறாக்க	தகறாணடு	் டி	: 1 மறறும்	் டி	:2 	இவறன்	அதன	கீழ்	உள்ள	
நினரகனள்க	 தகறாணடு	 த்சயற்டுத்தவும்.	 அனைத்து	 நினரகளும்	 முடியும்	 வனர	 இசத்சயல்முன்	
மீணடும்	மீணடும்	த்சயற்டுத்த	நவணடும்.

எடுத்துககோட்டு 1.13

 
3 1 2
6 2 4
3 1 2

−
−
−

















 என்	அணினய	நினர	ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாறறுக.

தீரவு
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குறிப்பு
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	 இதுவும்	தகறாடுத்துள்ள	அணி்ககு	நினர-	ஏறு்டி	வடிவமறாகும்.	எைநவ	நினர-ஏறு்டி	வடிவமறாைது	
ஒருனம	தனனமயற்து.

 எடுத்துககோட்டு 1.14
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    என்	அணினய	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாறறுக.

தீரவு
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1.3.3 ஓர அணியின் ேரம் (Rank of a Matrix)

 ஓர	 அணியின	 அணித்தரத்னத	 வனரயறு்கக	 உ்அணி	 மறறும்	 சிற்ணி்கநகறானவ	 ்றறி	
ததரிந்திருத்தல்	அவசியமறாகும்.
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 A  என்து	ஏநதனும்	ஓர	அணி	எனக.	இதிலிருந்து	சில	நினரகனளயும்,	நிரல்கனளயும்	நீ்ககுவதறால்	
கினட்ககும்	 அணி	 A -இன	 ஓர	 உ்அணியறாகும்.	 ஓர	 அணிநய	 தை்ககுத்தறாநை	 உ்அணியறாகும்.	
ஏதைனில்	அவவணியிலிருந்து	 பூசசிய	 எணணி்கனக	 நினரகனளயும்	 மறறும்	 பூசசிய	 எணணி்கனக	
நிரல்கனளயும்	நீ்ககுவதறால்	கினட்ககப்	த்றுவதறாகும்.	ஒரு	்சதுர	உ்அணியின	அணி்கநகறானவ	மதிப்பு	
சிற்ணி்கநகறானவயறாகும்.

ைவரயவ்ற 1.6
 ஓர	அணி A -இன	தரம்	என்து	அதன	பூசசியமற்	சிற்ணி்க	நகறானவகளின	உச்ச	வரின்சயறாகும்.	
A -இன	 தரத்னத	 ρ( )A 	 எை்ககுறிப்பிடுவர.	 ஒரு	 பூசசிய	 அணியின	 தரம்	 ஆைது	 பூசசியம்	 எை	
வனரயறு்ககப்்டும்.

குறிப்பு

 (i) ஓர	அணியில்	குன்ந்தது	ஒரு	பூசசியமற்	உறுப்பு	இருப்பின	 ρ( ) .A ≥1
 (ii) அலகு	அணி	 In  -ன	தரம்	 n 	ஆகும்.

 (iii) A  என்	அணியின	தரம்	 r 	எனில் A -ல்	குன்ந்த்ட்்சம்	ஒரு r  வரின்சயுனடய	பூசசியமற்	
சிற்ணி்கநகறானவயறாவது	 இடம்த்றறிருத்தல்	 நவணடும்	 மறறும்	 A -ன	 ஒவதவறாரு	 r +1  
வரின்ச	மறறும்	அனதவிட	அதிகமறாை	வரின்ச	தகறாணட	சிற்ணி்க	நகறானவகளின	மதிப்புகள்	
பூசசியஙகளறாகியிருத்தல்	நவணடும்.

 (iv) A -ன	வரின்ச	m n× 	எனில்	 ρ( ) , ,A m n m n≤  min{ } = 	களில்	குன்ந்த	எண.

 (v) n 	வரின்சயுனடய	ஒரு	்சதுர	அணி்ககு	நேரமறாறு	கறாணத்	நதனவயறாை	மறறும்	ந்றாதுமறாை	

நி்ந்தனை	 ρ( ) .A n=

எடுத்துககோட்டு 1.15

 பினவரும்	அணிகளு்ககு	அணித்தரம்	கறாணக	:   (i) 
3 2 5
1 1 2
3 3 6















   

(ii) 
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தீரவு

 (i) A =
















3 2 5
1 1 2
3 3 6

	எனக.	 A 	ஆைது	 3 3× 	வரின்சயுனடய	அணி.	எைநவ ρ( ) min ,A ≤ { } =3 3 3 .  

	 	 உச்ச	சிற்ணி்கநகறானவயின	வரின்ச	 3 . 
  A -விறகு	ஒநர	ஒரு	3	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவதறான	உணடு.	அதன	மதிப்பு

  
3 2 5
1 1 2
3 3 6

3 6 6 2 6 6 5 3 3 0= − − − + − =( ) ( ) ( ) . எைநவ, ρ( )A < 3 .

  அடுத்து	2	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவ	நதரவு	த்சய்நவறாம்.	அதில்	ஒரு	2	வரின்சயுனடய	

சிற்ணி்கநகறானவ	 
3 2
1 1

3 2 1 0= − = ≠ . எைநவ ρ( )A = 2 .

 (ii) A = − − −
−

−















4
3

6

3
1

7

1
2
1

2
4
2

   	எனக. A  ஆைது	3 4× 	வரின்சயுனடய	அணி.	

	 	 எைநவ	 ρ( ) min ,A ≤ { } =3 4 3 . 
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  உச்ச	சிற்ணி்கநகறானவயின	வரின்ச	3 .	அனவ

  
4 3 1
3 1 2

6 7 1
− − −

−
 = 0 ;

4 3 2
3 1 4

6 7 2

−
− − =0;

4 1 2
3 2 4

6 1 2

−
− −

−
=0; 

3 1 2
1 2 4

7 1 2

−
− −

−
=0.

  எைநவ, ρ( )A < 3 	 அடுத்து	 2-ஆம்	 வரின்சயின	 பூசசியமற்	 சிற்ணி்கநகறானவ	 ஏநதனும்	

ஒனறு	 A 	உள்ளதறா	எைப்்றாரப்ந்றாம்.	இது	்சறாத்தியமறாகும்,

  ஏதைனில்	
4 3
3 1

4 9 5 0
− −

= − + = ≠ . 

  எைநவ, ρ( )A = 2 .

குறிப்புவர

 ஓர	 அணியின	 வரின்ச	 அதிகமறாக	 இரு்ககும்	 ்ட்்சத்தில்,	 பூசசியமற்	 சிற்ணி்கநகறானவகளின	
உச்ச	 வரின்ச	 நதடி	 அணியின	 தரம்	 கறாண்து	 எளிதல்ல.	 அணித்தரம்	 கறாண்தறகு	 நவறு	 ஒரு	
எளினமயறாை	முன்	உள்ளது.		இம்முன்யில்	அணியின	வரின்ச	அதிகமறாக	இருந்தறாலும்	அணித்தரம்	
கறாண்து	எளியது.	இம்முன்யறாைது	ஒரு	அணியின	நினர-ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	்சமமறாை	அணியின	
அணித்தரம்	 கறாண்தறாகும்.	 ஓர	 அணியறாைது	 நினர-ஏறு்டி	 வடிவில்	 இருப்பின	 அதன	 முதனனம	
மூனலவிட்ட	உறுப்புகளு்ககு	கீழ்	உள்ள	அனைத்து	உறுப்புகளும்	பூசசியஙகளறாகும்.	 (இது	 a a11 12, ,
என்	நினலகளில்	உள்ள	மூனலவிட்ட	உறுப்பு்ககனள	ந்சர்ககும்	நகறாடறாகும்).
	 எைநவ	ஒரு	சிற்ணி்கநகறானவயின	மதிப்பு	பூசசியம்	அல்லது	பூசசியம்	இல்னல	எை்க	கறாண்து	
எளியது.	இதன	மூலம்	அணித்தரம்	கறாண்து	எளியது.

எடுத்துககோட்டு 1.16

 பினவரும்	ஏறு்டி	வடிவத்திலுள்ள	அணிகளு்ககு	அணித்தரம்	கறாணக :

  (i) 
2 0 7
0 3 1
0 0 1

−















 (ii) 
− −















2 2 1
0 5 1
0 0 0

  (iii) 

6
0
0
0

0
2
0
0

9
0
0
0

     

−

















தீரவு

 (i) A =
−















2
3

1

0 7
0 1
0 0

	எனக.	 A -ஆைது	3 3×  வரின்சயுனடய	அணி	மறறும் ρ( )A ≤ 3

  மூன்றாம்	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவ A =
−

= = ≠
2

3
1

0 7
0 1
0 0

2 3 1 6 0( )( )( ) .  

  எைநவ, ρ( )A = 3 .

  

எைபை இங்கு மூன்று அபூச்சிய நி்ரகள் உள்ளை என்�்தக் கூர்ந்து ப�ாக்குக.

 (ii) A =
− −















2 2 1
0 5 1
0 0 0

	எனக.	 A  ஆைது	3 3×  வரின்சயுனடய	அணி	எைநவ	 ρ( )A ≤ 3 .
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  மூன்றாம்	வரின்சயுனடய	சிற்ணி்கநகறானவ	 A =
−

= − =
−2

5
0

2 1
0 1
0 0

2 5 0 0( )( )( ) . 

  எைநவ ρ( )A ≤ 2 .

  ்ல	 இரணடறாம்	 வரின்சயுனடய	 சிற்ணி்கநகறானவகள்	 உள்ளை.	 அவறறுள்	 ஒனறு
−

= − = − ≠
2 2

0 5
2 5 10 0( )( ) .   எைநவ, ρ( )A = 2 .

  இங்கு இரண்டு அபூச்சிய நி்ரகள் உள்ளை என்�்த ப�ாக்குக.  மூன்்றாைது நி்ர 
பூச்சிய நி்ரயாகும்.

 (iii) A =

−

















6
0
0
0

0
2
0
0

9
0
0
0

     	எனக.	 A  ஆைது	 4 3×  வரின்சயுனடய	அணியறாகும்	மறறும்	 ρ( )A ≤ 3 .

  அனைத்து	 மூன்றாம்	 வரின்சயுனடய	 சிற்ணி்க	 நகறானவகளின	 மதிப்பு	 0 ஆகும்.	 எைநவ	

ρ( )A < 3 .

  கனடசி	 இரு	 நினரகள்	 பூசசிய	 நினரகளறாகும்.	 நின்ய	 இரணடறாம்	 வரின்சயுனடய	

சிற்ணி்கநகறானவகள்	 உள்ளை.	 அவறறுள்	 ஒனறு	
6 0
0 2

6 2 12 0= = ≠( )( ) . எைநவ, 

ρ( )A = 2 .

  இரண்டு அபூச்சிய நி்ரகள் உள்ளை என்�்த ப�ாக்குக. மூன்்றாைது ேறறும் 
�ான்காைது நி்ரகள் பூச்சிய நி்ரகளாகும்.

  நமல்	 உள்ள	 எடுத்து்ககறாட்டுகளிலிருந்து,	 ஏறு்டி	 வடிவிலுள்ள	 ஓர	 அணியின	
அணித்தரமறாைது	 அபூசசிய	 நினரகளின	 எணணி்கனக்ககுச	 ்சமம்	 எை்ககறாணகிந்றாம்.	
இதனைப்	பினவரும்	நதற்மறாக	நிரூ்ணமில்லறாமல்	கூறுநவறாம்.

 நேற்றம் 1.11
 நினர	ஏறு்டி	வடிவிலுள்ள	ஓர	அணியின	அணித்தரம்		அபூசசிய		நினரகளின	எணணி்கனகயறாகும்.	

	 இதனைப்	பினவரும்	நதற்மறாக	நிரூ்ணமில்லறாமல்	கூறுநவறாம்.

நேற்றம் 1.12
 அபூசசிய	 அணியின	 தரமறாைது	 அதன	 ஏறு்டி	 வடிவத்தில்	 உள்ள	 அபூசசிய	 நினரகளின	
எணணி்கனக்ககுச	்சமம்.

எடுத்துககோட்டு 1.17

 
1 2 3
2 1 4
3 0 5
















	என்	அணினய	ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாறறி	அணித்தரம்	கறாணக.
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தீரவு

 A =
















1 2 3
2 1 4
3 0 5

எனக.	ததறாட்கக	நினல	நினர	த்சயலிகள்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 

A
R R R
R R R R R R

2 2 1

3 3 1 3 3 2

2
3 2

1 2 3
0 3 2
0 6 4

→ −
→ − → − →

















− −
− −

 → − −
















1 2 3
0 3 2
0 0 0

.

 கனடசி	 ்சமறாை	 அணி	 ஏறு்டி	 வடிவத்தில்	 உள்ளது	 மறறும்	 இரணடு	 அபூசசிய	 நினரகனளப்	
த்றறுள்ளது.		எைநவ	 ρ( ) .A = 2  

எடுத்துககோட்டு 1.18

 
2
3

6

2
4
2

4
2
1

3
1

7
−

−
−
−

−
















    என்	அணினய	ஏறு்டி	வடிவில்	மறாறறி	அணித்தரம்	கறாணக.

தீரவு

 தகறாடுத்துள்ள	அணினய Aஎனக.	ததறாட்கக	நினல	நினரச	த்சயலிகனளப்	் யன்டுத்த்க	கினடப்்து

 

A R R= −
−

−
−

−
















 →
−

−
− −→

2
3

6

2
4
2

4
2
1

3
1

7

2

6

2

2

4

1
6 8 42 22          

3

7

2 2 4 3
2 0 2 8 7

0 8 13

2 2 1

3 3 1

3
3−

















 →
−

−

→ +
→ −

R R R
R R R

−−















2

.

            R R R R3 3 2 34
2
0

2
2

4
8

3
7

0 0 45 30

→ − → →
−













− −

RR3 15
2
0

2
2

4
8

3
7

0 0 3 2

÷ − →
−















( )    .

 கனடசி	்சமறாை	அணியறாைது	நினர-ஏறு்டி	வடிவில்	உள்ளது	மறறும்		மூனறு	அபூசசிய	நினரகனள		
உனடயது.	எைநவ, ρ( )A = 3 .

 ததறாட்கக	நினல	நினரச	த்சயலிகள்	ஓர	அணியின	மீது	த்சயல்்டுத்துவது	என்து	அந்த	அணினய	
முனபு்மறாக	ஒரு	சி்ப்பு	வனக	(special class)	அணிகளறால்	த்ரு்ககுவதறாகும்.	அந்த	அணிகள்	ததறாட்கக	
நினல	அணிகள் (Elementary matrices)	எைப்்டும். 

ைவரயவ்ற 1.7
 ஓர	அலகு அணியில் ஒநர	ஒரு	 ததறாட்கக	 நினல	உருமறாற்த்திைறால்	கினட்ககும்	அணினய	
ததறாட்கக	நினல	அணி	எை	வனரயறு்ககப்்டுகி்து.

குறிப்புவர

 மூனறு	வரின்சயுனடய	அணிகளு்ககறாை	ததறாட்கக	நினல	அணிகள்	எல்லறாம்	 	3 வரின்சயுனடய	
்சதுர	 அணிகளறாகும்.	 அவவணிகள்	 ஓர	 அலகு	 அணி	 I3-இல்	 ஒநர	 ஒரு	 ததறாட்கக	 நினல	 நினர	
த்சயலிகனள	த்சயல்்டுத்துவதறால்	கினடப்்தறாகும்.	தகறாடுத்துள்ள	அணி	 A-இல்	த்சயல்்டுத்தப்்டும்	
ஒவதவறாரு	 ததறாட்கக	நினல	நினர	 த்சயலிகளும்	  A-இன	முனபு்மறாக	 ததறாட்கக	நினல	அணியறால்	
த்ரு்கக்க	 கினடப்்தறாகும்.	 இநதந்றால்	  A-இல்	 த்சயல்்டுத்தப்்டும்	 ஒவதவறாரு	 ததறாட்கக	 நினல	
நிரல்	த்சயலிகளும்	 A-இன	பினபு்மறாக	ததறாட்கக	நினல	அணியறால்	த்ரு்கக்க	கினடப்்தறாகும்.	இந்த	
அத்தியறாயத்தில்	ததறாட்கக	நினல	நினரச	த்சயலிகள்	மட்டுநம	ேறாம்	்யன்டுத்துநவறாம்.
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 எடுத்து்ககறாட்டறாக	 A
a a a
a a a
a a a

=
















11 12 13

21 22 23

31 32 33

	ஐ்க	கருதுக

 A -ன	மீது	 R R R2 2 3→ + λ  	என்	நினர	உருமறாற்த்தினைச	த்சயல்்டுத்துநவறாம்	எனக.	இஙகு

λ ≠ 0  என்து	ஒரு	மறாறிலி.	பினபு	கினடப்்து,

 A
a a a

a a a
a a a a a aR R R2 2 3

11 12 13

31 32 3

21 31 22 32 23 33
→ + → + + +λ λ λ λ

33
















.                       ….(1)

 இம்மறாற்த்தினைப்	பினவருமறாறு	ததறாட்ககநினல	அணியினை்க	தகறாணடும்	த்்லறாம்.	

 
1 0 0
0 1
0 0 1

λ
















 என்து	ததறாட்கக	நினல	அணி.	ஏதைனில்,	
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0

0 0 1
0 12 2 3

















 →
















→ +R R Rλ λ .

A -யின	முனபு்மறாக 
1 0 0
0 1
0 0 1

λ















	-ஆல்	த்ரு்கக,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,

 

1 0 0
0 1
0 0 1

11 12 13

21 22 23

31 32 33

λ
































=
a a a
a a a
a a a

a111 12 13

21 31 22 32 23 33

31 32 33

a a
a a a a a a

a a a
+ + +

















λ λ λ .               ... (2)

 (1) மறறும்	 (2) இவற்றால் A AR R R2 2 3

1 0 0

0 0 1
0 1→ + →

















λ λ 	எை	அறிகி்றாம்.

 எைநவ,	A -ன	மீது	R R R2 2 3→ + λ  என்	ததறாட்ககநினல	உருமறாற்த்தறால்	ஏற்டும்	வினளவறாைது	

Aஐ	
1 0 0
0 1
0 0 1

λ















	 என்	 ததறாட்கக	 நினல	 அணியறால்	 முனபு்மறாகப்	 த்ரு்ககுவதறால்	 கினட்ககும்	

அணியறாகும்.
	 இவவறாந்,	பினவருவைவறன்்க	கறாட்ட	முடியும்:

 (i) R R2 3↔  என்	ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ம்	த்சயற்டுத்துவதறால்	ஏற்டும்	வினளவறாைது	 

A -ஐ	
1 0 0
0 0 1
0 1 0

















 	என்	ததறாட்ககநினல	அணியறால்	முனபு்மறாகப்	த்ரு்ககுவதறால்	கினட்ககும்	

அணியறாகும்.

 (ii) A -ன	 மீது	 R R2 2→ λ  என்	 ததறாட்கக	 நினல	 உருமறாற்த்தறால்	 ஏற்டும்	 வினளவறாைது	 

A -	ஐ	 
1 0 0
0 0
0 0 1

λ
















 என்		ததறாட்கக	நினல	அணியறால்	முனபு்மறாகப்	த்ரு்ககுதறால்	கினட்ககும்	

அணியறாகும்.
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 நிரூ்ணமினறி	பினவரும்	முடினவ்க	கூறுநவறாம்:

 நேற்றம் 1.13
 ஒரு	 வரின்ச்ககிரமமறாை	 ததறாட்ககநினலச	 த்சயலிகனள்க	 தகறாணடு	 ஒவதவறாரு	 பூசசியமற்	
நகறானவ	அணியினை	ஓர	அலகு	அணியறாக	உருமறாற்ம்	த்சய்யலறாம்.

 நமறகறாணும்	நதற்த்தினை	விள்கக	 A =
−









2 1
3 4

	என்		அணியினை்க	கருதுக.

 இஙகு	 A = + = ≠12 3 15 0. 	எைநவ A 	ஆைது	பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணியறாகும்.	 A -ஐ	

I2 -ஆக	ஒரு	வரின்ச்ககிரமமறாை	ததறாட்ககநினல	நினர	த்சயலிகளறால்	மறாறறுநவறாம்.

	 முதற்டியறாக.	 A -ன		 a11 ஐ	 1	எை	மறாறறுவதறகறாை	நினர	மறாறறிகனளத்	நதடுநவறாம்.

	 இதறகுத்	 நதனவயறாை	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ம்	 R R1 1
1
2

→ 





 	 ஆகும்.	 	 இதறதகறாத்த	

ததறாட்ககநினல	அணி	 E1

1
2

0

0 1
=















 ஆகும்.	

	 பினபு,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,	E A1
1
2

0

0 1

2 1
3 4

1 1
2

3 4
=















−







 =

−












.  

 அடுத்தறாக	E A1 	என்	அணியின	a11 -றகு்க	கீழுள்ள	அனைத்து	உறுப்புகனளப்	பூசசியமறா்ககுநவறாம்.	

இந்த	விள்கக	எடுத்து்ககறாட்டில்		a21 	என்	உறுப்பு	மட்டுநம	உள்ளது.	இதறகுத்	நதனவயறாை	ததறாட்கக	

நினல	உருமறாற்ம்	 R R R2 2 13→ + −( )   ஆகும்.

	 இதறதகறாத்த	ததறாட்கக	நினல	அணி	 E2

1 0
3 1

=
−









  	ஆகும்.

 பினபு,	ேம்ககு்க	கினடப்்து	E E A2 1

1 0
3 1

1 1
2

3 4

1 1
2

0 11
2

( ) =
−











−













=
−

















.

 அடுத்தறாக,	 E E A2 1( )-இல்	 உள்ள	 a22  -ஐ	  1-ஆக	 மறாற்	 நவணடும்.	 இதறகுத்	 நதனவயறாை	

ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ம்	R R2 2
2

11
→ 






  ஆகும்.	

	 இதறதகறாத்த	ததறாட்கக	நினல	அணியறாைது	 E3

1 0

0 2
11

=













	ஆகும்.
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 பினபு	ேம்ககு்க	கினடப்்து	E E E A3 2 1

1 0

0 2
11

1 1
2

0 11
2

1 1
2

0 1
( )( ) =















−

















=
−












.

 முடிவறாக,	 E E E A3 2 1( )( ) -ன	 a12 -ஐ	பூசசியமறா்ககுநவறாம்.	இதறகுத்	நதனவயறாை	ததறாட்ககநினல	

நினர	மறாற்ம்	 R R R1 1 2
1
2

→ + 





 	ஆகும்.	இதறதகறாத்த	ததறாட்ககநினல	அணி		 E4

1 1
2

0 1
=














	ஆகும்.

 பினபு,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,	E E E E A I4 3 2 1 2
1 1

2
0 1

1 1
2

0 1

1 0
0 1

( )( )( ) =














−













=








 = .

 நமல்	உள்ள	ததறாடரசசியறாக	உள்ள	ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ஙகனள	பினவருமறாறு	எழுதுநவறாம்.

 

எடுத்துககோட்டு 1.19

 
3 1 4
2 0 1
5 2 1

−
















 என்து	 பூசசியமற்	 அணி்கநகறானவ	 அணி	 எை்ககறாட்டுக	 மறறும்	 இவவணினய	

ததறாட்கக	நினல	உருமறாற்ஙகள்	மூலம்	அலகு	அணியறாக	மறாறறுக.

தீரவு

 A = −
















3 1 4
2 0 1
5 2 1

	எனக. A = + − + + − = − + = ≠3 0 2 1 2 5 4 4 0 6 7 16 15 0( ) ( ) ( ) .  எைநவ, A 	ஆைது	

பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணியறாகும்.

      

3 1 4
2 0 1
5 2 1

2 0 1
5 2 1

1
1
3

4
3

1 1

1
3− −

















 →





















→R R RR R R R R R2 2 1 3 3 12 5

1
1
3

4
3

0
2
3

11
3

0
1
3

17
3

→ − → − →










− −

−

,   

















 →












→ −







−

R R2 2

3
2

1
1
3

4
3

0
1
3

17
3

0 1
11
2















    

R R R R R R1 1 2 3 3 2

1
3

1
3

1 0 1
2

0 1 11
2

0 0 15
2

→ − → −
 →













−

−

, 













 →

−
















→ −






R R3 3

2
15

1 0 1
2

0 1 11
2

0 0 1







 →
















→ + → −R R R R R R1 1 3 2 2 3

1
2

11
2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

,
..

A
R R

R R R
=

−


 


 −







 →














→
→ + −2 1

3 4
3 4

1
1

2
1 1

2 2 1

1

2 3( ) →



















 →







−
−



 


→1

1

2 1
1

2
0

11

2
0 1

2 2

2

11
R R 






 → 





→ +

 


R R R

1 1 2

1

2 1 0

0 1
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1.3.4  கோஸ் - ந�ோரடன் முவ்ற (Gauss-Jordan Method)

 A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவயுனடய	மறறும் n 	வரின்சயுனடய	்சதுர	அணி	எனக.	 B  என்து	

A -இன	நேரமறாறு	எனக.	எைநவ	 AB BA In= = . அலகு	அணி	 In , -இன	்ணபின்டி	 A I A AIn n= = .

 A = I An 	என்னத்க	கருதுநவறாம்    …(1)

 A  ஆைது	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி.	ஆதலறால்	்சமன்றாடு	 (1)-இன	இருபு்மும்	முனபு்மறாக	
ததறாட்கக	 நினல	 அணிகளின	 ஒழுஙகு	 வரின்சயினை்க	 தகறாணடு	 (நினர	 த்சயலிகள்)	 இருபு்மும்		
முனபு்மறாகப்	த்ரு்ககிைறால்	்சமன்றாடு	 (1)-இன	இடதுபு்ம்	உள்ள	 A  ஆைது	அலகு	அணி	 Inஆக	
உருமறாறும்	மறறும்	அநத	ததறாட்கக	நினல	அணிகளின	ஒழுஙகு	வரின்ச		(நினரச	த்சயலிகள்)	்சமன்றாடு	
(1)-இல்	வலதுபு்முள்ள	 In -ஐ	  B  என்	அணியறாக	உருமறாறறும்.	எைநவ	்சமன்றாடு	 (1) ஆைது

I BAn = 	எை	உருமறாறும்.	எைநவ	 A -இன	நேரமறாறு	 B  ஆகும்.		அதறாவது	 A B− =1 .

குறிப்பு

 E E Ek1 2, , ,  என்	 ததறாட்கக	 நினல	 அணிகள்	 (நினரச	 த்சயலிகள்)	 ஒழுஙகு	 வரின்ச	

E E E A Ik n 2 1( ) =  என்வறாறு	இருப்பின,	 A E E Ek
− =1

2 1
	ஆகும்.

 ததறாட்கக	நினலச	த்சயலிகள்	மூலம்	 A  என்	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணினய	 In  வடிவத்திறகு	

உருமறாறறுவது		காஸ்-ப�ார்்டன் மு்்றயாகும். கறாஸ்-ந�றாரடன	முன்	மூலம்	 A−1 	கறாண	்டிகள்	

கீநை	தகறாடு்ககப்்ட்டுள்ளை: 
�டி 1
 அணி	A -இன	வலதுபு்ம்	அலகு	அணி	 In -ஐ	ந்சரத்து	 A In|[ ] 	என்	விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	

உருவறா்கக	நவணடும்.
�டி 2
 E E Ek1 2, , , 	என்	ததறாட்கக	நினல	அணிகள்	(நினரச	த்சயலிகள்)	 E E E A Ik n 2 1( ) = 	என்வறாறு	
கறாணக.
 E E Ek1 2, , , 	 என்ைவறன்	 வரின்ச	 மறா்றாமல்	 A In|[ ] 	 மீது	 த்சயல்்டுத்துக.	 பினபு,	

E E E A E E E Ik k n 2 1 2 1( ) ( ) | 	எை்க	கினட்ககி்து.	அதறாவது, I An | .− 
1

எடுத்துககோட்டு 1.20

 A =
−











0 5
1 6

	 என்	 பூசசியமற்்க	 நகறானவ	 அணி்ககு	 கறாஸ்-ந�றாரடன	 நீ்ககல்	 முன்	 மூலம்	

நேரமறாறு	கறாணக.

தீரவு 

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியின	மீது	கறாஸ்-ந�றாரடறான	முன்யினைப்	்யன்டுத்த,

 

A I R R| 2
0
1

5
6

1
0

0
1 0 5 1 0

1 6 0 1
1 2[ ] =

−








  →






−↔  
     

  
    


  →











− −→ −R R1 11 1 6 0 1
0 5 1 0

( )      

                            
R R R R R2 2

1 1 2

1
5 61 6 0 1

0 1 1 5 0
1→ → + →

− −







  →

( / ) 00 1 1 5 0
0 6 5 1

      
( / )
( / )

.
−
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 எைநவ	 A− =
−







 =

−









1 6 5 1
1 5 0

1
5

6 5
1 0

( / )
( / )

.

எடுத்துககோட்டு 1.21

        A =
















2 1 1
3 2 1
2 1 2

 என்	அணி்ககு	கறாஸ்-ந�றாரடன	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்தி	நேரமறாறு	கறாணக.

தீரவு

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியின	மீது	கறாஸ்-ந�றாரடறான	முன்னயப்	் யன்டுத்த,	ேம்ககு்க	கினடப்்து,

 

A I
R R

|
(

3

1
2

2
3
2

1
2
1

1
1
2

1
0
0

0
1
0

0
0
1

3
2

1 1
1 1

[ ] =
















 →
→

      
// ) ( / ) ( / )2 1 2 1 2 0 0
2
1

1
2

0
0

1
0

0
1

    
















 

R R R
R R R

2 2 1

3 3 1

3
2

1 1 2 1 2 1 2
0 1 2 1 2
0 0 1

→ −
→ − → −   

( / ) ( / ) ( /
( / ) ( / )

)) ( / ) ( / )
( / )−
−

















 → −→3 2 1 0
1 0 1

0 0 1

0

1 2

0

1 2
0 1 12 22    R R

11

1 2

1

0

0

0

1
3 2 0   

( / )
−
−

















 

R R R R R
1 1 2

1
1
2

1 0 1 2 1 0
0
0

1
0

1
1

3
1

2
0

0
1

→ − →

 → − −
−

















−
     

11 3

2 2 3

1 0 0 3 1 1
0 1 0 4 2 1
0 0 1 1 0 1

−
→ + →

−

















−
− −R

R R R      .

 எைநவ, A− =
− −

−
−

















1

3 1 1
4 2 1
1 0 1

.

பயிறசி 1.2
 1. பினவரும்	அணிகளு்ககு	சிற்ணி்கநகறானவனய	்யன்டுத்தி	அணித்தரம்	கறாணக:

   (i) 
2 4
1 2

−
−









  (ii) 

−
−
−

















1
4
3

3
7
4

 
 

  
  

 (iii) 
1
3

2
6

1
3

0
1

   
−
−

−
−









  (iv) 

1 2 3
2 4 6
5 1 1

−
−
−

















   (v) 
0 1 2 1
0 2 4 3
8 1 0 2

















 

 2. பினவரும்	அணிகளு்ககு	ஏறு்டி	வடிவத்னதப்	்யன்டுத்தி	அணித்தரம்	கறாணக	:

   (i) 
1
2
5

1
1
1

1
3
7

3
4

11
   −
−

















 (ii) 

1
3
1
1

2
1
2
1

1
2
3
1

  
−
−
−

−

















 (iii) 
3 8 5 2
2 5 1 4
1 2 3 2

−
−

− −

















 

 3. பினவரும்	அணிகளு்ககு	கறாஸ்-ந�றாரடன	நீ்ககல்	முன்னயப்	்யன்டுத்தி	நேரமறாறு	கறாணக:

  (i) 
2 1
5 2

−
−









  (ii) 

1 1 0
1 0 1
6 2 3

−
−

− −

















 (iii) 
1 2 3
2 5 3
1 0 8
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1.4 அணிகளின் பயன்போடுகள் : ந�ரியச் சமன்போடுகளின் 

     மேோகுப்பிறகோன தீரவு கோணுேல்

        (Applications of Matrices: Solving System of Linear Equations)
 அணிகள்	 மறறும்	 அணி்கநகறானவகளின	 ஒரு	 மு்ககியமறாை	 ்யன்றாடு	 யறாததனில்	 நேரியச	
்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பிறகு	 தீரவு	 கறாண்தறாகும்.	 உயிரியில்,	 நவதியியல்,	 வணிகவியல்,	
த்றாருளறாதறாரம்,	இயறபியல்	மறறும்	த்றாறியியல்	ஆகியவறறில்	நிகழும்	்ல	நிகழ்வுகள்	மறாதிரியில்	
நேரியில்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்புகள்	உருவறாகின்ை.	எடுத்து்ககறாட்டறாக,	சுறறு்க	நகறாட்்றாட்டின	(circuit 
theory)	் குப்்றாய்வு	உள்ளீடு-தவளியீடு	மறாதிரிகளின	் குப்்றாய்வு	மறறும்	நவதியியல்	எதிரவினைகள்	
ஆய்வு	த்சய்வதறகு	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	தீரவுகள்	நதனவப்்டுகின்ை.

1.4.1 ந�ரியச் சமன்போடுகளின் மேோகுப்வப அவமத்ேல்

         (Formation of a System of Linear Equations)
 ஒரு	எளிய	ேனடமுன்	கண்ககின	கணித	மறாதிரினய	உருவறா்ககுவதன	மூலம்	நேரியல்	்சமன்றாட்டுத்	
ததறாகுப்பின	த்றாருனள	புரிந்து	தகறாள்ளலறாம்.

 A, B, C	என்	மூனறு	ே்ரகள்	ஒரு	சி்ப்்ஙகறாடி்ககு	ஒநர	வணிகச	சினைம்	 (brand)	உள்ள	அரிசி	
மறறும்	 ்சர்ககனர	 வறாஙகச	 த்சல்கின்ைர.	 ே்ர	  A, 5 கிநலறாகிரறாம்	அரிசி	 மறறும்	 3 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனர	வறாஙகி	 ` 440	 த்சலுத்துகின்றார.	 ே்ர	 B,  6 கிநலறாகிரறாம்	அரிசி	 மறறும்	 2 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனர	 வறாஙகி	 ` 400	 த்சலுத்துகின்றார.	 ே்ர	 C, 8 	 கிநலறாகிரறாம்	அரிசி	 மறறும்	 5 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனர	 வறாஙகி	 ` 720	 த்சலுத்துகின்றார.	 ஒரு	 கிநலறாகிரறாம்	அரிசியின	வினல,	 ஒரு	 கிநலறாகிரறாம்	
்சர்ககனரயின	வினலனய்க	கண்ககிடுவதறகறாை	கணித	மறாதிரினய	உருவறா்ககுநவறாம்.	ஒரு	கிநலறாகிரறாம்	
அரிசியின	வினல	` x 	எனக.	ஒரு	கிநலறாகிரறாம்	்சர்ககனரயின	வினல	` y  எனக.	ே்ர	A, 5 கிநலறாகிரறாம்	
அரிசி	மறறும்	3 கிநலறாகிரறாம்	்சர்ககனர	வறாஙகி	` 440 	த்சலுத்தியதறால்	ேம்ககு்க	 5 3 440x y+ = 	என்	
்சமன்றாடு	கினட்ககி்து.	இவவறாந்	ே்ர	 B மறறும்	C	இவரகனள்க	தகறாணடு	முன்நய	6 2 400x y+ =  
மறறும்	  8 5 720x y+ = 	 என்	 ்சமன்றாடுகள்	 கினட்ககின்ை.	 எைநவ	 x  மறறும் y  இவறன்்க	
கறாண்தறகறாை	கணிதவியல்	மறாதிரி

5 3 440x y+ = ,  6 2 400x y+ = ,  8 5 720x y+ = .
குறிப்பு

 நமநல	 உள்ள	 எடுத்து்ககறாட்டில்,	 ஒரு	 ்சமன்றாட்னட	 நின்வு	 த்சய்யும்	 	 x  மறறும்	 y -இன	
மதிப்புகள்	மற்		இரு	்சமன்றாடுகனளயும்	நின்வு	த்சய்ய	நவணடும்.	நவறு	வனகயில்	கூறுநவறாமறாயின	 
x  மறறும் y -இன	 மதிப்புகள்	 ஒநர	 ்சமயத்தில்	 அனைத்துச	 ்சமன்றாடுகனளயும்	 நின்வு	 த்சய்ய 
நவணடும்.	இந்த	 x  மறறும்	 y -இன	மதிப்புகள்	நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	தீரவுகளறாகும்.	
இச்சமன்றாடுகள்	 x  மறறும்	y -இல்	அனமந்த	ஒரு்டிச	்சமன்றாடுகளறாகும்.	எைநவ	இச்சமன்றாடுகள்	
மதிப்பிட	 நவணடிய	 மறாறிகள்	 	 x  மறறும்	 y -ல்	 அனமந்த	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பு	 எை	
அனை்ககப்்டும்.	 இனவ	 ஒநர	 ்சமயத்தில்	 (simultaneous)	 அனமந்த	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளறாகும்.	
ததறாகுப்்றாைது	மூனறு	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகனளயும்	  x  மறறும் y 	 என்	இரு	மதிப்பிட	 நவணடிய	
மறாறிகனள்க	 தகறாணடதறாகும்.	 இச்சமன்றாடுகள்	 இரு	 ்ரிமறாண	 ்குமுன்	 வடிவியலில்	
நேர்கநகறாடுகனள்க	 குறி்ககின்ை.	 இப்்குதியில்	 அணிகனள்க	 தகறாணடு	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	
ததறாகுப்புகளு்ககு	தீரவு	கறாணும்	முன்னய	உருவறா்ககுநவறாம்.

1.4.2 ந�ரியச் சமன்போட்டுத் மேோகுப்பின் அணி ைடிைம்

         (System of Linear Equations in Matrix Form)
 m ்சமன்றாடுகள்	 மறறும்	 n  மறாறிகளறால்	 அனமந்த	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பின	

வடிவமறாைது:
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31 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

   

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

n n

n n

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

+ + + + =
+ + + + =





,
,

     



                             
a x a x a x am m m m1 1 2 2 3 3+ + + + nn n mx b= ,

 … (1)

இஙகு	 a i m j nij , , , , ; , , ,= =1 2 1 2    என்னவ	 	 தகழு்ககள்	 மறறும்	 b k mk , , , ,=1 2   என்னவ	

மறாறிலிகள்.	எல்லறா	 	 bk -களும்	பூசசியம்	எனில்	நமல்	உள்ள	ததறாகுப்்றாைது	சே�டிததாை, ப�ரியச்  
சேன்�ாடுகளின் பதாகுபபு (homogenous system of  linear equations) 	எைப்்டும்.	அவவறாறு	இல்லறாமல்	
ஏநதனும்	 ஒரு	 bk ஆைது	 பூசசியம்	 இல்னல	 எனில்	 ததறாகுப்்றாைது	 அசே�டிததாை ப�ரியச் 
சேன்�ாடுகளின் பதாகுபபு  (non-hogenous system of  linear equations)  எைப்்டும்.	α α α1 2, ,  ,  n  
முன்நய	 x x xn1 2,  ,  ,  	 	இவறறின	மதிப்புகளறாக	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பு	(1)-ல்	உள்ள	ஒவதவறாரு	
்சமன்றாட்னடயும்	 நின்வு	 த்சய்தறால்,	 	 α α α1 2,  ,  ,  n( ) என்	 n −வரின்சயறாைது	 (1)-இன	 தீரவு		
எைப்்டும்.	இச்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பு	(1)-ஐ		பினவருமறாறு	அணிவடிவில்	எழுதலறாம்.	

 x x x xn1 2 3,  ,  ,   , 
-ன	 தகழு்ககளறால்	 A

a a a a
a a a a

n

n=

11 12 13 1

21 22 23 2

          
          
       





        
        

 

a a a am m m mn1 2 3



















 	 என்	 m n×  	 அணினய	

உருவறா்ககுநவறாம்.		 A -ன	முதல்	நினரயறாைது	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பில்	உள்ள	முதல்	்சமன்றாட்டின	 

x x x xn1 2 3,  ,  ,   ,  	என்	தகழு்ககளறால்	அனமந்தனவ.	இநதந்றால்	மற்	நினரகளும்	அனமந்துள்ளை.	

முதல்	 நிரலில்	 உள்ள	 உறுப்புகள்	 அனைத்து	 m 	 ்சமன்றாடுகளின	 வரின்சப்்டி	 x1 	 தகழு்ககளறாக	

அனமந்துள்ளை.
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 மறறும்	 B
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b

bm
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 என்னவ	 x x x xn1 2 3,  ,  ,   , 
	 என்	மறாறிகளறால்	உருவறாை	 n×1 

மறறும்	b b b bm1 2 3,  ,  ,   , 
	என்	மறாறிலிகளறால்	உருவறா்ககப்்ட்ட	m×1 நிரல்	அணிகள்	எனக.
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 AX B=  என்து	அணிகனள்க	தகறாணட	அணிச்சமன்றாடறாகும்	மறறும்	இனத	நேரிய	்சமன்றாட்டுத்	

ததறாகுப்பு	 (1)-இன	அணி	வடிவம்	எை	அனை்ககப்்டும்.	அணி	 A  என்து	ததறாகுப்பின	பகழு அணி 

எைப்்டும்.	மறறும்	

a a a a b
a a a a b

n

n

11 12 13 1 1

21 22 23 2

          
          

�
� 22

1 2 3

� � � � � �
�

            
        a a a a bm m m mn m

 	என்து	ததறாகுப்பின விரிவு�டுததப�ட்ட (augmented 

matrix) அணி எைப்்டும்.	இந்த	விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய		 A B|[ ]  எை்க	குறிப்பிடுநவறாம்.
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32XII - கணிதவியல்

	 எடுத்து்ககறாட்டறாக,.	

 2 3 5 7 0 7 2 3 17 6 3 8 24 0x y z y z x x y z+ − + = + − = − − + =, ,  என்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	

ததறாகுப்பின	அணி	வடிவமறாைது
2 3 5
3 7 2

6 3 8
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24
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z
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1.4.3 ந�ரியச் சமன்போட்டுத் மேோகுப்பின் தீரவுகள்

         (Solution to a System of Linear equations)
 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பின	 தீரவின	 இயல்ன்	 பினவரும்	 நினலகளின	மூலம்	 அறிந்து	
தகறாள்ளலறாம்: 

நி்ல (i)
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்ன்்க	
கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.
   2x y−  =  5 , ... (1)
   x y+ 3  =  6 . ... (2)

 
இந்த	 இரு	 ்சமன்றாடுகள்	 இரு்ரிமறாை	 ்குமுன்	

வடிவியலில்	 இரட்னட்க	 நகறாடுகனள்க	 குறி்ககின்ை.	
(்டம்		1.2-ஐ	்றார்கக). (1)-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது

     x  =  5
2
+ y . ... (3)

 (3)-ஐ	 (2)-ல்	பிரதியிட்டுச	சுரு்கக்க	கினடப்்து y =1.

 y =1	எை	 (1)-ல்	பிரதியிட்டுச	சுரு்கக்க	கினடப்்து 

x = 3 .

 x = 3  மறறும் y =1	்சமன்றாடுகள்	(1) மறறும்	(2) நின்வு	த்சய்கின்ை.

 அதறாவது	(1)-ன் தீர்ைாைது (2)-க்கும் தீர்ைாகி்றது. 

 எைநவ	இத்ததறாகுப்ன்	ஒருஙகனமவு	உனடயது	மறறும்	ததறாகுப்பிறகு	ஒநர	ஒரு	தீரவு	 ( , )3 1 எை்க	

கூறுகிந்றாம்..

 புள்ளி	( , )3 1 	என்து	நகறாடுகள்	 2 5x y− =  மறறும்	x y+ =3 6 	தவட்டி்க	தகறாள்ளும்	புள்ளியறாகும்.

நி்ல (ii)
 பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.

  3 2x y+  =  5 ,  ... (1)
  6 4x y+  =  10  ... (2)

 ்சமன்றாடு	(1)-லிருந்து	கினடப்்து	

  x  =  5 2
3
− y   ... (3)

 (3)-ஐ  (2)-ல்	பிரதியிட்டுச	சுரு்ககிைறால்	ேறாம்	த்றுவது	0 = 0 .
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 இதிலிருந்து	 	 ேறாம்	 அறிவது	 ்சமன்றாடு	 (2) ஆைது	
்சமன்றாடு	  (1) -ன	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்மறாகும்.	
்சமன்றாடு	 (2)-ஐ  2 -ஆல்	வகு்கக்க	கினடப்்து	்சமன்றாடு	
(1) ஆகும்.	 எைநவ	 ஒநர	 ஒரு	 ்சமன்றாடு	 (1)-ஐ	
னவத்து்கதகறாணடு x  மறறும்	 y -்ககு	ஒநர	ஒரு	தீரவு	கறாண	
இயலறாது.

 எைநவ	 y t= 	 என்	மதிப்ன்	 ேறாம்	எடுத்து்கதகறாள்ள	
நவணடிய	 நிரப்்ந்தத்திறகு	 உள்ளறாகிந்றாம்.	 பினபு		

x t
=

−5 2
3

. இஙகு	 t  என்து	ஒரு	தமய்	எண.	்சமன்றாடுகள்	

(1) மறறும்	 (2) ஒநர	ஒரு	நகறாட்னட	 (ஒனறின	மீது	ஒனறு	
அனமயும்	நகறாடுகள்)	இரு	்ரிமறாை	்குமுன்	வடிவியலில்	
குறி்ககின்ை.	.  (்டம்	1.3-ஐ	் றார்கக).	எைநவ	ததறாகுப்்றாைது	
ஒருஙகனமவு	உனடயது		மறறும்	(1)-ன	தீரவுகள்	 (2)-்ககு	

தீரவுகளறாகும்.	 மறறும்	 t 	 எந்த	 ஒரு	 தமய்தயண	 மதிப்ன்ப்	 த்றுவதறால்	 ததறாகுப்பிறகு	 எணணற்	

தீரவுகள்	உணடு. 

நி்ல (iii)
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்ன்	
கருத்தில்	தகறாள்நவறாம்.
   4x y+  =  6 ,  ... (1)

   8 2x y+  =  18 . ... (2)

 ்சமன்றாடு	(1)-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது

   x  =  6
4
− y   ... (3)

 (3)-ஐ	  (2)-ல்	 பிரதியிட்டுச	 சுரு்கக்க	 கினடப்்து 
12 =18 .

 இது	ஒரு	முரண்றாடறாை	முடிவு	ஆகும்.	இதிலிருந்து	
ேறாம்	 அறிவது	 யறாததனில்	 ்சமன்றாடு	 (2) ஆைது	
்சமன்றாடு	 (1)	 உடன	 ஒருஙகனமவற்து.	 எைநவ	 
(1)-ன	தீரவுகள்	 (2)-்ககு	தீரவறாகறாது.
 எைநவ	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 அற்து.	 மறறும்	 ததறாகுப்பிறகு	 தீரவு	 கினடயறாது.	
இச்சமன்றாடுகள்	 இரு்ரிமறாை	 ்குமுன்	 வடிவியலில்	 இரு	 இனண	 நேர்கநகறாடுகனள	 (ஒனறின	
மீது	 ஒனறு	 அனமயறாத)	 குறி்ககின்ை.	 (்றார்கக	 ்டம்	 1.4).	 ஒனறின	 மீது	 ஒனறு	 அனமயறாத	 இரு	
இனண்கநகறாடுகள்	எப்த்றாழுதும்	தமய்	புள்ளியில்	்சந்திப்்து	இல்னல	எை	ேறாம்	அறிநவறாம்.
குறிப்பு 

 (1) ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 ஏநதனும்	 இரு	 ்சமன்றாடுகனள	 இடம்	 மறாறறிைறால்	 ததறாகுப்பிறகறாை	
தீரவுகளில்	மறாற்ம்	ஏற்டறாது.	

 (2) ஒரு	 பூசசியமற்	 மறாறிலியறால்	 ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 ஒரு	 ்சமன்றாட்னடப்	 த்ரு்ககி	 மறாறறி	
அனமத்தறால்	ததறாகுப்பிறகறாை	தீரவுகளில்	மறாற்ம்	ஏற்டறாது.

 (3)  நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்பின	எந்ததவறாரு	்சமன்றாட்டினை,	அச்சமன்றாட்டுடனும்,	
அத்ததறாகுப்பின	 பிறிததறாரு	 ்சமன்றாட்டின	 பூசசியமில்லறா	 எணணின	 த்ரு்ககற்லனை்க	
கூட்டிப்	பிரதியிடல்	அத்ததறாகுப்பின	தீரவினை	மறாற்றாது.
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ைவரயவ்ற1.8
 ஒரு	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்்றாைது	 குன்ந்தது	 ஒரு	 தீரவு	 த்றறிருந்தறால்,	
ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவுனடயது	 எைப்்டும்.	 	 ஒரு	 தீரவு	 கூட	 த்்வில்னலதயனில்	
ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவற்து	எைப்்டும்.

குறிப்புவர

 நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பில்	உள்ள	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனக்ககு	மதிப்பிட	நவணடிய	
மறாறிகளின	எணணி்கனக்ககுச	்சமம்	எனில்	தகழு்ககளின	அணி	 A 	ஆைது	்சதுர	அணியறாக	இரு்ககும்.	
நமலும்	 A 	ஆைது	பூசசியமற்	நகறானவ	அணியறாகவுமிருப்பின	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பிறகுப்	
பினவரும்	முன்களில்	ஏநதனும்	ஒரு	முன்யில்	தீரவு	கறாணலறாம்.	(i) நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன், 
(ii) கிரறாமரின	விதி,  (iii) கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்

1.4.3 (i) ந�ரமோறு அணி கோணல் முவ்ற (Matrix Inversion Method)

 நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பில்	உள்ள	தகழு்ககளின	அணியறாைது	்சதுர	அணியறாகவும்	மறறும்	
பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணியறாகவும்	இருப்பின	இம்முன்னய	்யன்டுத்த	இயலும்.

   AX  =  B , … (1)
என்	்சமன்றாட்னட்க	கருதுநவறாம்.	இஙகு A  என்து	்சதுர	மறறும்	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணியறாகும்.	
A  என்து	 பூசசியமற்்க	 நகறானவ	அணி	ஆதலறால்	 A−1  கறாண	இயலும்	 மறறும்	 A A AA I− −= =1 1 .   
(1)-இன	 இருபு்மும்	 முனபு்மறாக	  A−1ஆல்	 த்ரு்கக்க	 கினடப்்து	 A AX A B− −( ) =1 1 . 	 அதறாவது	

A A X A B− −( ) =1 1 .

 எைநவ	ேறாம்	த்றுவது	 X A B= −1 .

எடுத்துககோட்டு 1.22
 பினவரும்	நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்னய	்யன்டுத்தி	
தீர்கக: 
 5 2 3 3 2 5x y x y+ = + =,  .
தீரவு

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX =  B , 	இஙகு	 A X
x
y
B=









 =









 =











5 2
3 2

3
5

, ,  .

 A =  
5 2
3 2

10 6 4 0= − = ≠ .	எைநவ A−1 	கறாண	இயலும்.	மறறும் A−1 =
1
4

2 2
3 5

−
−









 . 

 X A B= −1 	என்	சூத்திரத்னதப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து
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எைநவ	தீரவறாைது	 x y= − =( )1 4, .

எடுத்துககோட்டு 1.23
 பினவரும்	நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்னய	்யன்டுத்தி	
தீர்கக: 

 2 3 3 5 2 4 3 2 31 2 3 1 2 3 1 2 3x x x x x x x x x+ + = − + = − − − =, , .     
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தீரவு

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம் AX B= .

  இஙகு A  =  
2 3 3
1 2 1
3 1 2
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1

2
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−
− −
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, ,X
x
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x

B .

  A  =  
2 3 3
1 2 1
3 1 2

2 4 1 3 2 3 3 1 6 10 15 15 40 0−
− −

= + − − − + − + = + + = ≠( ) ( ) ( ) . 

 எைநவ A−1  கறாண	இயலும்	மறறும்

  A−1  =  1 1
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T

 X A B= −1 	என்	சூத்திரத்னதப்	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து
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 எைநவ	தீரவறாைது	 x x x1 2 31 2 1= = = −( ), , .

எடுத்துககோட்டு 1.24

 A =
−
−

− −

















4 4 4
7 1 3

5 3 1
 மறறும்	 B =

−
− −

















1 1 1
1 2 2
2 1 3

 எனில்	த்ரு்ககற்லன AB  மறறும்BA 	கறாணக.	

இதன	மூலம்	 x y z x y z x y z− + = − − = + + =4 2 2 9 2 3 1, , 	என்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	

தீர்ககவும்.
தீரவு
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 எைநவ	ேறாம்	த்றுவது	 AB BA I= = 8 3.அதறாவது	, 1
8

1
8 3A B B A I






 = 






 = . 	எைநவ, B A− =1 1

8
.

 தகறாடுத்துள்ள	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	அணி	வடிவில்	எழுத்க	கினடப்்து

  
1 1 1
1 2 2
2 1 3

−
− −

































x
y
z

 =  
4
9
1

















 .  அதறாவது,  B
x
y
z

















=
















4
9
1

.

Chapter 1 Matrices.indd   35 05-02-2020   15:59:56



36XII - கணிதவியல்

     எைநவ, 
x
y
z

















 =  B A−

















= 























=
−
−

− −





1

4
9
1

1
8

4
9
1

1
8

4 4 4
7 1 3

5 3 1



























=
− + +
− + +

− −

















=
4
9
1

1
8

16 36 4
28 9 3

20 27 1

1
88

24
16
8

3
2
1

−
−

















= −
−

















 .

 

எைநவ	தீரவறாைது	 ( , , ).x y z= = − = −3 2 1

பயிறசி 1.3

 1. பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்புகனள	நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யில்	தீர்கக:

   (i) 2 5 2 2 3x y x y+ = − + = −,    (ii) 2 8 2 2x y x y− = + = −,   3

   (iii) 2 3 9 9 3 1x y z x y z x y z+ − = + + = − − = −, ,  

   (iv) x y z x y z x y z+ + − = − + − = + + =2 0 4 5 31 0 2 2 13, , 6  5

 2.  A =
−

−
−

















5 1 3
7 1 5
1 1 1

 	மறறும்	B =
















1 1 2
3 2 1
2 1 3

 	எனில்	த்ரு்ககற்லன AB  மறறும்	BA 	கறாணக.	

இதன	 மூலம் x y z x y z x y z+ + = + + = + + =2 1 3 2 7 2 3 2, , 	 என்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	

ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்.
 3. ஒருவர	 ஒரு	 குறிப்பிட்ட	 மறாத	 ஊதியத்தில்	 ஒரு	 ்ணியில்	 அமரத்தப்்டுகி்றார.	 ஒவதவறாரு	

ஆணடும்	ஒரு	நினலயறாை	ஊதிய	உயரவு	 	அவரு்ககு	வைஙகப்்டுகி்து.	3	ஆணடுகளு்ககுப்	
பி்கு	அவர	த்றும்	ஊதியம்		̀  19,800 	மறறும்	9 	ஆணடுகளு்ககுப்	பி்கு	அவர	த்றும்	ஊதியம்	
` 23,400 	எனில்	அவருனடய	ஆரம்்	ஊதியம்	மறறும்	ஆணடு	உயரவு	எவவளவு	என்னத்க	
கறாணக.	(நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யில்	இ்ககண்கனகத்	தீர்கக.)

 4. 4 ஆடவரும்	 4	 மகளிரும்	 ந்சரந்து	 ஒரு	 குறிப்பிட்ட	 நவனலனய	  3 ேறாட்களில்	 த்சய்து	
முடிப்்றாரகள்.	அநத	நவனலனய	2 ஆடவரும்	5 மகளிரும்	ந்சரந்து	4 ேறாட்களில்	முடிப்்றாரகள்	
எனில்	அவநவனலனய	ஓர	ஆடவர	மறறும்	ஒரு	மகளிர	தனித்தனியறாக	த்சய்து	முடிப்்தறகு	
எத்தனை	ேறாட்களறாகும்?	

 5. A B,  மறறும்	C  என்	த்றாருட்களின	வினல	ஓர	அலகிறகு	முன்நய	` x y,  மறறும்	 z  ஆகும்.	

P  என்வர	 B -ல்	4 அலகுகள்	வறாஙகி,	 A-ல் 2 அலனகயும்	C -ல்	5 அலனகயும்	விறகி்றார.	Q  

என்வர	C -ல்	2 அலகுகள்	வறாஙகி	 A-ல் 3 அலகுகள்	மறறும்	 B -ல்	1	அலனகயும்	விறகி்றார.	

R  என்வர	A-ல்	1 அலனக	வறாஙகி,	B -ல்	3 அலனகயும்	C 	அலகில்	ஒரு	அலனகயும்	விறகி்றார.	

இவவணிகத்தில்	 P Q,  மறறும்	 R  முன்நய	` 15,000, ` 1,000 மறறும்	` 4,000 	வருமறாைம்	

ஈட்டுகின்ைர	 எனில்	 A B, மறறும்	 C 	 த்றாருட்களின	ஓரலகு	வினல	 எவவளவு	 என்னத்க	

கறாணக.	(நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யில்	இ்ககண்கனகத்	தீர்கக.)

1.4.3 (ii) கிரோமரின் விதி (Cramer’s Rule)
 நேரியல்	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 தகழு்ககள்	 அணியறாைது	 ்சதுர	 அணியறாகவும்	
பூசசியமற்	அணி்கநகறானவ	அணியறாகவம்	இருந்தறால்	மட்டுநம	இம்முன்னய	்யன்டுத்த	இயலும்.	
இம்முன்னய	பினவரும்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	மூலம்	விவரிப்ந்றாம்.

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33

+ + =
+ + =
+ +

,
,

33 3= b ,
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இஙகு	தகழு்ககள்	அணியறாைது,	 	 	 	 	 	

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

   
  
  

















   பூசசியமற்	 	 	 	 நகறானவ	 	 	 	அணி.	 	 	 	 எைநவ	

a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
   
  
  

¹ .

  D  =
a a a
a a a
a a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

   
  
  

 	எனக. 

 x1D  =  x
a a a
a a a
a a a

a x a a
a x1

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 1 12 13

21 1

   
  
  

     
=      

    
  = 

+ +      
a a

a x a a

a x a x a x a a

22 23

31 1 32 33

11 1 12 2 13 3 12 13

aa x a x a x a a
a x a x a x a a

b

21 1 22 2 23 3 22 23

31 1 32 2 33 3 32 33

+ +     
+ +     

 =
11 12 13

2 22 23

3 32 33

1

     
    
    

a a
b a a
b a a

= ∆

  D  ¹  0  ஆதலறால்,  ேறாம்	த்றுவது	 x1
1=

∆
∆

 .

 இநதந்றால்,	ேறாம்	த்றுவது	

 x2  =    ∆
∆

=
∆
∆

2
3

3, x , இஙகு	∆ = ∆ =2

11 1 13

21 2 23

31 3 33

3

11 12 1

21 22

a b a
a b a
a b a

a a b
a a b

   
  
  

   
  , 22

31 32 3a a b  
.

இவவறா்றாக,	 கிராேரின் விதியாைது x1  =     ∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

1
2

2
3

3, , ,x x  

  இங்கு D =  
a a a
a a a
a a a

b a a
b a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

1 12 13

2 22 2

   
  
  

,
   
  ∆ = 33

3 32 33

2

11 1 13

21 2 23

31 3 33

3

11 1

b a a

a b a
a b a
a b a

a a

  

   
  
  

  
, ,∆ = ∆ =

22 1

21 22 2

31 32 3

 
  
  

b
a a b
a a b

.

குறிப்பு

 D-ல்	உள்ள	முதல்	நிரலில்	உள்ள	உறுப்புகளறாை		 a a a11 21 31, , களு்ககுப்	்தில்	முன்நய	b b b1 2 3, ,  
கனளப்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	D1 .

 D-ல்	உள்ள	இரணடறாவது	நிரலில்	உள்ள	உறுப்புகளறாை	 a a a12 22 32, , களு்ககுப்	்தில்	முன்நய
b b b1 2 3, , கனளப்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	D2 	ஆகும்.

 D-ல்	 உள்ள	மூன்றாவது	 நிரலில்	 உள்ள	உறுப்புகளறாை	 a a a13 23 33, , களு்ககுப்	 ்தில்	முன்நய
b b b1 2 3, , கனளப்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	 D3 ஆகும்.

 ∆ = 0 	எனில்	கிரறாமரின	விதினய	்யன்டுத்த	இயலறாது.

எடுத்துககோட்டு 1.25

 x x x x x x x1 2 1 2 3 2 33 2 3 4 17 2 7− = + + = + =, , என்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்ன்த்	
தீர்ககவும்.

தீரவு

 பினவரும்	அணி்கநகறானவகளின	மதிப்ன்	முதலில்	கறாணந்றாம்.
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 ∆ =
−

= ≠ ∆ =
− 1     0

 2    3    4
 0    1    2 

0, 
      0
 
3
1

1
6

1

1 77
7

  3    4
     1    2 

=12, ∆ = = − ∆ =
−

2 36
1 1        0

 2      4 
 0        2

 1      
 

3
17
7

3
, 22    3  

 0    1    
17
7

= 24.

 கிரறாமரின	விதிப்்டி	 x x x1
1

2
2

3
12
6

2 6
6

1
6

4=
∆
∆

= = =
∆
∆

=
−

= − = =
     24, , .

 எைநவ	தீரவறாைது	 ( , , )x x x1 2 32 1 4= = − = .

எடுத்துககோட்டு 1.26  

 T20 ஆட்டதமறானறில்	கனடசி	ஓவரில்	1 ்ந்து	மட்டும்	வீ்சப்்ட	நவணடிய	

நினலயில்	 ஓர	 அணியறாைது	 6 ரனகள்	 (ஓட்டஙகள்)	 த்ற்றால்	 மட்டுநம	
தவறறி	த்றும்	நினலயில்	இருந்தது.	கனடசி	் ந்து	மட்னடயரு்ககு		வீ்சப்்ட்டது.	
அவர	அதனை	மிக	உயரம்	த்சல்லுமறாறு	அடி்ககி்றார.	்ந்தறாைது	த்சஙகுத்து	
தளத்தில்	த்சன்	் றானத	அத்தளத்தில்	 y ax bx c= + +2  என்	்சமன்றாட்டின்டி	
உள்ளது.	 ்ந்தறாைது	 ( , ), ( , ), ( , )10 8 20 16 40 22 	 என்	 புள்ளிகள்	 வழியறாகச	 த்சல்கி்து	 எனில்	
அவவணியறாைது	ஆட்டத்னத	தவன்தறா	என்னத	முடிவு	த்சய்யலறாமறா?	உைது	வினடயினை	கிரறாமர	
விதினய்க	தகறாணடு	நியறாயப்்டுத்துக.	 (எல்லறா	ததறானலவுகளும்	மீட்டர	அளவில்	உள்ளை.	 ்ந்து	
த்சன்	 ்றானதயின	 தளமறாைது	 மிகத்ததறானலவில்	 உள்ள	 எல்னல்க	 நகறாட்டினை	 ( , )70 0 	 என்	
புள்ளியில்	்சந்தி்ககும்)

தீரவு

 y ax bx c= + +2  என்	்றானதயறாைது	 ( , ), ( , ), ( , )10 8 20 16 40 22 	என்	புள்ளிகள்	வழிச	த்சல்கி்து.	

ஆதலறால்	 100 10 8 400 20 16 1600 40 22a b c a b c a b c+ + = + + = + + =, ,  என்	 ்சமன்றாடுகள்	

கினட்ககின்ை.	கிரறாமரின	விதினய	்யன்டுத்த	பினவருவைவறன்்க	கறாணந்றாம்.

  D  =  
100 10 1
400 20 1

1600 40 1
1000

1 1 1
4 2 1

16 4 1
1000 2 12 16 6000= = − + − = −[ ] ,

 D1  =  
8

16
22

10 1
20 1
40 1

20
4 1 1
8 2 1
11 4 1

20 8 3 10 100= = − + + =[ ] ,

 D2  =  
100 1
400 1

1600 1
200

1 4 1
4 8 1

16 11 1
200 3 48 84 7800

8
16
22

= = − + − = −[ ] ,

 D3  =  
100 10
400 20

1600 40
2000

1 1 4
4 2 8

16 4 11
2000 10 84 64 2000

8
16
22

= = − + − =[ ] 00 .

 கிரறாமரின	விதிப்்டி, a  =  ∆
∆

= − =
∆
∆

= = = =
∆
∆

= − = − = −1 2 31
60

7800
6000

78
60

13
10

20000
6000

20
6

1, ,b c 00
3

.

 எைநவ	்றானதயின	்சமன்றாடு	 y = − + −
1
60

13
10

10
3

2x x .
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 x = 70 	எனில்	 y = 6எை்க	கினட்ககி்து.	எைநவ	்ந்தறாைது	எல்னல்கநகறாட்டிறகு	நேர	நமலறாக	 
6 மீ	உயரத்தில்	த்சல்கி்து	மறறும்	எல்னல்க	நகறாட்டின	அருகில்	உள்ள	ஆட்ட்ககறாரர	எகிறி்க	குதித்துப்	
பிடி்கக	முயன்றாலும்	அவரறால்	அப்்ந்தினைப்	பிடி்கக	இயலறாது.	எைநவ	அப்்ந்து	மிகப்த்ரிய	6 ஆகச	
த்சன்து	மறறும்	அவவணி	ஆட்டத்தினை	தவன்து.	

பயிறசி 1.4
 1. பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்ன்	கிரறாமரின	விதிப்்டி	தீர்கக:  
   (i) 5 2 16 0 3 7 0x y x y− + = + − =,

   (ii) 3 2 12 2 3 13
x

y
x

y+ = + =,  

   (iii) 3 3 11 2 2 9 3 2 25x y z x y z x y z+ − = − + = + + =, ,  4

   (iv) 3 4 2 1 0 1 2 1 2 0 2 5 4 1 0
x y z x y z x y z

− − − = + + − = − − + =, ,

 2.  ஒரு	ந்றாட்டித்	நதரவில்	ஒவதவறாரு	்சரியறாை	வினட்ககும்	ஒரு	மதிப்த்ண	வைஙகப்்டுகி்து.	

ஒவதவறாரு	 தவ்றாை	 வினட்ககும்	 1
4

 மதிப்த்ண	 குன்்ககப்்டுகி்து.	 ஒரு	 மறாணவர	 100 

நகள்விகளு்ககுப்	 ்திலளித்து	 80 மதிப்த்ணகள்	 த்றுகி்றார	 எனில்	 அவர	 எத்தனை	
நகள்விகளு்ககுச	 ்சரியறாக	 ்தில்	 அளித்திருப்்றார?	 (கிரறாமரின	 விதினயப்	 ்யன்டுத்தி	
இ்ககண்கனகத்	தீர்ககவும்).

 3. நவதியறாளர	 ஒருவரிடம்	 50% அமிலத்தனனம	 தகறாணட	 ஒரு	 கனர்சலும்	 மறறும்	 25% 
அமிலத்தனனம	 தகறாணட	 மறத்றாரு	 கனர்சலும்	 உள்ளது.	 அவர	 10 லிட்டர	 கனர்சலில்	
40% அமிலத்தனனம	 உள்ளவறாறு	 ஒரு	 கனர்சனல	 உருவறா்கக	 இருவனக்க	 கனர்சல்கள்	
ஒவதவறானறிலிருந்தும்	 எத்தனை	 லிட்டர	 ந்சர்கக	 நவணடும்?	 (இ்ககண்கனக	 கிரறாமரின	
விதினயப்	்யன்டுத்தித்	தீர்கக).

 4. ஒரு	மீன	ததறாட்டினய	்ம்பு	A மறறும்	்ம்பு		B 	என்ை	ஒன்றாகச	ந்சரந்து	10 நிமிடஙகளில்	
நீனர	 நிரப்பும்.	 ்ம்பு	 B 	 ஆைது	 நீனர	 உள்நள	அல்லது	 தவளிநய	 ஒநர	 நவகத்தில்	அனுப்்	
இயலும்.	எதிர்றாரறாதவிதமறாக	்ம்பு	B ஆைது	நீனர	தவளிநய	அனுப்பிைறால்	ததறாட்டி	நிரம்்	
30 நிமிடஙகள்	ஆகும்	எனில்	ஒவதவறாரு	்ம்பும்	ததறாட்டினய	தனித்தனியறாக	நிரப்்	எவவளவு	
கறாலம்	எடுத்து்க	தகறாள்ளும்?		(கிரறாமரின	விதினயப்	்யன்டுத்தி	தீர்ககவும்).

 5. ஒரு	குடும்்த்திலுள்ள	மூனறு	ே்ரகள்	இரவு	உணவு	்சறாப்பிட	ஓர	உணவகத்திறகுச	த்சன்ைர.	
இரு	நதறான்சகள்,	மூனறு	இட்லிகள்	மறறும்	இரு	வனடகளின	வினல	` 150. 	இரு	நதறான்சகள்,	
இரு	 இட்லிகள்	 மறறும்	 ேறானகு	 வனடகளின	 வினல	 ` 200. 	 ஐந்து	 நதறான்சகள்,	 ேறானகு	
இட்லிகள்	மறறும்	இரணடு	வனடகளின	வினல	` 250. அ்ககுடும்்த்திைரிடம்	` 350 இருந்தது	
மறறும்	அவரகள்	மூனறு	நதறான்சகள்,	ஆறு	இட்லிகள்	மறறும்	ஆறு	வனடகள்	்சறாப்பிட்டைர.	
அ்ககுடும்்த்திைர	 ்சறாப்பிட்ட	 த்சலவிறகறாை	 ததறானகனய	 அவரகளிடமிருந்த	 ்ணத்னத்க	
தகறாணடு	த்சலுத்த	முடியுமறா?	(உமது	வினடனய	கிரறாமரின	விதி்கதகறாணடு	நிரூபி)

1.4.3 (iii) கோஸ்ஸியன் நீககல் முவ்ற (Gaussian Elimination Method)

 
நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பில்	 உள்ள	 தகழு்ககளின	 அணியறாைது	 ்சதுர	 அணியறாக	

இல்லறாவிட்டறாலும்	இம்முன்னயப்	்யன்டுத்தித்	தீரவு	கறாணலறாம்.	இது	ேறாம்	ஏறகைநவ	அறிந்துள்ள	
பிரதியிடல்	முன்யில்	தீர்ககும்	முன்நயயறாகும்.	இம்முன்யில்,	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்பின	
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணினய	 ஏறு்டி	 வடிவத்திறகு	 உருமறாறறி	 பினபு	 பினநைறா்ககிப்	 பிரதியிடல்	
முன்யில்	தீரவு	கறாண்தறாகும்.
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எடுத்துககோட்டு 1.27
 பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்யில்	தீர்கக	:

 4 3 6 25 5 7 13 9 1x y z x y z x y z+ + = + + = + + =, , .  2
தீரவு

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	ஏறு்டிவ	வடிவத்திறகு	உருமறாற்ஙகள்	த்சய்ய்க	கினடப்்து,
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      .

 ஏறு்டிவத்திலிருந்து	கினட்ககும்	்சமமறாை	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது

   x y z+ +5 7  =  13 , … (1)

   17 22y z+  =  27 , … (2)

   199z  =  398 . … (3)

 (3)-லிருந்து	ேறாம்	த்றுவது z = =
398
199

2 .

 z = 2 	எை	(2)	-ல்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	 y =
− ×

=
−

= −
27 22 2

17
17

17
1.

 z = 2  மறறும்	 y=−1	எை	(1)-ல்	பிரதியிட்க	கினடப்்து	 x = − × − − × =13 5 1 7 2 4( ) .

 எைநவ	தீரவறாைது	 ( , , )x y z= = − =4 1 2 .

 குறிபபு:  கனடசி	 ்சமன்றாட்டிலிருந்து	 முதல்	 ்சமன்றாட்டிறகு	 நமநல	 உள்ள	 முன்யறாைது	
பின்பைாக்கி பிரதியி்டல் மு்்ற எை	அனை்ககப்்டுகி்து.

எடுத்துககோட்டு 1.28
 ஒரு	 ரறா்கதகட்டின	 நமல்	 நேறா்ககிய	 நவகம்	 t நேரத்தில்	 நதறாரறாயமறாக		
v t at bt c( ) = + +2  என்வறாறு	உள்ளது.		இஙகு	 0 100£ £t  மறறும்	 a b c, ,
என்ை	 மறாறிலிகள்.	 ரறா்கதகட்டின	 நவகம்	 	 t t= =3 6, , மறறும்	 t = 9  
விைறாடிகளில்	முன்நய	   64, 133, மறறும்	208 னமல்கள்/விைறாடி	எனில்	
t =15விைறாடியில்	 அதன	 நவகத்னத்க	 கறாணக.	 (கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	
முன்னய	்யன்டுத்துக).	

தீரவு

 v v( ) , ( )3 64 6 133= =  மறறும்	v( )9 208= .		ஆதலறால்	பினவரும்	நேரிய	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்ப்	
த்றுகிந்றாம்.	
   9 3a b c+ +  =  64 ,

   36 6a b c+ +  =  133 ,

   81 9a b c+ +   =  208 .

 

நமல்	உள்ள	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்யில்	தீர்கக	உள்நளறாம்.	
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணினய	 நினர-ஏறு்டி	 வடிவத்திறகு	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 உருமறாற்ஙகள்	
த்சயல்்டுவதன	மூலம்	ேறாம்	த்றுவது,
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 ஏறு்டி	வடிவத்திலிருந்து	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகள்

 9 3 64 41 1a b c b c c+ + = + = =, , . 2  

 பினநைறா்ககிப்	பிரதியிடல்	மூலம்	ேம்ககு்க	கினடப்்து	  

 c b c a b c
= =

−
=

−
= =

− −
=

− −
=1 41

2
41 1

2
20 64 3

9
64 60 1

9
1
3

, ( ) ( ) , .  

 ஆதலறால்	 v t t t( ) .= + +
1
3

20 12   

	 எைநவ, v( ) ( ) ( )15 1
3

225 20 15 1 75 300 1 376= + + = + + =  னமல்கள்/விைறாடி.

பயிறசி 1.5
 1.  பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்ன்	

	 	 கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்யில்	தீர்ககவும்:  

    (i) 2 2 3 2 2 3 3 2 1x y z x y z x y z− + = + − = − + =, ,

   (ii) 2 4 6 22 3 8 5 27 2 2x y z x y z x y z+ + = + + = − + + =, ,

 2. ax bx c2 + + -ஐ  x x+ −3 5, , மறறும்	 x −1-ஆல்	வகு்ககும்ந்றாது	மீதியறாைது	முன்நய	21, 61, 

மறறும்	 9	எனில்	a b,  மறறும்	c -ஐ்க	கறாணக.	(கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னய	உ்நயறாகி்ககவும்)

 3. ஒரு	ததறானக	` 65,000 ஆணடிறகு	முன்நய	6 8%, %  மறறும்	9% என்	வட்டி	வீதத்தில்	மூனறு	

்த்திரஙகளில்	முதலீடு	த்சய்யப்்டுகி்து.	தமறாத்த	ஆணடு	வருமறாைம்	` 4,800. மூன்றாவது	
்த்திரத்தில்	கினட்ககும்	வருமறாைமறாைது	இரணடறாவது	் த்திரத்தில்	கினட்ககும்	வருமறாைத்னத	
விட	 ` 600 அதிகம்	 எனில்	 ஒவதவறாரு	 ்த்திரத்திலும்	முதலீடு	 த்சய்யப்்ட்ட	 ததறானகனய்க	
கறாணக.	(கறாஸ்	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்துக).

 4. ஒரு	சிறுவன	 y ax bx c= + +2  என்	் றானதயில்	 ( , ),( , )− − −6 8 2 12 , மறறும்	 ( , )3 8  எனும்	புள்ளிகள்	
வழியறாக	 த்சல்கி்றான.	 P( , )7 60 	 என்	 புள்ளியில்	 உள்ள	 அவனுனடய	 ேண்னை	 ்சந்தி்கக	
விரும்புகி்றான.	 அவன	 அவனுனடய	 ேண்னை	 ்சந்திப்்றாைறா?	 (கறாஸ்	 நீ்ககல்	 முன்னய	
்யன்டுத்துக).

1.5 அணிகளின் பயன்போடுகள்: ந�ரியச் சமன்போடுகளின்

     மேோகுப்பிறகுரிய ஒருஙகவமவுத் ேன்வமவயத் ேரம் மூலம் கோணல்

       (Applications of Matrices: Consistency of System of  
       Linear Equations by Rank Method)
 ்குதி	 1.4.3-ல்	 ேறாம்	 நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுதிகளின	 ஒருஙகனமவுத்	 தனனமனயப்	 ்றறி	
வனரயறுத்துள்நளறாம்.	இப்்றாடப்்குதியில்	இனத	அணித்தரம்	மூலம்	ஆரறாய	உள்நளறாம்.	பினவரும்	
நதற்த்னத	நிரூ்ணமினறி	்யிலுநவறாம்:
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  நேற்றம் 1.14  (ரூச்சி-கமபல்லி நேற்றம்) (Rouché - Capelli	Theorem)
 AX B=  என்	அணி	வடிவத்திலுள்ள	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	

உனடயதறகுப்	 ந்றாதுமறாை	 மறறும்	 நதனவயறாை	 நி்ந்தனையறாததனில்	 தகழு்ககள்	 அணியின	
தரமும்	 மறறும்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியின	 தரமும்	 ்சமமறாக	 இரு்கக	 நவணடும்.	 அதறாவது	 
ρ ρ( ) ([ | ]).A A B=

	 நமறகறாணும்	நதற்த்தினைப்	பினவரும்	எடுத்து்ககறாட்டுகளில்	்யன்டுத்துநவறாம்.

1.5.1 அசமப்படித்ேோன ந�ரியச் சமன்போடுகள்

       (Non-homogeneous Linear Equations)

எடுத்துககோட்டு 1.29

 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 எை	 ஆரறாய்க.	

ஒருஙகனமவு	உனடயதறாயின	அவறன்த்	தீர்கக: 

 x y z x y z x y z x y z+ − = − + = − + = − + + =2 3 3 2 1 2 3 3 1 0, , ,   .

தீரவு

 இஙகு	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3. 
 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம் AX B= ,  இஙகு
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விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியறாைது [ | ]A B  =  
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 [ | ]A B -ல்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்த்க	கினடப்்து
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 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணி	[ | ]A B -ல்	மூனறு	அபூசசிய	நினரகள்	உள்ளை.	

	 எைநவ, ρ [ | ] .A B( ) = 3
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 A -யின	நினர-ஏறு்டி	வடிவமறாைது	
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.  இதில்	மூனறு	அபூசசிய	நினரகள்	உள்ளை.

	 எைநவ,	 ρ( ) .A = 3
 எைநவ,  ρ ρ( ) ([ | ]) .A A B= = 3

 ஏறு்டி	 வடிவத்திலுள்ள	 அணியிலிருந்து	 கினட்ககும்	 ்சமறாை	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	 
x y z y z z+ − = − = = =2 3 7 5 8 4 0 0      , , , .

 கனடசி	்சமன்றாடு	 0 0=  என்து	அரத்தமுள்ளது.	பினநைறா்ககிப்	பிரதியிடல்	முன்யில்	ேம்ககு்க	

கினடப்்து	
   z  =  4
   7 20y −  =  8                ⇒     y = 4 ,

   x  =  3 8 4− +     ⇒   x = −1 .

 எைநவ	 தீரவறாைது	 ( , , ).x y z= − = =1 4 4 (இஙகு	 A -ஆைது	 ்சதுர	 அணியல்ல	 என்து	

குறிப்பிடத்த்ககது)	
 இங்கு பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேவு உ்்டயது. ஒபர ஒரு தீர்்ைப ப�றறுள்ளது.

எடுத்துககோட்டு 1.30
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 எை	 ஆரறாய்க.	
ஒருஙகனமவு	உனடயதறாயின	அவறன்த்	தீர்கக: 
 4 2 6 8 3 1 3 9 21x y z x y z x y z− + = + − = − − + =, , .  15

தீரவு

 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX B= .	

   இஙகு		 A  =  
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[ | ]A B என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினர	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	

கினடப்்து
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→ −R R R    
 

 
 

..

 எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ]) .A A B= = 2 3 <  

 ஏறு்டி	வடிவத்திலுள்ள	அணியிலிருந்து	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது	
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44XII - கணிதவியல்

   x y z+ − 3  =  −1, y z−3 = −2 , 0 = 0 .

 இதில்	கனடசி	்சமன்றாடு	0 0= 	தவளிப்்னடயறாைது	மறறும்	த்றாருத்தமுனடயது.

 நமலும்	 தவளிப்்னடயற்	 	 ்சமன்றாடுகள்	 இரணடு	 உள்ளை.	 	 மூனறு	 ததறாகுப்பில்	 மறாறிகள்	
உள்ளை.	எைநவ	மறாறிகளில்	ஒனன்	ேமது	விருப்்ப்்டி	நினல	நிறுத்தி	மற்	இரு	மறாறிகளு்ககறாை	
இரு	்சமன்றாடுகனளப்	த்்லறாம்.	எைநவ	 z -ஐ		 t 	என்	தமய்தயண	த்றும்	தனனிசன்ச	மறாறியறாக்க	
தகறாள்நவறாம்.	 எைநவ	 ேறாம்	 த்றுவது	 y = 3 2t − , x = − − − + =1 3 2 3 1( )t t . எைநவ	 தீரவறாைது	

x y t z t= = − =( )1 3 2, , 	ஆகும்.	இஙகு	 t  என்து		தனனிசன்ச	தமய்தயண	ஆகும்.	நமல்	உள்ள	தீரவு்க	
கணமறாைது	 ஒரு	 ்சறாரறாமறாறி	 குடும்்த்	 தீரவுகள்	 ஆகும்.	 எைநவ	 தகறாடுத்துள்ள	 ததறாகுப்்றாைது	
ஒருஙகனமவுனடயது	 மறறும்	 எணணற்	 தீரவுகள்	 த்றறிரு்ககும்.	 இந்த	 எணணற்	 தீரவுகள்	 ஒரு	
குடும்்த்	தீரவுகளறாகும்.

குறிப்பு

 நமல்	உள்ள	எடுத்து்ககறாட்டில்	்சதுர	அணி	 Aயறாைது	பூசசிய்கநகறானவ	அணியறாகும்.	ஆதலறால்	
நேரமறாறு	அணி	கறாணல்	முன்யிநலறா	அல்லது	கிரறாமர	விதினயப்	்யன்டுத்திநயறா	ததறாகுப்புகளில்	
உள்ள	்சமன்றாடுகனளத்	தீர்கக	இயலறாது.	இருப்பினும்	கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னயப்	்யன்டுத்த	
முடியும்	 மறறும்	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 அல்லது	 ஒருஙகனமவு	 அற்தறா	 எைத்	
தீரமறானி்ககலறாம்.	 அடுத்த	 எடுத்து்ககறாட்டு	 மற்	 முன்கள்	 மீது	 கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	 முன்யின	
நமலறாதி்ககத்னத	உறுதிப்்டுத்துகி்து.
எடுத்துககோட்டு 1.31
 பினவரும்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுதியின	 ஒருஙகனமவினைச	 ந்சறாதி்ககவும்,	 மறறும்	
இயலுமறாயின	தீர்ககவும்.

  x y z x y z x y z− + = − − + = − − + + =9 2 2 18 3 3 27 0, , . 2  3
தீரவு 

 இஙகு	மதிப்பிடப்்ட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.
 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX B= ,  இஙகு

    A  =  
1
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1
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−
−
−

















=
















, X
x
y
z

	மறறும்	B =
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−
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9
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27

.

 [ | ]A B 	என்	விரிவு்டுத்தப்்ட்டஅணியில்	ததறாட்ககநினல	நினரச	த்சயலிகனளப்	்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து
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1 1 1 9
0 0 0 0
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 எைநவ ρ ρ( ) ([ | ]) .A A B= =1 3 < 

 ஏறு்டி	 வடிவத்திலுள்ள	 அணியிலிருந்து	 கினட்ககும்	 ்சமறாை	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்்றாைது	
x y z− + = − = =9 0 0 0, , .  0    
 முரண்றாடறாை	முடிவுகள்	கினட்ககப்	த்்றானமயிைறால்,	தரப்்ட்டத்	ததறாகுப்பு	த்றாருத்தமுனடயது.	
இஙகு	ஒரு	தவளிப்்னடயற்	்சமன்றாடு	மட்டுநம	உள்ளது	மறறும்	ததறாகுப்பிறகு	3 மறாறிகள்	உள்ளை.
 y s z t= =, 	எை	தனனிசன்சயறாக	எடுத்து்கதகறாள்ள	ேம்ககு்க	கினடப்்து	 x s t− + = −9 ;	அல்லது	
x s t= − + −9 .
 எைநவ	 தீரவறாைது	 x s t y s z t= − + − = =( )9 , , ,	 இஙகு	 s மறறும்	 t 	 என்ை	 தமய்தயண	
்சறாரறாமறாறிகள்	(parameters)
  நமல்	உள்ள	தீரவு்ககணம்	இரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகளறாக	அனமகின்ை.
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45 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 இஙகு	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவு	 உனடயது	 மறறும்	 எணணற்	 தீரவுகனளப்	 த்றறுள்ளது.	
இத்தீரவுகள்,	இரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகளறாக	இரு்ககின்ை.

எடுத்துககோட்டு 1.32
 பினவரும்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	உனடயதறா	எை	ஆரறாய்க.

 x y z x y z x y z x y z− + = − − + = − + = − + =9 4 6 4 2 7, , , . 2  3
தீரவு

 இஙகு	மதிப்பிடப்்டநவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.
 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம்	 AX B= ,  இஙகு

   A  =  
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=
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 [ | ]A B 	 என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினரச	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து,
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 எைநவ	 ρ( )A = 3  மறறும்		 ρ([ | ])A B = 4 .	எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ]).A A B≠
 ஏறு்டி	வடிவத்திலுள்ள	அணியிலிருந்து	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது	

 x y z y z z− + = − − = = − = −9 22 23 0 11, , , .         
 கனடசி	 ்சமன்றாடறாைது	 முரண்றாடறாக	 உள்ளது.	 எைநவ	 தகறாடு்ககப்்ட்ட	 ்சமன்றாடுகளின	
ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவற்து	மறறும்	ததறாகுப்பிறகு	தீரவு	கினடயறாது.

 ரூசசு-கத்ல்லி	(Rouché - Capelli)	நதற்த்திைறால்		பினவரும்	விதினயப்	த்றுகிந்றாம்:

 • பதாகுபபில் உள்ள சேன்�ாடுகளில் ேதிபபி்ட பைண்டிய ோறிகளின் எண்ணிக்்க  n ேறறும் 
ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B n== ==  எனில் AX B== என்்ற பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேவு உ்்டயது ேறறும் 

பதாகுபபிறகு ஒபர ஒரு தீர்வுதான் உண்டு.

 • AX B==  என்்ற பதாகுபபில் ேதிபபி்ட பைண்டிய ோறிகளின் எண்ணிக்்க n  ேறறும் 

ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B n k k== == −− ≠≠ 0  எனில் பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேவு உ்்டயது ேறறும் 

எண்ைற்ற தீர்வுக்ளப ப�றறிருக்கும். இததீர்வுகள் k −− சாராோறிக் குடும்�ோக (k-parameter 

family) இருக்கும். எடுததுக்காட்டாக பதாகுபபில் உள்ள சேன்�ாடுகளில்  3  ேதிபபி்ட 

பைண்டிய ோறிகள் ேறறும் ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B== == 2  எனில் பதாகுப�ாைது எண்ைற்ற 

தீர்வுகள் ப�றறிருக்கும் ேறறும் இததீர்வுகள் ஒரு சாராோறிக் குடும்�ோக  (one parameter 
family) இருக்கும். இபதப�ால் பதாகுபபில் உள்ள சேன்�ாடுகளில் ேதிபபி்ட பைண்டிய 
ோறிகளின் எண்ணிக்்க 3  ஆகவும் ேறறும் ρρ ρρ( ) ([ | ]) ,A A B== == 1  எனில் பதாகுப�ாைது 
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46XII - கணிதவியல்

ஒருங்க்ேவு உ்்டயது ேறறும் எண்ைற்ற தீர்வுக்ளப ப�றறிருக்கும். இததீர்வுகள் இரு 
சாராோறிக் குடும்�ோக (two parameter family) இருக்கும்.

 • ρρ ρρ( ) ([ | ]),A A B≠≠  எனில் AX B== என்்ற பதாகுப�ாைது ஒருங்க்ேைற்றது ேறறும் 
பதாகுபபிறகுத தீர்வு கி்்டயாது.

எடுத்துககோட்டு 1.33
 x y z a x y z b x y z c+ + = + + = + + =, ,  32 3 5 7 	 என்	 நேரியச	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பின	

தீரவுகள்	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்மறாக	இருப்்தறகு	 a b,  மறறும்	 c -ல்	உருவறாகும்	நி்ந்தனைனய்க	

கறாணக.

தீரவு

 இஙகு	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவம் AX B= ,  இஙகு A X
x
y
z
B

a
b
c

=
















=
















=
















1
1
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1
2
5

1
3
7

    , , .

 [ | ]A B 	 என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினரச	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து,
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.

 ததறாகுப்பின	தீரவுகள்	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்மறாக	இரு்கக	நவணடுமறாயின,

 ρ ρ( ) ([ , ]) .A A B= = 2 எைநவ	 ஏறு்டி	 வடிவத்திலுள்ள	 மூன்றாவது	 நினரயறாைது	 பூசசிய	

நினரயறாக	இரு்கக	நவணடும்.

 எைநவ, c b a− − =2 0   ⇒   c a b= + 2 .

எடுத்துககோட்டு 1.34
 λ , μ-இன	எம்மதிப்புகளு்ககு	

 x y z x y z x y z+ + = + + = + − =2 7 3 5 5, , λ µ

 என்	 ்சமன்றாடுகள்	 (i) யறாததறாரு	 தீரவும்	 த்றறி்றாது	 (ii) ஒநர	 ஒரு	 தீரனவப்	 த்றறிரு்ககும்	 
(iii) எணணி்கனகயற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்	என்தனை	ஆரறாய்க.

தீரவு

 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

 ததறாகுப்பின	அணி	வடிவமறாைது	 AX B= ,  இஙகு	 A X
x
y
z
B=

−

















=
















=
















1
1
1

2
1
3

1

5

7

5
    λ µ, , ..

 [ | ]A B 	 என்	 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணியில்	 ததறாட்ககநினல	 நினரச	 த்சயலிகள்	 ்யன்டுத்த்க	
கினடப்்து
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 (i) λ = 7  மறறும்	 m ¹ 9 , எனில்	 ρ( )A = 2 	மறறும்	 ρ([ | ])A B = 3 	எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B≠

ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவற்து.	நமலும்	ததறாகுப்பிறகு	தீரவு	கினடயறாது.

 (ii) λ ≠ 7  மறறும்	m  ஆைது	ஏதறாவது	ஒரு	தமய்தயண	எனில்	 ρ( )A = 3மறறும்	 ρ([ | ])A B = 3

  எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = =3  மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.	

	 	 எைநவ	தகறாடுத்துள்ள	ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	உனடயது	மறறும்	ஒநர	ஒரு	தீரவினைப்	
த்றறிரு்ககும்.

 (iii) λ = 7  மறறும்	µ = 9,  எனில்	 ρ( )A = 2மறறும்	 ρ([ | ])A B = 2

 எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = <2 	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3.

	 எைநவ	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவுனடயது	 மறறும்	 எணணி்கனகயற்	 தீரவுகனளப்	
த்றறிரு்ககும்.	இத்தீரவுகள்	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகளறாக	அனமகின்ை.

பயிறசி 1.6

 1. பினவரும்	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பு	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறா	 என்னத	 ஆரறாய்க.	
ஒருஙகனமவு	உனடயதறாயின	அவறன்த்	தீர்கக.

   (i) x y z x y z x y z− + = + + = − + =2 2 2 4 7 4 4, ,

   (ii) 3 2 3 2 1 7 4 5x y z x y z x y z+ + = − + = − + =, ,

   (iii) 2 2 5 1 3 2 4x y z x y z x y z+ + = − + = + + =, ,

   (iv) 2 2 6 3 3 6 4 2 2 4x y z x y z x y z− + = − + = − + =, ,

 2. k -ன	எம்மதிப்புகளு்ககு	பினவரும்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பு 

kx y z x ky z x y kz− + = − + = − − + =2 1 2 2 2 1, ,  

    (i) யறாததறாரு	தீரவும்	த்றறிரறாது	 (ii) ஒநர	ஒரு	தீரனவப்	த்றறிரு்ககும்

   (iii)  எணணி்கனகயற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்		என்தனை	ஆரறாய்க.

 3. λ , m -இன	எம்மதிப்புகளு்ககு	 2 3 5 9x y z+ + = , 7 3 5 8 2 3x y z x y z+ − = + + =, λ µ , 

   என்	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது

    (i) யறாததறாரு	தீரவும்	த்றறிரறாது	 (ii) ஒநர	ஒரு	தீரனவப்	த்றறிரு்ககும்

   (iii)  எணணி்கனகயற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்	என்தனை	ஆரறாய்க.
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1.5.2  சமபடித்ேோன ந�ரியச் சமன்போடுகளின் மேோகுப்பு
          (Homogeneous system of linear equations)
 ஒரு	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்்றாைது

 

a x a x a x a x
a x a x a x a x

n n

n n

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

0+ + + + =

+ + + +





   
  

,
  = 

                               
0

1 1 2 2 3

,
     

a x a x am m m+ + xx a xmn n3 0+ + =  ,

 ... (1)

	 என்தறாகும்	என்னத	நினைவுகூரநவறாம்.	

	 இஙகு	a i m j nij , , , , ; , , ,= =1 2 1 2   என்னவ	மறாறிலிகள்.	இத்ததறாகுப்பில்	உள்ள	்சமன்றாடுகள்	

x x xn1 20 0 0= = =, , , 	 என்	 மதிப்புகளு்ககு	 நின்வனடகின்ை.	 இத்தீரனவ	 தவளிப்்னடத்	 தீரவு	

எனகிந்றாம்.		இத்ததறாகுப்்றாைது	எப்த்றாழுதும்	ஒருஙகனமவு	உனடயதறாகும்.

	 நமல்	உள்ள	ததறாகுப்ன்		 AX Om= ×  1, 	என்	அணிவடிவில்	எழுதலறாம்.	இஙகு
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 Om   × 1-ஐ	 O   என்	 ஆஙகில	 எழுத்தறால்	 குறிப்பிடுகினந்றாம்.	 O  என்து	 பூசசிய	 நிரல்	 அணி	

என்தறால் ρ ρ( ) ([ | ])A A O m= ≤  என்து	எப்த்றாழுதும்	தமய்யறாக	இரு்ககும்.	எைநவ	்சம்டித்தறாை	

நேரியச	 ்சமன்றாட்டுத்	 ததறாகுப்்றாைது	 எப்த்றாழுதும்	 ஒருஙகனமவு	 உனடயதறாகும்.	 m n< ,  எனில்	

மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனக்ககு	அதிகமறாக	இரு்ககும்.	
எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ]) .A A O n= <  ததறாகுப்பு	 (1) ஆைது	 தவளிப்்னடயற்	 (non-trivial) தீரனவப்	

த்றறிரு்ககும்.
 m n= ,  எனில்	 மதிப்பிடநவணடிய	 மறாறிகளின	 எணணி்கனகயறாைது	 ்சமன்றாடுகளின	

எணணி்கனக்ககுச	்சமம்.	எைநவ,	ததறாகுப்்றாைது

 

a x a x a x a x
a x a x a x a x

n n

n n

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

0+ + + + =
+ + + +





   
  

,
  = 

                             
0

1 1 2 2 3 3

,
     

a x a x a xn n n+ + ++ + = a xnn n  0

 ... (2)

 எை	அனமயும்.	இதில்	இரு	வனககள்	உள்ளை.

ை்க (i)
 ρ ρ( ) ([ | ]) ,A A O n= = 	எனில்	ததறாகுப்பு	(2)	ஆைது	 ஒபர ஒரு தீர்்ைப ப�றறிருக்கும்.  அத்தீரவு	

பைளிப�்்டத (trivial) தீர்ைாகும்.  இஙகு	 ρ( )A n= 	என்தறால்,	 A ¹ 0.  எைபை பைளிப�்்டத 
தீர்விறகு | |A ¹ 0 .
ை்க (ii)
 ρ ρ( ) ([ | ]) ,A A O n= <  எனில்	 ததறாகுப்பு	 (2)	 ஆைது	  பைளிப�்்டயற்ற (non-trivial) தீர்்ைப 

ப�றறிருக்கும். 	இஙகு ρ( )A n< 	 என்தறால்,	 A = 0 .	 எைநவ	்சமப்்டித்தறாை	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	
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ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்	 தீரவு	 த்றறிருந்தறால்,	 மறறும்	 த்றறிருந்தறால்	மட்டுநம	அணியின	
அணி்கநகறானவ	மதிப்பு	பூசசியமறாக	இரு்ககும்.

 m n> ,  எனில்	 மதிப்பிட	 நவணடிய	 மறாறிகளின	 எணணி்கனகனய	 விட	 ்சமன்றாடுகளின	

எணணி்கனக	 அதிகமறாக	 இரு்ககும்.	 இந்நினலயில்	 ததறாட்ககநினல	 உருமறாற்ஙகள்	 மூலம்	
ρ ρ( ) ([ | ])A A O n= ≤  எைப்த்்லறாம்.

எடுத்துககோட்டு 1.35
 பினவரும்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்:

 x y z x y z x y z+ + = + + = + + =2 3 0 3 4 4 0 7 10 12 0, , .  
தீரவு

 இஙகு	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனகயும்,	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனகயும்	்சமம்.	
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	ஏறு்டி	வடிவத்திறகு	மறாற்	(கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்)	கினடப்்து
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( ) .   

 ρ ρ( ) ([ | ])A A O= = =3  	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.

 எைநவ	ததறாகுப்பிறகும்	 x y z= = =0 0 0,   ,   என்	ஒநர	ஒரு	தவளிப்்னடத்	தீரவு	மட்டும்தறான	
உணடு.
குறிப்பு

 நமல்	உள்ள	எடுத்து்ககறாட்டில்

 

A = = − − − + − = − + = − ≠
1 2 3
3 4 4
7 10 12

1 48 40 2 36 28 3 30 28 8 16 6 2 0( ) ( ) ( ) 	 என்னத	 ேறாம்	

கறாணலறாம்.
எடுத்துககோட்டு 1.36

 x y z x y z x y z+ − = − + = − + =3 2 0 2 4 0 11 14 0, ,  	என்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்.

தீரவு

 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	3. 

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	 அணினய	 	 ஏறு்டி	 வடிவத்திறகு	 மறாற்	 (கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	 முன்)											 
கினடப்்து
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ρ ρ( ) ([ | ])A A O= = < =2 3 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.
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 ததறாகுப்்றாைது	ஒரு	்சறாரறாமறாறி்க	குடும்்த்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்.	

 ஏறு்டி	வடிவத்தின	ேம்ககு்க	கினட்ககும்	்சமன்றாடுகளறாவை

 x y z y z+ − = − = =3 2 0 8 0 0, , .     7                0

 z t=  எனக.	இஙகு	 t  என்து	தமய்	எண	உனடய	தனனிசன்ச	மறாறி.	 	பினநைறா்ககிப்	பிரதியிடல்	
முன்யில்	கினடப்்து z t

y t y t

x t t x t t

=

− = ⇒ =

+ 





 − = ⇒ +

−
= ⇒

,

7 8 0 8
7

3 8
7

2 0 24 14
7

0

     ,

       x t
= −

10
7

.

 எைநவ	தீரவறாைது	 x
t y t z t= − = =








10
7

8
7

, , 	.	இஙகு	 t 	என்து	ஒரு	தமய்தயண.

எடுத்துககோட்டு 1.37
 பினவரும்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்:

  x y z x y z x y z x y z+ − = − + = − + = − + =2 0 2 3 0 3 7 10 0 6 9 10 0, , , .

தீரவு

 இஙகு	்சமன்றாடுகளின	எணணி்கனக	4 மறறும்	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	 3. 
விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணினய	ஏறு்டி	வடிவிறகு	மறாற்்க	கினடப்்து

 

[ | ]

,

A O

R R R
R

=
−
−
−

−



















→ −1
2
3
6

1
3
7
9

2
1

10
10

0
0
0
0

2 2 12

     
33 3 1

4 4 1

3
6

1 1 2 0
0 5 5 0
0 10 16 0
0 15 22 0

→ −
→ − →

−



−
−
−

R R
R R R

,

      
















 →

−

−
−

→ ÷ −
→ ÷ −

R R
R R

2 2

3 3

5
2

1

0

1

15

2
0 1
0 5

( ),
( )     

11 0
8 0

0

22

0

0

1
0
0

3 3 2

4 4 2

5
15

−





















 →
→ −
→ +

  

 
R R R
R R R

,

      

1
1

2
1

0
0

0 3 0
0 7 0

3 3

4 4

3
7

−
−





















 →
−

→ ÷ −
→ ÷

R R
R R

( ),



−
−





















 →→ −

1
0

1
1

2
1

0
0

1
0
00 0 1 0

0 0 1 0 0

4 4 3     R R R        

1
1
0

2
1

1

0
0
0

0 0 0

−
−





















 

எைநவ	 ρ ρ( ) ([ | ])A A O= = =3 	 மதிப்பிட	 நவணடிய	 	 மறாறிகளின	 எணணி்கனக.	 ஆதலறால்,	
ததறாகுப்பிறகு	தவளிப்்னடத்	தீரவு	மட்டும்தறான	உணடு.	

எடுத்துககோட்டு 1.38

 பினவரும்	ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்	தீரவு	த்றறிரு்ககுமறாயின	λ -ன	மதிப்பு	கறாணக.	 

 ( ) , ( ) , ( )3 8 3 3 0 3 8 3 0 3 3 8 0λ λ λ− + + = + − + = + + − =x y z x y z x y z 3  3

தீரவு

 ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறிருப்்தறால்	தகழு்ககளின	அணியின	அணி்கநகறானவ	
மதிப்பு	பூசசியமறாகும்.		

 ஆதலறால்	ேம்ககு்க	கினடப்்து

 
3 8

3
3

3
3 8

3

3
3

3 8

λ
λ

λ

−
−

−
   =  0  அல்லது
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3 2

3
3

3 2
3 8

3

3 2
3

3 8
0

λ λ
λ

λ

λ

− −
−

−

−
=   ( R R R R1 1 2 3→ + + 	்யன்டுத்த)

 அல்லது	 ( )3 2
1
3
3

1
3 8

3

1
3

3 8
λ λ

λ
− −

−
   =  0  ( ( )3 2λ − -ஐ	த்றாது்க	கறாரணியறாக R1லிருந்து	தவளிநய	எடு்கக)

 அல்லது ( )3 2
1
0
0

1
3 11

0

1
0

3 11
λ λ

λ
− −

−
  =  0  ( R R R R R R2 2 1 3 3 13 3→ − → −, 	்யன்டுத்த)

 அல்லது ( )( )3 2 3 11 2λ λ− −  0 . 	எைநவλ =
2
3

 மறறும்	λ =
11
3

.

 இப்த்றாழுது	ேறாம்	நேரியச	்சமப்்டித்தறாை	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	நவதியியலில்	்யன்டுத்த	
உள்நளறாம்.	நவதியியல்	்சமன்றாட்டின	இரு்்ககஙகளிலும்	 	உள்ள	அணு்ககளின	எணணி்கனகனய	
ஆய்வு	 த்சய்வதன	 மூலம்	 நவதியியல்	 எதிரவினைச	 ்சமன்றாடுகனளச	 ்சமநினலப்்டுத்துவது	 ்றறி	
ஏறகைநவ	 அறிந்துள்நளறாம்.	 இதறகறாை	 ஒரு	 நேரடி	 முன்னய	 பினவரும்	 எடுத்து்ககறாட்டு	 மூலம்	
விள்ககுநவறாம்.

எடுத்துககோட்டு 1.39
 கறாஸ்ஸியன	 நீ்ககல்	முன்னயப்	 ்யன்டுத்தி	பினவரும்	 நவதியல்	எதிரவினைச	 ்சமன்றாட்னட	
்சமநினலப்்டுத்துக:

 C H O CO H O5 8 2 2 2+ → + .  

 (நமறகறாணும்	 எதிரவினையறாைது,	 ஐந்சறாபிரீன	 (Isoprene)	 என்	 கரிம	 நவதியியல்	 கூட்டுப்	
த்றாருனள	எரிப்்தறால்	நிகழ்வதறாகும்).

தீரவு

 ேறாம்	 x x x1 2 3, , 	மறறும்	 x4 		என்	மினக	முழு்ககனள	

 x C H x O x CO x H O1 5 8 2 2 3 2 4 2+ = + 	எை	அனமயுமறாறு	கறாண	வினைகிந்றாம். .. (1)

 (1)-ன	 இடதுபு்த்திலுள்ள	 கறார்ன	 அணு்ககளின	 எணணி்கனக	 	 (1)-ன	 வலதுபு்த்திலுள்ள	
கறார்ன	அணு்ககளின	எணணி்கனக்ககுச	்சமமறாக	இரு்கக	நவணடும்.	எைநவ,	

 5 1 3x x=  ⇒  5 01 3x x− =   ... (2)

 என்	 நேரியச	 ்சமப்்டித்தறாை	 ்சமன்றாட்னடப்	 த்றுகிந்றாம்.	 இநதந்றால்	 னஹட்ர�ன	 மறறும்	
ஆ்கஸி�ன	அணு்ககள்	எணணி்கனககனள	ஒப்பிட்க	கினடப்்து,

 8 21 4x x=   ⇒  4 = 0x x1 4− ,  ... (3)

 2 22 3 4x x x= +  ⇒  2 22 3 4x x x− − = 0 . ... (4)

 ்சமன்றாடுகள்	(2), (3), மறறும்	(4) என்ை	4	மறாறிகளில்	

	 ஒரு	நேரியச	்சமப்்டித்தறாை	ததறாகுப்ன்	ஏற்டுத்துகின்ை.

 விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியறாைது,	[ | ] .A B =
−

−
−
−

















5
4
0

0
0
2

1
0
2

0
1
1

0
0
0
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 கறாஸ்ஸியன	நீ்ககல்	முன்னய	்யன்டுத்த,

 

[ | ]A B R R RR1 2 32

4 0 0 1 0
5 0 1 0 0
0 2 2 1 0

↔ ↔ →
− −

















−
−

          →
−















− −
−

4 0 0 1 0
0 2 2 1 0
5 0 1 0 0

         

                                                         R R R3 3 14 5→ − → −
−
−















−

4
0

0
2

0
2

1
1

0
0

0 0 4 5 0
      .

 எைநவ,	 ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = < =3 4 மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக.

 ததறாகுப்்றாைது	ஒருஙகனமவு	உனடயது	மறறும்	எணணற்	தீரவுகனளப்	த்றறிரு்ககும்.

 ஏறு்டி	வடிவத்தில்	ேம்ககு்க	கினட்ககும்	்சமறாை	்சமன்றாடுகள்	

 4 0 2 2 0 4 5 01 4 2 3 4 3 4x x x x x x x− = − − = − + =, , .

 எைநவ	ஒரு	மறாறினய	பூசசியமற்	தமய்	எண	த்றும்	தனனிசன்ச	மறாறியறாக	எடுத்து்க	தகறாள்ள	
நவணடும்.

 x t t4 0= ≠,  எனக.	 பினநைறா்ககிப்	 பிரதியிடல்	 முன்யில்	 x t x t x t
3 2 1

5
4

7
4 4

= = =, , 	 எைப்	

த்றுகிந்றாம்.

 x x x1 2 3, , 	மறறும்	 x4 	என்ை	மினக	முழு்ககள்.	எைநவ	 t = 4 	எைத்	நதரவு	த்சய்கிந்றாம்.	எைநவ,

 x x x1 2 31 7= =, , =5மறறும்	 x4 =4 	எை்க	கினட்ககி்து.	எைநவ	்சமைறா்ககப்்ட்டச	்சமன்றாடு,

 C H O CO H O5 8 2 2 27 5 4+ → + 	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 1.40
 px by cz ax qy cz ax by rz+ + = + + = + + =0 0 0, , 	 என்	 ்சமன்றாடுகளின	 ததறாகுப்பு	

தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறுள்ளது	மறறும்		 p a q b r c¹ ¹ ¹, , ,  எனில்	
p
p a

q
q b

r
r c−

+
−

+
−

= 2  

எை	நிறுவுக.

தீரவு

  px by cz ax qy cz ax by rz+ + = + + = + + =0 0 0, ,  என்	 ததறாகுப்பின	 ்சமன்றாடுகள்	

தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறுள்ளது	எனக.

 எைநவ	
p b c
a q c
a b r

= 0.  R R R2 2 1→ − 	மறறும்	R R R3 3 1→ − எை	நமல்	உள்ள	்சமன்றாட்டில்	

்யன்டுத்த்க	கினடப்்து

p b c
a p q b
a p r c

− −
− −

=0
0

0 	.	அதறாவது,	
p b c
p a q b
p a r c

− − −
− − −

=( )
( )

0
0

0
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p a q b r c¹ ¹ ¹, , , 	ஆதலறால்	ேறாம்	த்றுவது, ( )( )( )p a q b r c

p
p a

b
q b

c
r c

− − −
− − −

−
−

=1 1 0
1 0 1

0 .

 எைநவ  

p
p a

b
q b

c
r c− − −

−
−

=1 1 0
1 0 1

0.

 அணி்கநகறானவனய	விரிவு்டுத்த்க	கினடப்்து,	
p
p a

b
q b

c
r c−

+
−

+
−

= 0.

 அதறாவது,   p
p a

q q b
q b

r r c
r c

p
p a

q
q b

r
r c−

+
− −

−
+

− −
−

= ⇒
−

+
−

+
−

=
( ) ( ) .0 2   

பயிறசி 1.7
 1. பினவரும்	்சமப்்டித்தறாை	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்த்	தீர்ககவும்.
   (i) 3 2 7 0 4 3 2 0 5 9 23 0x y z x y z x y z+ + = − − = + + =, ,
   (ii) 2 3 0 2 0 3 3 0x y z x y z x y z+ − = − − = + + =, ,

 2. λ -வின	எம்மதிப்பிறகு

   x y z x y z x y z+ + = + + = + + =3 0 3 0 2 0, , 4  2λ  என்	ததறாகுப்பிறகு
  (i) தவளிப்ன்னடத்	தீரவு  (ii) தவளிப்்னடயற்	தீரவு	கினட்ககும்

 3. கறாஸ்ஸீயன	நீ்ககல்	முன்னயப்	்யன்டுத்தி	
  C H O H O CO2 6 2 2 2+ → + 	என்	நவதியியல்	எதிரவினைச	்சமன்றாட்னட	்சமநினலப்்டுத்துக.

பயிறசி 1.8

பகாடுக்கப�ட்ட �ான்கு வி்்டகளிலிருந்து சரியாை அல்லது மிகப ப�ாருததோை வி்்ட்யத 
பதர்ந்பதடுக்க.

 1. | ) | | |adj(adj A A= 9 	எனில்,	்சதுர	அணி	 A-யின	வரின்சயறாைது
  (1) 3   (2)  4 (3) 2 (4) 5
 2. A 	 என்	  3 3×  பூசசியமற்்க	 நகறானவ	அணி்ககு	 AA A AT T= 	 மறறும்	 B A AT= −1 	 என்வறாறு	

இருப்பின,	 BBT =
  (1) A    (2) B  (3) I3  (4) BT

 3. A =










3 5
1 2

, B A= adj  மறறும்	C A= 3  எனில்,	 | |
| |

adj B
C

 =

  (1) 1
3

   (2) 1
9

 (3) 1
4

 (4) 1

 4. A
1 2
1 4

6 0
0 6

−







 =









 	எனில்,	 A =

  (1) 
1 2
1 4

−







   (2)	

1 2
1 4−









  (3)	

4 2
1 1−









  (4)	

4 1
2 1

−
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 5. A =










7 3
4 2

	எனில்,	9 2I A− =

  (1) A−1  (2) A−1

2
 (3) 3 1A−  (4) 2 1A−

 6. A =










2 0
1 5

 மறறும்	 B =










1 4
2 0

 	எனில்,	 | ( ) |adj AB =

  (1) −40  (2) −80  (3) −60  (4) −20

 7. P
x

=
−

















1 0
1 3 0
2 4 2

 என்து	3 3×  வரின்சயுனடய	அணி	 A-ன	ந்சரப்பு	அணி	மறறும்	 | |A = 4  எனில்,	

x  ஆைது

  (1) 15   (2) 12  (3) 14  (4) 11

 8. A =
−

−
−

















3 1 1
2 2 0
1 2 1

 மறறும்	 A
a a a
a a a
a a a

− =
















1
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 எனில்,	 a23 -ன	மதிப்்றாைது

  (1) 0    (2) −2  (3) −3  (4) −1

 9. A B,  மறறும்	 C  என்ை	 நேரமறாறு	 கறாணத்த்ககவறாறு	ஏநதனுதமறாரு	வரின்சயில்	இருப்பின	

பினவருவைவறறில்	எது	உணனமயல்ல?
  (1) adj A A A= −| | 1  (2) adj adj adj ( ) ( )( )AB A B=

  (3) det (det )A A− −=1 1  (4) ( )ABC C B A− − − −=1 1 1 1

 10. ( )AB − =
−

−










1 12 17
19 27

மறறும் A− =
−

−










1 1 1
2 3

 	எனில்,		 B− =1

  (1) 
2 5
3 8

−
−









  (2) 

8 5
3 2









  (3) 

3 1
2 1









  (4) 

8 5
3 2

−
−











 11. A AT −1  ஆைது	்சமசசீர	எனில்,	 A2 =

  (1) A−1  (2) ( )AT 2  (3) AT  (4) ( )A−1 2

 12. A  என்து	பூசசியமற்்க	நகறானவ	அணி	மறறும்	 A− =
− −











1 5 3
2 1

 எனில்,	 ( )AT − =1

  (1) 
−









5 3
2 1

 (2) 
5 3
2 1− −









  (3) 

− −









1 3
2 5

 (4) 
5 2
3 1

−
−











 13. A
x

=



















3
5

4
5
3
5

 மறறும்	 A AT = −1  எனில்,	 x -ன	மதிப்பு

  (1) −4
5

 (2) −3
5

 (3) 3
5

 (4) 4
5
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55 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 14. A =
−



















1
2

2
1

tan

tan

θ

θ
மறறும்	 AB I= 2  எனில்,	 B =

  (1) cos2

2
θ






 A  (2) cos2

2
θ






 A

T  (3) (cos )2θ I  (4) sin2

2
θ






 A

 15. A =
−











cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

	மறறும் A A
k
k

( )adj =










0
0

 எனில்,	 k =

  (1) 0    (2) sinθ  (3) cosθ  (4) 1

 16. A =
−











2 3
5 2

 மறறும்	λ A A− =1  எனில்,	λ -ன	மதிப்பு

  (1) 17   (2) 14  (3) 19  (4) 21

 17. adj A =
−











2 3
4 1

 மறறும்	 adj B =
−

−










1 2
3 1

 எனில்,	 adj ( )AB  ஆைது

  (1) 
− −

−










7 1
7 9

 (2) 
−
− −











6 5
2 10

 (3) 
−
− −











7 7
1 9

 (4) 
− −

−










6 2
5 10

 18. 
1 2 3 4
2 4 6 8
1 2 3 4− − − −

















 -ன	அணித்தரம்

  (1) 1   (2) 2  (3) 4  (4) 3

 19. x y e x y e
m b
n d

a m
c n

a b
c d

a b m c d n= = ∆ = ∆ = ∆ =, , , ,1 2 3  எனில்,	 x   மறறும்	 y -ன	

மதிப்புகள்	முன்நய,

  (1) e e( / ) ( / ),D D D D2 1 3 1     (2)  log( / ), log( / )D D D D1 3 2 3  
  (3)  log( / ), log( / )D D D D2 1 3 1    (4) ) e e( / ) ( / ),D D D D1 3 2 3  

 20. பினவரு்ைவறறுள்	எனவ/எனவகள்	உணனமயறாைனவ?
   (i) ஒரு	்சமசசீர	அணியின	ந்சரப்பு	அணி	்சமசசீரறாக	இரு்ககும்.
   (ii) ஒரு	மூனலவிட்ட	அணியின	ந்சரப்பு	அணி	மூனல	விட்ட	அணியறாக	இரு்ககும்.
   (iii) A  என்து	 n  வரின்சயுனடய	ஒரு	்சதுர	அணி		மறறும்	λ  என்து	ஒரு	தின்சயிலி	எனில்	 

adj adj( ) ( )λ λA An= .

   (iv) A A A A A I( ) ( ) | |adj adj= =

  (1) (i)	மட்டும்          (2) (ii) மறறும்	(iii)       (3) (iii) மறறும்  (iv)       (4) (i), (ii) மறறும்	(iv)
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56XII - கணிதவியல்

 21. ρ ρ( ) ([ | ])A A B=  எனில்,	 AX B= என்	நேரியச	்சமன்றாடுகளின	ததறாகுப்்றாைது

  (1) ஒருஙகனமவுனடயது	மறறும்	ஒநர	ஒரு	தீரவு	த்றறிரு்ககும்
  (2) ஒருஙகனமவுனடயது
  (3) ஒருஙகனமவுனடயது	மறறும்	எணணற்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்
  (4) ஒருஙகனமவற்து

 22. 0 ≤ ≤θ π 	 மறறும்	 x y z x y z+ − = − + =(sin ) (cos ) ,(cos ) ,θ θ θ0 0 (sin )θ x y z+ − = 0 	 மறறும்	

ததறாகுப்்றாைது	தவளிப்்னடயற்த்	தீரவு	த்றறிருப்பின,	θ -ன	மதிப்பு

  (1) 2
3
p  (2) 3

4
p  (3) 5

6
p  (4) p

4

 23. ஒரு	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்பின	விரிவு்டுத்தப்்ட்ட	அணியறாைது	
1 2 7 3
0 1 4 6
0 0 7 5λ µ− +

















 

மறறும்	ததறாகுப்்றாைது	எணணற்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்	எனில்,
  (1) λ µ= ≠ −7 5,  (2) λ µ= − =7 5,  (3) λ µ≠ ≠ −7 5,  (4) λ µ= = −7 5,

 24. A =
−

− −
−

















2 1 1
1 2 1

1 1 2
 மறறும்	4

3 1 1
1 3
1 1 3

B x=
−

−

















 	எனக.	A -ன	நேரமறாறு	  B  எனில்,	 x -ன	மதிப்பு

  (1) 2    (2) 4   (3) 3   (4) 1 

 25. A =
−
−
−

















3 3 4
2 3 4
0 1 1

, எனில்	 adj(adj A) -ன	மதிப்பு

  (1) 
3 3 4
2 3 4
0 1 1

−
−
−

















 (2) 
6 6 8
4 6 8
0 2 2

−
−
−

















 (3) 
− −
− −

−

















3 3 4
2 3 4

0 1 1
 (4) 

3 3 4
0 1 1
2 3 4

−
−
−

















போடச்சுருககம்

 (1) A 	என்	்சதுர	அணியின	ந்சரப்பு	= A -ன	இனண்ககறாரணி	அணியின	நினர-நிரல்	மறாறறு	அணி.

 (2) A A A A A In( ) ( ) .adj adj = =  

 (3) A
A

A− =1 1 adj .  

 (4) (i) A
A

− =1 1

   
(ii) A AT T( ) = ( )− −1 1    (iii) λ

λ
A A( ) =− −1 11

,  λ என்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி

 (5) (i) ( ) .AB B A− − −=1 1 1  (ii) ( )A A− − =1 1

 (6) A 	என்து	 nவரின்சயுனடய	பூசசியமற்	நகறானவ	அணி	எனில்
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57 அணிகள் மற்றும் அணிக்கோவைகளின் பயன்போடுகள்

 (i) adj  adjA A
A

A( ) = ( ) =− −1 1 1  (ii) adj A A n= −| | 1

 (iii) adj adj  A A An( ) = −| | 2   (iv) adj adj( ) ( )λ λA An= −1 ,λஎன்து	பூசசியமற்	தின்சயிலி

 (v) adj adj( ) ( )A A n= −1 2   (vi) ( )adj adjA AT T= ( )  

 (vii) adj adj( ) ( )(adj )AB B A=  

 (7) (i) A
A

A− = ±1 1
adj 

adj .    (ii)  A
A

A= ± ( )1
adj 

adj adj .

 (8)  (i) AA A A IT T= =  எனில்,		A  என்	அணி	த்சஙகுத்து	அணியறாகும்.

   (ii) A என்	அணி	த்சஙகுத்து	அணியறாக	இருப்்தறகுத்	நதனவயறாை	மறறும்	ந்றாதுமறாை	

நி்ந்தனையறாததனில்	 A பூசசியமற்	 நகறானவ	 அணியறாகவும்	 மறறும்	 	 	 A AT− =1  
எைவும்	இரு்கக	நவணடும்.

 (9) AX B=  என்	நேரியச	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்ன்	தீரவு	கறாணும்	முன்கள்
   (i) நேரமறாறு	அணி	கறாணும்	முன் X A B A= ≠−1 0, | |  

   (ii) கிரறாமரின	விதி x y z=
∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

∆ ≠1 2 3 0, , , .

   (iii) கறாஸ்ஸியன	நீ்ககுதல்	முன்

 (10)   (i) ρ ρ( ) ([ | ])A A B= = மதிப்பிட	 நவணடிய	 மறாறிகளின	 எணணி்கனக	 எனில்,	

ததறாகுப்்றாைது	ஒநர	ஒரு	தீரவு	த்றறிரு்ககும்.

   (ii) ρ ρ( ) ([ | ])A A B= < 	மதிப்பிட	நவணடிய	மறாறிகளின	எணணி்கனக	எனில்	,	

ததறாகுப்்றாைது	எணணற்	தீரவுகள்	த்றறிரு்ககும்.
   (iii) ρ ρ( ) ([ | ])A A B≠ 	 எனில்,	 ததறாகுப்்றாைது	 ஒருஙகனமவற்து	 மறறும்	 ததறாகுப்பிறகு	

தீரவு	கினடயறாது.
 (11) AX = 0  என்	்சம்டித்தறாை	நேரியல்	்சமன்றாட்டுத்	ததறாகுப்்றாைது

   (i) | |A ¹0 	எனில்,	தவளிப்்னடத்	தீரவு	த்றறிரு்ககும்
   (ii) | |A = 0 	எனில்,	தவளிப்்னடயற்	தீரவு	த்றறிரு்ககும்

இவணயச் மசயல்போடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/vchq92pg அல்லது Scan the QR Code
	 இனணய	 உலறாவினய	 தி்்ககவும்,	 தகறாடு்ககப்்ட்டுள்ள	 உரலி/வினரவு்க	
குறியீட்னட	 தட்டசசு	 த்சய்யவும்.	 GeoGebra-வின	 "12th Standard Mathematics"	 ்்ககம்	
நதறானறும்.	 இப்்ணித்தறாள்	 புத்தகத்தின	 இடது	 ்்ககம்	 உஙகள்	 ்றாடநூலுடன	
ததறாடரபுனடய	 ்ல	 அத்தியறாயஙகள்	 கறாணப்்டும்.	 அவறறில்	 "Applications of Matrices 
and Determinants" எனும்	 அத்தியறாயத்னதத்	 நதரவு	 த்சய்க.	 இப்த்றாழுது	 இப்்றாடம்	
ததறாடர்றாை	 ்ல	 ்ணித்தறாள்கனள	 இப்்்ககத்தில்	 கறாணபீரகள்.	 "Application Matrices-
Problem" ்யிறசித்தறானள	நதரவு	த்சய்க.

Chapter 1 Matrices.indd   57 05-02-2020   16:02:49



இருபபென்வாகவும்,	இலலாேன்வாகவும்	தோன்றும்	
இவ்ற்வனின்	அற்புேமான	இருபபி்டதம	கற்பெவன	எண்களாகும்.

- - ேகபாட்ஃ�ைரட் ைல��ட்ஸ்

							் லபவ்பண்ளின	ெைரசசி்ககு	்பல	்ணித	ெல்லுநர்ள்	தங்்ைது	்பங்்ளிப்்ப	
அளித்துள்ைனர.	 ்லபவ்பண்ளின	 கூட்ைல்,	 ்ழித்தல்,	 வ்பரு்க்ல்	 ெறறும்	
ெகுத்த்ல	 ெ்ரயறுத்தெர	 இத்தகாலிய	 ்ணித	 வெ்த	 இரவ்பல்	 ்பகாம்வ்பலி	
ஆெகார.	இெர	 தகான	முதன	முதலில்	 ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதத்்த	
ெ்ரயறுத்தெர	 என	 ்ருதப்படுகின்து.	 அெரது	 சகாத்ன்்ை	 அங்கி்ரி்ககும்	
விதெகா்	நிலவில்	உள்ை	ஒரு	குழி்ககு	்பகாம்வ்பலி	என	வ்பயரிைப்பட்டுள்ைது.

அன்ைகாை வகாழ்வில் கலப்்பண்கள்

	ஒவர	 வநரத்தில்	 ெகாறு்படும்	 இரு	 ்பகுதி்்ை்க	 வ்காணடிரு்ககும்	 ஒரு	 நி்ழவில்	
உதகாரணெகா்	ெகாறுதி்ச	மினவனகாட்ைத்தில்	் லபவ்பண்்ை	்பயன்படுத்துெது	்பயனுள்ைதகா்	உள்ைது.	
வ்பகாறியியலகாைர்ள்,	 ெருத்துெர்ள்,	 அறிவியலறிஞர்ள்,	 ெகா்ன	 ெடிெ்ெப்பகாைர்ள்	 ெறறும்	
்பலரும்	மின்காந்த	சமி்க்ஞ்்ைப	்பயன்படுத்தி	அதன	இல்க்்	அ்ைய	ெலுெகான	சமி்க்ஞ்்ை	
உருெகா்ககும்	 சூழநி்ல்ளில்	 ்லபவ்பண்்ை	 ்பயன்படுத்துகி்கார்ள்.	 சமி்க்ஞ	 வசயலகா்க்ம்,	
்ட்டுப்பகாட்டு	வ்காட்்பகாடு,	மின்காந்தவியல்,	திரெ	இய்க்வியல்,	குெகாணைம்	இய்க்வியல்,	ெ்ர்பைவியல்,	
ெறறும்	அதிரவு	்பகுப்பகாய்வு	ஆகிய	து்்்ளில்	்ல்பவ்பண்ளின	்பயன்பகாடு	தவிர்க்	இயலகாததகாகும்.

கறைலின் மநகாக்கஙகள்

		இப்பகாைப்பகுதி்ய	நி்்ெகா்	்ற்	பினனர,
 ●	 ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதம்
 ●	 	ஆர்னட்	தைத்தில்	்லபவ்பண்்ை	குறித்தல்
 ●	 	ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க்லபவ்பண	ெறறும்	ெட்டு	ெதிப்்ப	்காணல்
 ●	 	ஒரு	்லபவ்பணணின	துருெ	ெடிெம்	ெறறும்	யூலரின	ெடி்ெ்க	்காணல்
 ●	 	டி	ெகாய்ெரின	வதற்த்்த	்பயன்படுத்தி	ஒரு	் லபவ்பணணின	n-ஆம்	்படிமூலங்்்ை்க	் காணல்.

வ்பகான்ெற்்	ெகாணெர்ைகால்	வசய்ய	இயலும்.

2.1 கலப்்பண்கள் அறிமுகம் (Introduction to Complex Numbers)
	 ்லபவ்பண்்ை	 அறிமு்ப்படுத்துெதறகு	 முன்பகா்	 முதலில்	 ”ெர்க்ப்படுத்தும்	 வ்பகாது	 கு்்	
எண	கி்ை்ககும்	ெ்்யில்	ஏவதனும்	ஒரு	வெய்	எண	உள்ைதகா?”	 என்	 வ்ள்வி்ககு	வி்ையளி்க்	
முயல்வெகாம்.	இதறகு	வி்ையளி்க்	கீழ்க்ணை	சென்பகாடு்்ை்க	்ருது்.	

சமன்பாடு 1 சமன்பாடு 2

x

x
x

2 1 0

1
1

− =

= ±
= ±

x

x
x

2 1 0

1

+ =

= ± −
= ±?

இரதபெல	பொம்்பெலி
(1526-1572)

க2

58
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59 கலப்பு எணகள்

	 இதற்கான	் காரணம்	எனன	வென்கால்,	ஒரு	வெய்	எண்ண	ெர்க்ப்படுத்தி	ஒரு	கு்்	எண்ணப	
வ்பறுெது	 என்பது	 இயலகாத	 ்காரியெகாகும்.	 	 சென்பகாடு	 2	 -்ககு	 தீரவு	 இரு்க்	 வெணடுெகானகால்,	

ெர்க்ப்படுத்தினகால்−1ெருெகாறு	ஒரு	்ற்ப்ன	எண்ண	உருெகா்க்	வெணடும்.	 	 −1 	 என்ப்த்க	

்ற்ப்ன	 அலகு	 	 	 	 i என்க	 குறிபபிடுகினவ்காம்.	 இதிலிருந்து	 i2 1= − 	 எனப	 	 வ்ப்லகாம்.	 இந்த	

உண்ெ்யப	்பயன்படுத்தி		்ற்ப்ன	எண	 i -ன	அடு்ககு்ளின	ெதிபபு்்ைப	வ்ப்லகாம்.

2.1.1 கற்பனை அலகு i -இன் அடுக்குகள் (Powers of imaginary unit i )

	 இதிலிருந்து	 n -ஒரு	 முழு	 எண	 எனில்,  in -்ககு	 நகானகு	 வெவவெ்கான	 ெதிபபு்ள்	 ெட்டுவெ	
உள்ைது	என்ப்த	அறியலகாம்.	இம்ெதிபபு்ைகானது	n -ஐ	4-ஆல்	ெகுப்பதகால்	கி்ை்ககும்	மீதி்ள்	0, 1, 
2, ெறறும்	3	ஆகியெற்்	வ்பகாருத்து	அ்ெகின்து.	முழு	எண		n ஆனது	 n ≤ −4 	ெறறும்	 n ≥ 4 ,	ஆ்	
இரு்ககும்	 வ்பகாது,	 ெகுத்தல்	 வ்காள்்்யின்படி	 n q k k= + ≤ <4 0 4, ,	 இங்கு k ெறறும் q ஆனது	
ஆகிய்ெ	முழு	எண்ள்.	இதிலிருந்து

i i i i i i i in q k q k q k q k k( ) = ( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( )+4 4 4 1( ) ( )

எடுத்துக்ககாட்டு 2.1 
	 கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	சுரு்ககு்.

 (i) i7  (ii) i 1729  (iii) i −1924 + i 2018  (iv)   in
n=
∑

1

102

 (v) i i i i2 3 40


தீர்வு

 (i) i i i i( ) = ( ) =( ) = −+7 4 3 3                    (ii) i i i i1729 1728 1= =

 (iii) i i i i i i( ) + ( ) = ( ) + = ( ) + = − =− − + +1924 2018 1924 0 2016 2 0 2 1 1 0( ) ( )

x

y

1-1-2
1

2

-1

3

2O

 � � 2 1f x x� �

x

y

1

1-1-2 2

2

-1

3

O

 � � 2 1f x x� �

i
0

1= ,  i i1 = i 2 1= − i i i i3 2= = − i i i
4 2 2 1= =

i
i

i
i

i( ) = =
( )

= −−1
2

1
i( ) = −− 2 1 i i( ) =− 3 i i( ) = =− 4 41

்பைம்	2.1
 சமன்பாடு 1-்ககு	 	 x = −1 	 ெறறும்	
x =1 	 என்	 இரணடு	 வெய்	 எண	 தீரவு்ள்	
உள்ைன.	 இசசென்பகாட்்ை	 தீரப்பது	 என்பதும்	
f x x( ) = −2 1 	 	 என்	 ெ்ைெ்ரயின	 x  
வெட்டுத்துணடு்்ை	 ்காண்பதும்	 ஒனறுதகான	
என	 நெ்ககுத்	 வதரியும்.	 இந்த	 ெ்ைெ்ர	 
x -அச்ச	 	 ( , )−1 0 	 ெறறும்	 ( , )1 0 	 ஆகிய	
புள்ளி்ளில்	வெட்டுகி்து.

்பைம்	2.2
	 இவத	 ெகாதத்தின	 அடிப்ப்ையில்	 
சமன்பாடு 2-்ககு	வெய்	எண	தீரவு்ள்	இல்்ல.	
ஏவனனில்,	 f x x( ) = +2 1 		என்	ெ்ைெ்ரயின	
ெ்ர்பைத்திலிருந்து,	இது	 x -அச்ச	 வெட்ைகாது	
என்பத்ன்க	்காணலகாம்.	
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60XII - கணிேவியல

 (iv) i i i i i i i i i i i i in

n=
∑ = + + +( ) + + + +( ) + + + + +( )

1

102
1 2 3 4 5 6 7 8 97 98 99 100

 ++ +i i101 102

   =  i i i i i i i i i i i i i i1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2+ + +( ) + + + +( ) + + + + +( ) + +

   =  i i i i i i i+ −( ) + −( ) +{ }+ + −( ) + −( ) +{ }+ + + −( ) + −( ) +{ }+ + −( )1 1 1 1 1 1 1�…       
   =  0 0 0 1+ + + − i  =  − +1 i 	(இது	எனன	எண?)

 (v) i i i i i i i i2 3 40 1 2 3 40
40 41

2 820 0 1

= + + + + = = = =
x

.
முடிவு:		i-	ன	நகானகு	வதகாைரசசியகான	அடு்ககு்ளின	கூடுதல்	

பூசசியெகாகும்.	in+	in+1	+	in+2	+	in+3 = 0 
குறிபபு

 (i) ab a b= 	 என்பது	 a b, 	 ஆகியெறறில்	 கு்்ந்த்பட்சம்	 ஒன்காெது	 கு்்யற்தகா்	
இருந்தகால்	ெட்டும்	உண்ெ	ஆகும்.	

	 	 உதகாரணெகா ,்	6 36 4 9 4 9= = − − = − −( )( ) ( ) ( ) = ( )( )2 3i i = = −6 62i 		என 	்	முரண்பகாைகானது		

( )( ) ( ) ( )− − = − −4 9 4 9 	 என	 எடுத்து்க	 வ்காணைதகால்	 தகான	 நகாம்	 இவெகா்கான	

முரண்பகாட்்ை	 வ்பறுகிவ்காம்.	 	 எனவெ	 	 ab a b= 	 என்பது	 a b, 	 ஆகியெறறில்	
கு்்ந்த்பட்சம்	ஒன்காெது	கு்்யற்தகா்	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	உண்ெ	ஆகும்.

 (ii) y∈ -்ககு y2 0≥ .
  ஆ்வெ,	 	 ( )( ) ( )( )− = −1 12 2y y

    ( ) ( ) ( ) ( )− = −1 12 2y y

    iy yi= .  

்பயிறசி 2.1
பினெருெனெற்்	சுரு்ககு்	:

  1.  i i1947 1950+  2. i i1948 1869− −  3. in
n=
∑

1

12

  4.  i
i

59
59

1
+  5. i i i i2 3 2000

  6. in
n

+

=
∑ 50

1

10

 

2.2 கலபபு எண்கள் (Complex Numbers)
	 நகாம்,	 x2 1 0+ = 	என்	சென்பகாட்டிறகு	வெய்வயண	வதகாகுபபில்	தீரவு	இல்்ல	என்ப்த	் ணவைகாம்.	
வ்பகாதுெகா்,	 வெய்	 தீரவு்ள்	 இல்லகாத	 வெய்	 எண	 குண்ங்்்ை	 வ்காணை	 ்பல்லுறுபபு்க	 வ்கா்ெச	
சென்பகாடு்ள்	 ்பல	 உள்ைன.	 இவெகா்கான	 ்பல்லுறுபபு்க	 வ்கா்ெச	 சென்பகாடு்ளின	 தீரவு்்ை	
உள்ைை்க்	 வெய்	 எண	வதகாகுப்பகானது	விரிவு்படுத்தப்படுகின்து.	இ்க்காரணத்திற்கா்	 ்ணிதவியல்	
அறிஞர்ள்	்லபவ்பண்ள்	என்	எண்ளின	வதகாகுப்்ப	ெ்ரயறு்க்த்	தூணைப்பட்ைனர.	
	 இப்பகுதியில்	நகாம்	கீழ்காண்ப்ெ்்ை	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.
 (i) வசவெ்	ெடிவில்	்லபவ்பண்ள்  (ii)  துருெ	ெடிெம்
 (iii) ்லபவ்பண்ளின	மீதகான	இயற்ணிதச	வசயல்்பகாடு்ள்
 ்லபவ்பண்ள்	வதகாகுபபு	என்பது	்ற்ப்ன	அலகு	 i  வ்காணடு	விரிெகா்க்ம்	வசய்யப்பட்ை	வெய்	
எண	வதகாகுபபின	விரிெகா்க்ெகாகும்.
	 வெய்	எண்ள்	x ெறறும்  y, i2 1= −   என்	்பண்்ப	வ்காணை	்ற்ப்ன	அலகு	 i 	உைன	கூட்ைல்	
ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	வசயலி்ளின	து்ண	வ்காணடு	 x iy+  என்	்லபவ்பண்ண	வ்ப்லகாம்.	இதில்	 ' '+  
என்	குறியீட்்ை	 வெ்கைர்ளின	கூட்ைலகா்	 ்ருத	 வெணடும்.	இத்ன	அறிமு்ப்படுதியெர	 ்காரல்	
பரீட்ரி்க	்காஸ்	(1777-1855).
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61 கலப்பு எணகள்

2.2.1 சசவ்வக ்வடி்வம் (Rectangular form)

வனையனை 2.1 (ஒரு கலப்்பண்ணின் ்ெவவக வடிவம்)

	 ஒரு	 கலப்பெண்ணின்	 ்ெவ்வக	 ்வடி்வம்	 என்பெது	 x iy+ 	 (அலலது	 x yi+ ) ஆகும்.	 இங்கு	 x
மற்றும்	 y ஆகியவ்வ	்மய்	எண்களாகும்.	இதில	 x என்பெது	கலப்பெண்ணின்	்மய்ப	பெகுதி	எனவும்		
y  என்பெது	கற்பெவனப	பெகுதி	எனவும்	அவைககபபெடுகின்்றது.

 x = 0 	 எனில்,	 ்லபவ்பணணகானது	 முழுெதும்	 ்ற்ப்ன	 எண	 ஆகும்.	 y = 0 	 எனில்,	
்லபவ்பணணகானது	முழுெதும்	 வெய்	 எண	ஆகும்.	 பூஜ்ஜியம்	 ெட்டும்	 தகான	 ஒவர	 வநரத்தில்	 வெய்	
எணணகா்வும்	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எணணகா்வும்	இரு்ககும்.	ஒரு	்லபவ்பணணின	திட்ை	வசவெ்	
ெடிெம் x iy+ -ஐ	 z 	 என்ககுறிப்பது	 ெழ்க்ம்.	 வெலும்	 x z=Re( )  எனவும்	 y z= Im( )எனவும்	
குறி்க்லகாம்.	உதகாரணெகா்,	Re 5 7 5−( ) =i ெறறும்	 Im 5 7 7−( ) = −i ஆகும்.

 α β β+ ≠i , 0   என்	ெடிவில்	உள்ை	எண்்ை	்ற்ப்ன	எண்ள்	(வெய்யற்	்லபவ்பண்ள்)	
எனகிவ்காம்.	
	 இரு	்லபவ்பண்ள்	எந்த	நி்லயில்	செம்	எனலகாம்	என்ப்த	பினெருெகாரு	ெ்ரயறு்ககிவ்காம்.	

வனையனை 2.2 
 இரண்டு	 கலப்பெண்கள்	 z x iy1 1 1== ++  மற்றும் z x iy2 2 2== ++  ஆகியவ்வ	 ெமமாக	 இருககத்	
தேவ்வயானதும்	 தபொதுமானதுமான	 நிபெநேவன	 Re( ) Re( )z z1 2== மற்றும்	 Im( ) Im( )z z1 2== . 
அோ்வது	 x x1 2==  மற்றும்	 y y1 2== .

 உதகாரணெகா்,	α β+ = − +i i7 3  எனில்,		α = −7 ெறறும்	 β = 3 	ஆகும்.

2.2.2 ஆரகண்ட் தளம் (Argand plane)
 ஒரு	 ்லபவ்பண	 z x iy= + -ஐ	 ஒவர	 ஒரு	 ெழியில் x y,( )  என்	 வெய்	 எண்ளின	 ெரி்ச	
வ�காடி்ைகா்	எழுதலகாம். 3 8 6− i,  ெறறும் −4i  ஆகிய	்லபவ்பண்்ை	மு்்வய 3 8, ,−( ) 6 0, ,( )  
ெறறும் 0 4,−( )  என	ெரி்ச	வ�காடி்ைகா்	எழுதலகாம்.	இவெகா்கா் z x iy= +  என்	்லபவ்பண்ண 
x y,( )  என்	புள்ளியகால்	ஆய	அசசுத்	தைத்தில்	வதகாைரபு்படுத்தலகாம்.	நகாம் x  அச்ச	வெய்	அசசகா்வும், 

y அச்ச	்ற்ப்ன	அசசகா்வும்	வ்காணைகால் xy -தைத்்த	்லபவ்பண	தைம்		அல்லது	ஆர்ணட்	தைம்	
எனகிவ்காம்.	 ஆர்ணட்	 தைம்	 என்	 வ்பயரகானது	 சுசரலகாந்்தச	 வசரந்த	 ்ணிதவியலகாைர	 வ�ன	
ஆர்னட்(1768 – 1822) என்பெரின	நி்னெகா்	வ்பயரிைப்பட்டுள்ைது.
 ஒரு	 ்லபவ்பணணகானது	 ஒரு	 புள்ளி்ய	 ெட்டுவெ	 குறிப்பது	 இல்்ல,	 வெலும்	 ஆதியிலிருந்து	
அபபுள்ளி்ய	குறி்ககும்	நி்ல	வெ்கைரகா்வும்	இத்னப	்பகார்க்லகாம்.	அந்த	எண,	அந்த	புள்ளி,	ெறறும்	
அந்த	 வெ்கைர	 ஆகியெற்்	 அ்ணத்்தயும்	 z  என்	 ஒவர	 எழுத்தகால்	 குறி்க்லகாம்.	 ெழ்க்ெகா்	
இ்ணயகான	 ந்ரத்தல்	 மூலம்	 வெ்கைர்்ை	 எவெகாறு	 ்்யகாளுவெகாவெகா	 அவத	 வ்பகால்	 இங்கும்	
வசய்யலகாம்.	இப்பகாைப்பகுதியில்,	   என்பது	்லபவ்பண்ளின	்ணத்்த்க	குறி்ககின்து.	ெ்ர்பைம்	
ெகாயிலகா்	 ஒரு	 ்லபவ்பணணி்ன	 	



2 –ல்	 ஒரு	 புள்ளியகா்வெகா	 அல்லது	 ஒரு	 வெ்கைரகா்வெகா				
ஆர்ணட்		தைத்தில்	்பகார்க்லகாம்.

 ்பைம் 2.3 ்பைம் 2.4 ்பைம் 2.5
விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 2.1
        2+ i, − +1 2i,  3 2 0 2- , ,i i  − 3 2+ − ,− −2 3i , cos sinπ π

6 6
+ i ,  ெறறும்	 3 0+ i  ஆகிய்ெ	

ஆர்ணட்	தைத்தில்	குறி்க்ப்பட்டுள்ைன.

O O

iα β+

Re

Im
iα β+

α

β

Re

Im

i

α
β

+

Re

Im

O
ஒரு	புள்ளியகா்	
்லபவ்பண

ஒரு	வெ்கைரகா்
்லபவ்பண

ஆதியிலிருந்து	அபபுள்ளி்ய	
குறி்ககும்	நி்ல	வெ்கைரகா்	

்லபவ்பண
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 ்பைம்  2.6 ்பைம்  2.7

2.2.3 கலபச்ண்களின மீதபான இயறகணிதச் சசயல்பாடுகள்
          (Algebraic operations on complex numbers)
	 இப்பகாைப	்பகுதியில்,	வெய்	எண்ளின	மீதகான	்பணபு்்ை	வ்காணடு	் லபவ்பண்ளின	இயற்ணித	
்பணபு்்ையும்	அெறறின	ெடிவியல்	அ்ெபபு்்ையும்	்காணவ்பகாம்.
 (i) கலப்பெண்ணின்	திவெயிலிப	்பெருககம்
  z x iy= +  ெறறும்	 k∈ , எனில்

  k z kx ky i= ( ) + ( ) 	என	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.
  குறிப்பகா்	0 0z = ,  1z z=  ெறறும்	 ( )− = −1 z z 	ஆகும்.	

 ்பைம் 2.8 ்பைம் 2.9 ்பைம் 2.10
 (ii) கலப்பெண்களின்	கூட்டல	
  z x iy1 1 1= +  ெறறும்	 z x iy2 2 2= + , இங்கு		 x x y1 2 1, , ,	ெறறும்	 y2 ∈ 	எனில்,

   z z1 2+  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )
    =  x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
   z z1 2+  =  x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
 என	 ெ்ரயறுபவ்பகாம்.	 ஏற்னவெ	 நகாம்	 ஒரு	 வெ்கை்ர	
இ்ணயகா்	 ந்ரத்துெதகால்	 அதன	 எண	 ெதிபபும்	 தி்சயும்	
ெகா்காது	என்க	்ணடுள்வைகாம்.	 z x iy1 1 1= +  ெறறும்	 z x iy2 2 2= +  
எனும்	 வ்பகாது	 வெ்கைர	 கூட்ைலின	 இ்ண்ரவிதிப்படி	 அதன	
கூடுதல்	 z z1 2+ = x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )  ஆனது x x y y1 2 1 2+ +( ),  
என்	 புள்ளியுைன	 வதகாைரபு்படுத்தப்படுகின்து.	 இபபுள்ளி்ய	
ஆயத்வதகா்ல்ைகா்்க	 வ்காணை	 வெ்கைரகா்வும்	 இத்னப	
்பகார்க்லகாம்.	 ஆ்வெ,	 z z1 2, , ெறறும்	 z z1 2+   ஆகியெற்்	
ெ்ர்பைம்	 ெகாயிலகா்	 ்லபவ்பண	 தைத்தில்	 ்பைம்	 2.11-ல்	
உள்ைெகாறு	்காணலகாம்.

புள்ளி்ைகா்	்லபவ்பண்ள் நி்ல	வெ்கைர்ைகா்	்லபவ்பண்ள்
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்பைம் 2.11
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kz-ன	ெ்ர்பைங்்ள்	 k = −2 1
2

1, , 	ஆகியெறறிறகு	கீவழ	தரப்பட்டுள்ைன.
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 (iii) கலப்பெண்களின்	கழித்ேல	
	 	 இதுவ்பகாலவெ	 z z1 2−  என்	 ்லபவ்பண்ண	 ஆதிபபுள்ளி்ய	 ஆரம்்பபபுள்ளியகா்வும்	
x x y y1 2 1 2− −( ), ்ய	இறுதிபபுள்ளியகா்வும்	வ்காணை	வெ்கைரகா்	இத்னப	்பகார்க்லகாம்.

    z z1 2−  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) − +( )

     =  x x i y y1 2 1 2−( ) + −( )

    z z1 2−  =  x x i y y1 2 1 2−( ) + −( ) .

	 மி்	மு்ககியெகானது	 எனனவென்கால்	 z z1 2−  என்	 வெ்கை்ர	  z2 -ஐ	
ஆரம்்பப	 புள்ளியகா்வும்	 z1  -ஐ	 முடிவுப	 புள்ளியகா்வும்	 வ்காணை	

வெ்கைரகா்வும்	 இத்னப	 ்பகார்க்லகாம்	 என்பதகாகும்.	 	 இந்த	 ெ்்யகான	 குறிபபிடுதலகானது	 எந்த	
ெ்்யிலும்	்ழித்தலின	்ருத்துரு்ெ	ெகாறறுெதில்்ல.	 	 z1  ெறறும் z2  -ஐ	இ்ண்ககும்	்ழித்தல்	
வெ்கைரகானது	புள்ளி்கவ்காடு்ைகால்	(்பச்ச)	்காட்ைப்பட்டுள்ைது.

 (iv) கலப்பெண்களின்	்பெருககல	
  z1  ெறறும் z2   என்	்லபவ்பண்ளின	வ்பரு்க்ல்		ஆனது
   z z1 2  =  ( )( )x iy x iy1 1 2 2+ +
    =  ( ) ( )x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 2 1− + +

   z z x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 1 2 2 1= − + +( ) ( ) என	ெ்ரயறு்க்ப்படுகின்து.

 z1  ெறறும்	 z2 -ஐப	 வ்பரு்ககுெதகால்	 கி்ை்ககும்	 ்லபவ்பணணும்	ஒரு	 வெ்கை்ர	 குறிப்பவதகாடு	
ெட்டுெல்லகாெல்	 அவவெ்கைரகானது	  z1 ெறறும் z2  ஆகிய	 வெ்கைர்ள்	 அ்ெந்த	 தைத்திவலவய	
அ்ெயும்	 இதிலிருந்து	 இந்த	 ்லபவ்பண்ளின	 வ்பரு்க்ம்	 வெ்கைர	 இயற்ணிதத்தில்	 உள்ை	
வெ்கைர்ளின	 தி்சயிலி	 வ்பரு்க்த்்தவயகா	 அல்லது	 வெ்கைர்ளின	 வெ்கைர	 வ்பரு்க்த்்தவயகா	
குறிபபிடுெது	அல்ல	என	அறியலகாம்.	

மேறகுறிபபு  

 கலப்பெண்	z ஐ	 i ஆல்	வ்பரு்ககுதல்.
   z  =  x iy+ , என்.

   iz  =  i x iy( )+

    =  − +y ix .
 ்லபவ்பண	 iz 	 என்பது	 ்லபவ்பண	 z -ஐ	 	 90  அல்லது	

p
2
வரடியன	

்டி்கார	எதிரதி்சயில்	ஆதி்ய	வ்பகாருத்து	சுழறறுெது	ஆகும்.		வ்பகாதுெகா்,	
எந்த	 ்லபவ்பண	 	 z -ஐயும்	 வதகாைரசசியகா்	 iஆல்	 வ்பரு்ககுெதகால்	
வதகாைரசசியகா்	 90°	்டி்கார	எதிரதி்சயில்	ஆதி்ய	வ்பகாருத்து	சுழற்ப்படும்.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 2.2
 z i1 6 7= + 	ெறறும்	 z i2 3 5= − 	எனில் z z1 2+  ெறறும் z z1 2−  ஆகிய்ெ
 (i)  ( ) ( )3 5 6 7− + +i i  =  ( ) ( )3 6 5 7 9 2+ + − + = +i i
   6 7 3 5+( ) − −( )i i  =  6 3 7 5 3 12−( ) + − −( ) = +( ) i i .
 z i1 2 3= +  ெறறும்	 z i2 4 7= + 	எனில் z z1 2  ஆனது
 (ii)  ( )( )2 3 4 7+ +i i  =  2 4 2 7 4 3 3 7 2× + × + × + ×i i i
    =  8 14 12 21 1+ + + × −i i ( )
    =  ( ) ( )8 21 14 12 13 26− + + = − +i i .

1z

2z
1

2

z
z�

Re

Im

O

2z-
1 2z z�

்பைம்	2.12

்பைம் 2.13
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.2
 ( ) ( )2 1 2 3+ + − + −i x i y i ெறறும்	 x i y i+ − + + +( )1 2 1  ஆகிய	 ்லபவ்பண்ள்	 செம்	 எனில் x 
ெறறும்	 y-ன	வெய்ெதிபபு்்ை்க	்காண்.
தீர்வு
   z1  =  ( ) ( )2 1 2 3 2 3 2+ + − + − = + −( ) + − +( )i x i y i x y i x y 	ெறறும்

   z2  =  x i y i x y i y+ − + + + = − +( ) + +( )( )1 2 1 1 2 1 	என்.

   z1  =  z2 	என்க	வ்காடு்க்ப்பட்டுள்ைது.

 எனவெ,	 2 3 2 1 2 1x y i x y x y i y+ −( ) + − +( ) = − +( ) + +( ) .

 வெய்	ெறறும்	்ற்ப்னப	்பகுதி்்ைச	செப்படுத்த

   2 3x y+ −  =  x y− +1 ⇒ + =x y2 4

   x y− + 2  =  2 1y +  ⇒ − = −x y3 1

 வெற்ணை	சென்பகாடு்்ைத்	தீர்க்	

x = 2 ெறறும் y =1எனபவ்ப்லகாம்.

்பயிறசி 2.2

 1. z i= −5 2  ெறறும்	w i= − +1 3 	என்கவ்காணடு	கீழ்க்காண்ப்ெ்ளின	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.

   (i) z w+  (ii) z i w−  (iii) 2 3z w+
   (iv) z w  (v) z zw w2 22+ +  (vi) z w+( )2 .

 2. z i= +2 3 	என்கவ்காணடு	கீழ்க்காணும்	்லபவ்பண்்ை	ஆர்ணட்	தைத்தில்	குறி்க்.
   (i) z iz, , ெறறும்	 z iz+  (ii) z iz, − , ெறறும் z iz− .

 3. ( ) ( )3 2 2 5− − − + +i x i y i 	ெறறும் 2 1 2 3 2x i y i+ − + + +( ) 	ஆகிய	்லபவ்பண்ள்	செம்	எனில்	
x ெறறும்	y-ன	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.

2.3 கலப்்பண்களின் அடிப்பனை இயறகணிதப ்பண்புகள்
      (Basic Algebraic Properties of Complex Numbers)

	 ்லபவ்பண்ளின	கூட்ைல்	ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	்பணபு்ள்	வெய்	எண்ளின	்பணபு்்ைப	வ்பகாலவெ	
இரு்ககும்.	கீவழ	சில	அடிப்ப்ை	இயற்ணித	்பணபு்்ை	்பட்டியலிட்டுள்வைகாம்.		அெறறில்	சிலெற்்	
சரி்பகாரத்துள்வைகாம்.

2.3.1 கலபபு எண்களின் ்பண்புகள் (Properties of complex numbers)

கலபபு	 எண்கள்	 கூட்டவலப	 ்பொருத்து	
கீழககாணும்	பெண்புகவள	நிவ்றவு	்ெய்யும்.

கலபபு	 எண்கள்	 ்பெருககவலப	 ்பொருத்து	
கீழககாணும்	பெண்புகவள	நிவ்றவு	்ெய்யும்.

 (i) அவ்டவுப	பெண்பு
  z1  ெறறும்	 z2 	என்	ஏவதனும்	இரு	
்லபவ்பண்ளு்ககு	இெறறின	கூடுதல் 
z z1 2+ -யும்	ஒரு	்லபவ்பண	ஆகும்.

 (i)  அவ்டவுப	பெண்பு
   z1  ெறறும்	 z2  என்	 ஏவதனும்	 இரு	

்லபவ்பண்ளு்கு	 இெறறின	 வ்பரு்க்ல்	 
z z1 2 -யும்	ஒரு	்லபவ்பண	ஆகும்.
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65 கலப்பு எணகள்

 (ii) பெரிமாற்றுப	பெண்பு
 z1  ெறறும்	 z2 என்	ஏவதனும்	இரு	
்லபவ்பண்ளு்ககு

z + z = z + z1 2 12 .   

 (ii) பெரிமாற்றுப	பெண்பு
  z1  ெறறும் z2  என்	ஏவதனும்	இரு	

்லபவ்பண்ளு்ககு
z z = z z1 2 2 1 .

 (iii) தெர்பபுப	பெண்பு
  z z1 2, , ெறறும்	 z3  என்	ஏவதனும்	மூனறு	

்லபவ்பண்ளு்ககு
z + z + z = z + z + z1 2 3 1 2 3( ) ( ) .

 (iii) தெர்பபுப	பெண்பு
  z z1 2, , ெறறும்	 z3  என்	ஏவதனும்	மூனறு	

்லபவ்பண்ளு்ககு
z z z = z z z1 2 3 1 2 3( ) ( ) .

  (iv) கூட்டல	ெமனி 
   எந்த	ஒரு	்லபவ்பண	 z -்ககும்	0 0 0= + i  

என்	ஒரு	்லபவ்பணணி்ன 
z z z+ = + =0 0

        என்ெகாறு	்காணலகாம்.
        0 0 0= + i  என்	 ்லபவ்பணணி்ன	

கூட்ைல்	செனி	எனகிவ்காம்.

 (iv) ்பெருககல	ெமனி
   எந்த	ஒரு	்லபவ்பண z -்ககும்	 1 1 0= + i

என்	ஒரு	்லபவ்பணணி்ன	
z z z1 1= =

        என்ெகாறு	்காணலகாம்.
  1 1 0= + i 	 என்	 ்லபவ்பணணி்ன	

வ்பரு்க்ல்	செனி	எனகிவ்காம்.

 (v) கூட்டல	தேர்மாறு
   எந்த	ஒரு	்லபவ்பண	 z -்ககும்	 −zஎன்	

ஒரு	்லபவ்பணணி்ன, 
 z z z z+ − = − + =( ) ( ) 0

  என்ெகாறு	்காணலகாம்.
  z -ன	கூட்ைல்	வநரெகாறு	−z 	எனகிவ்காம்.

 (v) ்பெருககல	தேர்மாறு
  எந்த	 ஒரு	 பூஜ்ஜியெற்	 ்லபவ்பண	 

z -்ககும் wஎன்	ஒரு	்லபவ்பணணி்ன
z zw w= =1

  என்ெகாறு	்காணலகாம்.
  z -ன	வ்பரு்க்ல்	வநரெகாறு	w 	ஆகும்.	
  w -்ெ	 z−1என்க	குறிப்பர.

 (vi) பெங்கீடடு	விதி	(கூட்டலின்	தமல	்பெருககலின்	பெங்கீடடு	விதி)	
 z z1 2, , ெறறும்	 z3 	என்	ஏவதனும்	மூனறு	்லபவ்பண்ளு்ககு

z z z z z z z1 2 3 1 2 1 3( )+ = +  ெறறும் ( )z z z z z z z1 2 3 1 3 2 3+ = + 	ஆகும்.

 இெறறில்	சிலெற்்	கீவழ	நிறுவுவெகாம்.
்பண்பு
	 கூட்டலின்	பெரிமாற்று	விதி
 ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ள்	 z1  ெறறும்	 z2 -விறகு	 z z z z1 2 2 1+ = + 	என	வ்ப்லகாம்.

நிரூ்பணம்

 z x iy1 1 1= + , z x iy2 2 2= + ,		இங்கு	 x x y1 2 1, , , ெறறும்	 y2 ∈ 	என்.	

   z z1 2+  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )
    =  x x i y y1 2 1 2+( ) + +( )
    =  x x i y y2 1 2 1+( ) + +( )  ( x x y1 2 1, , , ெறறும்	 y2 ∈ )

    =  x iy x iy2 2 1 1+( ) + +( )
    =  z z2 1+ .
்பண்பு

 ்பெருககலுககான	தேர்மாறுப	பெண்பு
 பூஜ்ஜியெற்	எந்த	ஒரு	்லபவ்பண z x iy= + -்ககும்	வ்பரு்க்ல்	வநரெகா்கானது

 
x

x y
i y
x y2 2 2 2+

+
−
+

 ஆகும்.
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நிரூ்பணம்

 ்பெருககல	தேர்மாறு	கூட்டல	தேர்மாவ்றபதபொல	்்வளிபபெவ்டயாகக	காண	இயலாது.
 z u iv− = +1 என்பது	 z x iy= + -ன	வநரெகாறு	என்.

   z z−1  =  1	என்பதகால்
   x iy u iv+( ) +( )  =  1

   xu yv i xv uy−( ) + +( )  =  1 0+ i

 வெய்	ெறறும்	்ற்ப்னப	்பகுதி்்ைச	செப்படுத்த
   xu yv−  =  1ெறறும் xv uy+ = 0 .

 வெற்ணை	சென்பகாட்டுத்	வதகாகுபபி்ன	u  ெறறும்	 v -்ககுத்	தீர்க்	நகாம்

   u x
x y

=
+2 2  ெறறும்	 v y

x y
=

−
+2 2 	எனபவ்ப்லகாம் ( z பூஜ்ஜியெற்து⇒ x y2 2 0+ > )

  z x iy= + , எனில் z x
x y

i y
x y

− =
+

+
−
+

1
2 2 2 2  	ஆகும்.

  ( z = 0 	எனும்வ்பகாது	 z−1 	ெ்ரயறு்க்ப்பைவில்்ல).

 இதிலிருந்து	 z  என்	்லபவ்பணணின	வநரெகாறு	 z−1-ஐப	வ்ப்லகாம்.	 	z	என்	்லபவ்பணணின	

வநரெகா்்	 ெசதி்க்கா்	 z
z

− =1 1
	 என	 நகாம்	 ்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	  z1  ெறறும்	 z2  என்	 இரு	

்லபவ்பண்ளில்	 z2 0¹ 	எனில்,	 z1  ெறறும்	
1

2z
-ன	வ்பரு்க்ற்பல்ன	

z
z

1

2

	என	குறிபபிடுகினவ்காம்.	

இதுவ்பகாலவெ	 ெற்	 ்பணபு்்ையும்	 நகாம்	 சரி்பகார்க்லகாம்.	 	 அடுத்த	 ்பகாைப	 ்பகுதியில்,	 நகாம்	 ஒரு	
்லபவ்பணணின	இ்ண்க	் லபவ்பணணி்ன	ெ்ரயறுபவ்பகாம்.		இது	ஒரு	் லபவ்பணணின	வநரெகா்்	
எளிதகா்	்காண	நெ்ககு	்பயன்படும்.
கலபபு	எண்கள்	அடுககுக	குறியீடடின்	விதிகவள	நிவ்றவு	்ெய்யும்

 (i) z z zm n m n= +  (ii) z
z

z
m

n
m n= − , z ¹ 0        (iii) z zm n mn( ) =     (iv) z z z zm m m

1 2 1 2( ) =

்பயிறசி 2.3
 1. z i z i1 21 3 4= − = −, , ெறறும் z3 5= 	எனில்	கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	நிறுவு்.

   (i) z z z z z z1 2 3 1 2 3+( ) + = + +( )  (ii) z z z z z z1 2 3 1 2 3( ) = ( ) .

 2. z z i1 23 7= = −, ,ெறறும்	 z i3 5 4= +  எனில்	கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	நிறுவு்.
   (i) z z z z z z z1 2 3 1 2 1 3( )+ = +  (ii) ( )z z z z z z z1 2 3 1 3 2 3+ = + . 

 3. z i z i1 22 5 3 4= + = − −, , ெறறும்	 z i3 1= + 	எனில் z z1 2, ,	ெறறும்	 z3 	ஆகியெறறின	கூட்ைல்	

  ெறறும்	வ்பரு்க்ல்	வநரெகாறு்்ை்க	்காண்.

2.4 ஒரு கலப்்பண்ணின் இனணக் கலப்்பண்

    (Conjugate of a Complex Number)
 இப்பகாைப்பகுதியில்	 நகாம்	 ஒரு	 ்லபவ்பணணின	 இ்ண்க	 ்லபவ்பண,	 அத்ன	 ெ்ர்பைத்தில்	
குறித்தல்,	வெலும்	அதன	்பணபு்்ைப	வ்பகாருத்தெகான	உதகாரணங்்ளுைன	்காணவ்பகாம்.

வனையனை 2.3
	 x iy++ 	என்்ற	கலப்பெண்ணின்	இவணக	கலப்பெண் x iy−− 	என	்வவரயறுககபபெடுகின்்றது.
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67 கலப்பு எணகள்

 z  என்	 ்லபவ்பணணின	 இ்ண்க்லபவ்பண	 z  என	 குறிபபிைப்படுகின்து.	 z -ன	
இ்ண்க்லபவ்பண்ண	வ்பறுெதறகு	i -்ககுப	்பதிலகா் −i -ஐ	z -ல்	பிரதியிை	வெணடும்.	உதகாரணெகா்	 
2 5− i  என்	 ்லபவ்பணணின	 இ்ண்க்லபவ்பண	 2 5+ i 	 ஆகும்.	 ஒரு	 ்லபவ்பண்ணயும்	 அதன	
இ்ண்க	்லபவ்பண்ணயும்	வ்பரு்க்	ஒரு	வெய்	எண	கி்ை்ககும்.	உதகாரணெகா்,

  (i) x iy x iy x iy x y+( ) −( ) = − ( ) = +2 2 2 2          (ii) 1 3 1 3 1 3 1 9 102 2+( ) −( ) = ( ) − ( ) = + =i i i .
 ெ்ர்பைத்தின	ெகாயிலகா்	ஒரு	்லபவ்பண	z-ன	இ்ண்க	்லபவ்பணணி்ன	வெய்	அசசின	மீது	 
z-ன	பிரதி்பலிபபு	எனலகாம்.

2.4.1 ஒரு கலப்்பண்ணின் இனண எண்ணின் வடிவ கணித விளக்கம்

           (Geometrical representation of conjugate of a complex number)

	 ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க	்லபவ்பண	 ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண்க	்லபவ்பண
 ்பைம் 2.14 ்பைம் 2.15
குறிபபு

 x iy+  ெறறும்	 x iy−  என்	இரு	்லபவ்பண்ள்	ஒனறு்கவ்கானறு	இ்ண	ஆகும்.		இ்ண	எண்ள்	
்லபவ்பண்்ை	ெகு்ககும்	வ்பகாது	்பயன்படுகி்து.	ஒரு	் லபவ்பணணின	்பகுதியில்	வெய்	எண்ணப	வ்ப்	
வதகாகுதி	ெறறும்	்பகுதி்்ை	்பகுதியில்	உள்ை	்லபவ்பணணின	இ்ண	எணணகால்	வ்பரு்க்	வெணடும்.	
இத்ன	்பகுதியில்	உள்ை	விகிதமு்கா	மூலத்்த	விகிதமுறு	எணணகா்ககும்	மு்்யுைன	ஒபபிைலகாம்.

2.4.2 இனணக் கலப்்பண்களின் ்பண்புகள் 

             (Properties of Complex Conjugates)

 (1) z z z z1 2 1 2+ = +  (6) Im( )z z z
i

=
−
2

 (2) z z z z1 2 1 2− = −  (7) z zn n( ) = ( ) , இங்கு	 nஒரு	முழு	எண

 (3) z z z z1 2 1 2=  (8) z ஒரு	வெய்	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z=  

 (4) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0









 = ≠,  (9) z  ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	

ெட்டுவெ	 z z= −  

 (5) Re( )z z z
=

+
2

 (10) z z=

 இெறறில்	சில	்பணபு்்ை	நிறுவுவெகாம்.	
்பண்பு

 ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ள்	 z1  ெறறும்	 z2 -விறகு	 z z z z1 2 1 2+ = + 	என	வ்ப்லகாம்.

1 2 3 4- 1- 2- 3- 4
- 1

- 2

- 3

- 4

1

2

3
4-2+3i

-2   3i-

Re

Im

o 1 2 3 4- 1- 2- 3- 4

- 1
- 2
- 3
- 4

1
2

3
4

Re

Im

x+iy

x-iy

o
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நிரூ்பணம்

 z x iy1 1 1= + , z x iy2 2 2= + , ெறறும்	 x x y1 2 1, , , ெறறும்	 y2 ∈ 	என்.

   z z1 2+  =  x iy x iy1 1 2 2+( ) + +( )

    =  x x i y y x x i y y1 2 1 2 1 2 1 2+( ) + +( ) = +( ) − +( )

    =  x iy x iy1 1 2 2−( ) + −( )

    =  z z1 2+ .

 இத்ன	 ்ணிதத்	 வதகாகுத்தறிதல்	 மூலம்	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	 ்லபவ்பண்ளு்ககும்	

இத்ன	விரிவு்படுத்தலகாம்.   z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3+ + + + = + + + + 

்பண்பு

 z z z z1 2 1 2=  இங்கு	 x x y1 2 1, , , 	ெறறும்	 y2 ∈ .

நிரூ்பணம்
 z1  =  x iy1 1+ ெறறும்	 z x iy2 2 2= + 	என்.

 ஆ்வெ, z z1 2  =  x iy x iy x x y y i x y x y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1+( ) +( ) = −( ) + +( ) .

 எனவெ, z z1 2  =  x x y y i x y x y x x y y i x y x y1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1−( ) + +( ) = −( ) − +( ) , 

 வெலும்	 z z1 2  =  x iy x iy x x y y i x y x y1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1−( ) −( ) = −( ) − +( ) . 

 ஆ்வெ, z z1 2  =  z z1 2 .
்பண்பு

 z  ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண	என	இருந்தகால்.	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z= − .
நிரூ்பணம்

      z  =  x iy+ 	என். 	ெ்ரய்ரயின்படி	 z x iy= − ஆகும்.

   எனவெ, z  =  −z
  ⇔  x iy+  =  − −( )x iy
  ⇔  2x  =  0 0⇔ =x
  ⇔ z ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண.

 இதுவ்பகாலவெ,		இ்ண்க	்ல்பவ்பண்ளின	ெற்		்பணபு்்ையும்	நிறுெலகாம்.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.3

 3 4
5 12

+
−

i
i
-ஐ	 x iy+  	ெடிவில்	எழுது்.		இதிலிருந்து	வெய்	ெறறும்	்ற்ப்ன	்பகுதி்்ை்க	்காண்.

தீர்வு

 3 4
5 12

+
−

i
i
-ன	வெய்	ெறறும்	்ற்ப்ன	்பகுதி்்ை்க	்காண	இத்ன	 x iy+  என	வசவெ்	ெடிவில்	எழுத	

வெணடும்.	 	இந்த	பினனத்தி்ன	சுரு்க்	வதகாகுதி	ெறறும்	்பகுதி்்ை	்பகுதியிலுள்ை	்லபவ்பணணின	
இ்ண	்லபவ்பணணகால்	வ்பரு்ககி	்பகுதியில்	உள்ை	 i-ஐ	நீ்க்லகாம்.

   3 4
5 12

+
−

i
i

 =  
3 4 5 12
5 12 5 12

+( ) +( )
−( ) +( )

i i
i i

    =  
15 48 20 36

5 122 2

−( ) + +( )
+

i
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    =  − +
= − +

33 56
169

33
169

56
169

i i .

     3 4
5 12

+
−

i
i

 =  − +
33

169
56

169
i 	என்பது x iy+  ெடிவில்	உள்ைது.

   ஆ்வெ	வெய்்பகுதி  − 33
169

 ெறறும்	்ற்ப்ன	்பகுதி 56
169

.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.4

  1
1

1
1

3 3+
−







 −

−
+









i
i

i
i

ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	சுரு்ககு்.

தீர்வு

   1
1

+
−

i
i

 =  
1 1
1 1

1 2 1
1 1

2
2

+( ) +( )
−( ) +( )

=
+ −

+
= =

i i
i i

i i i ,

   வெலும்	
1
1

−
+

i
i

 =  1
1

11+
−







 = = −

−i
i i

i .

   எனவெ,  1
1

1
1

3 3+
−







 −

−
−









i
i

i
i

 =  i i i i i3 3 2− − = − − = −( ) .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.5

 z
z i

i+
−

=
+3

5
1 4

2
	எனில்,	்லபவ்பண z -ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

   
z
z i

+
−

3
5  = 1 4

2
+ i

	என்பதகால்

   ⇒ 2 3( )z +  =  1 4 5+( ) −( )i z i

   ⇒   2 6z +  =  1 4 20 5+( ) + −i z i

   ⇒   2 1 4− −( )i z  =  20 5 6− −i

   ⇒   z  = 14 5
1 4

14 5 1 4
1 4 1 4

34 51
17

2 3−
−

=
−( ) +( )

−( ) +( )
=

+
= +

i
i

i i
i i

i i .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.6

 z i1 3 2= −  ெறறும்	 z i2 6 4= + 	எனில்	 z
z

1

2

-ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

 z1  ெறறும்		 z2 	ஆகியெறறின	ெதிபபு்்ை	பிரதியிை,

     z
z

1

2

 =  3 2
6 4

3 2
6 4

6 4
6 4

−
+

=
−
+

×
−
−

i
i

i
i

i
i

    =  ( ) ( )18 8 12 12
6 4

10 24
52

10
52

24
522 2

− + − −
+

=
−

= −
i i i

    =  5
26

6
13

− i .
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.7

 z i i= +( ) −( )2 3 1 	எனில்	 z−1 -ஐ்க	்காண்.
தீர்வு
    z  =  2 3 1 2 3 3 2 5+( ) −( ) = + + − = +i i i i( ) ( )

   ⇒   z−1  =  1 1
5z i

=
+

 .

 வதகாகுதி	ெறறும்	்பகுதி்ய	்பகுதியின	இ்ண	எணணகால்	வ்பரு்க்

   z−1  =  
5

5 5
5

5 1
5
26

1
262 2

−( )
+( ) −( )

=
−
+

= −
i

i i
i i

   ⇒   z−1  =  5
26

1
26

− i .

எடுத்துக்ககாட்டு 2.8

 நிறுவு்		 (i)  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i ஒரு	வெய்	எண	ெறறும் 

   (ii)  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண

தீர்வு

 (i)    z  =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i 	என்.

   இதிலிருந்து,		 z  =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i

    =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i  ( z z z z1 2 1 2+ = + )

    =  2 3 2 3
10 10

+( ) + −( )i i   z zn n( ) = ( )( )
    =  2 3 2 3

10 10
−( ) + +( ) =i i z

   z  =  z z⇒ 	ஒரு	வெய்வயண	ஆகும்.

 (ii)  z  =  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

	என்.

   இங்கு,	  19 9
5 3

+
−

i
i

 =  
19 9 5 3
5 3 5 3

+( ) +( )
−( ) +( )

i i
i i

    =  
95 27 45 57

5 3
68 102

342 2

−( ) + +( )
+

=
+i i

    =  2 3+ i .  (1)

   ெறறும்,		
8

1 2
+
+

i
i

 =  
8 1 2

1 2 1 2
+( ) −( )

+( ) −( )
i i
i i

    =  
8 2 1 16

1 2
10 15

52 2

+( ) + −( )
+

=
−i i

    =  2 3- i .   (2)
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        இபவ்பகாழுது,	 z  =  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

   ⇒    z  =  2 3 2 315 15+( ) − −( )i i . ((1) ெறறும்	(2)லிருந்து)

            ெ்ரய்்யிலிருந்து,   z  = 2 3 2 315 15+( ) − −( )( )i i

    =  2 3 2 3
15 15

+( ) − −( )i i  (இ்ண	எண	்பணபு்ளின்படி)

    =  2 3 2 3 2 3 2 315 15 15 15−( ) − +( ) = − +( ) − −( )( )i i i i

   ⇒   z  =  −z .

   ஆ்வெ,   z  =  19 9
5 3

8
1 2

15 15+
−







 −

+
+









i
i

i
i

என்பது	முழுெதும்	் ற்ப்ன	எண	ஆகும்.

்பயிறசி 2.4
 1. கீழ்க்காண்பெற்்	வசவெ்	ெடிவில்	எழுது்:

   (i) ( ) ( )5 9 2 4+ + −i i  (ii) 10 5
6 2

−
+

i
i

 (iii) 3 1
2

i
i

+
−

 2. z x iy= + 	எனில்,		கீழ்காண்ப்ெ்ளின	வசவெ்	ெடிவி்ன்க	்காண். 

   (i) Re 1
z







  (ii) Re( )i z  (iii) Im( )3 4 4z z i+ −

 3. z i1 2= − 	ெறறும்	 z i2 4 3= − +  எனில்	 z z1 2 	ெறறும்	
z
z

1

2

-ன	வநரெகா்்்க	்காண்.

 4. ்லபவ்பண்ள்	u v, , ெறறும்	w  ஆகிய்ெ	
1 1 1
u v w

= + 	என்ெகாறு	வதகாைரபு்படுத்தப்பட்டுள்ைது.	

  v i= −3 4  ெறறும்	w i= +4 3 	எனில்	u -ஐ	வசவெ்	ெடிவில்	எழுது்.

 5. கீழ்க்காணும்	்பணபு்்ை	நிறுவு்	:

   (i) z ஒரு	வெய்	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z=  

   (ii) Re( )z z z
=

+
2

 ெறறும் Im( )z z z
i

=
−
2

 6. 3 +( )i nஆனதுn -ன	எந்த	மீசசிறு	மி்்	முழு	எண	ெதிபபு்ளு்ககு 

   (i) வெய்    (ii) முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண்ைகா்	இரு்ககும்?

 7.  பினெருெனெற்்	நிறுவு்	:	

   (i) 2 3 2 3
10 10

+( ) − −( )i i  என்பது	முழுெதும்	்ற்ப்ன

   (ii) 19 7
9

20 5
7 6

12 12−
+







 +

−
−









i
i

i
i

 என்பது	வெய்	எண.
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2.5 ஒரு கலப்்பண்ணின் ேட்டு ேதிபபு

     (Modulus of a Complex Number)
 வெய்	 எண	 வநர்கவ்காட்டில்	 ெட்டு	 ெதிபபு	 என்பது	 எவெகாறு	
ஆதி்ககும்	 அந்த	 எணணும்	 உள்ை	 வதகா்ல்ெ	 குறி்ககி்வதகா	
அதுவ்பகாலவெ,	ஒரு	் லபவ்பணணின	ெட்டு	என்பது	் லபவ்பண	தைத்தில்	
ஆதி்ககும்	 அந்த	 எணணு்ககும்	 உள்ை	 வதகா்ல்ெ	 குறி்ககின்து.		
ஆதியிலிருந்து	ஆ்ரயின	தி்சயில்		 z x iy= + -்ககு	உள்ை	வதகா்லவு	
என்பது,	 ஒரு	 ்ப்க்ம்	 x  ெறறும்	 ெறு்ப்க்ம்	 y ஆ்்க	 வ்காணடு	
அ்ெ்க்ப்படும்	வசங்வ்காண	மு்கவ்காணத்தின	்ரணத்தின	நீைத்திறகு	செெகாகும். 

வனையனை 2.4
								 z x iy== ++ எனில	 z 	-ன்	மடடு	மதிபபிவன	 z 	என	குறிபபிடுகின்த்றாம்.	இேவன		| |z x y== ++2 2

என	்வவரயறுபதபொம்.

 உதகாரணெகா் (i) i = + =0 1 12 2

   (ii) − = + −( ) =12 0 12 122 2i

   (iii) 12 5 12 5 169 132 2− = + −( ) = =i

குறிபபு
 z x iy= + 	எனில்	 z x iy= − , வெலும்	 z z x iy x iy= +( ) −( ) = ( ) − ( ) = +x iy x y2 2 2 2 = z 2 .

| |z z z2= .

2.5.1 கலப்்பண்ணின் ேட்டுக்ககாை ்பண்புகள்

         (Properties of Modulus of a complex number)

 (1) z z=  (5) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠,

 (2) z z z z1 2 1 2+ ≤ + (மு்கவ்காணச	செனிலி) (6) z zn n= , இங்கு	n ஒரு	முழு	எண

 (3) z z z z1 2 1 2=  (7) Re z z( ) ≤

 (4) z z z z1 2 1 2− ≥ −  (8) Im z z( ) ≤

 இெறறில்	சில	்பணபு்்ை	நகாம்	நிறுவுவெகாம்.

்பண்பு (முக்மககாண ெேனிலி  - Triangle inequality)

 z1  ெறறும்	 z2 	என்	ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ளு்ககு	 z z z z1 2 1 2+ ≤ + 	என	வ்ப்லகாம்.

நிரூ்பணம்

   z z1 2
2+  =   ( | | ) z z z2=

    =  ( )( )z z z z1 2 1 2+ +  

    =  z z z z z z z z1 1 1 2 1 2 2 2+ + +( )  

    =  z z z z zz z z1 1 1 2 22 1 2+ ( ) ++   z z=( )

Re

Im P(x, y)

 
2

2

x
y

�

x

y

MO

்பைம் 2.16

( ) z z z z1 2 1 2+ = +

( )( )z z z z1 2 1 2+ +
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    =  | | Re( ) | |z z z z1
2

1 2 2
22+ +  ( Re( ) ) 2 z z z= +

    £  z z z z1
2

1 2 2
22+ +  ( Re( ) | |) z z£

    =  z z z z1
2

1 2 2
22+ +  ( | | | || | | | | |) z z z z z z1 2 1 2= =and

    ⇒   z z1 2
2+  £  z z1 2

2
+( )

   ⇒ +z z1 2  £  z z1 2+ .

்வடி்வக	கணிே	விளககம்	(Geometrical interpretation)
 நகாம்	இபவ்பகாழுது	O z, 1 	அல்லது z2 ,ெறறும்	 z z1 2+ 	ஆகியெற்்	
மு்னபபுள்ளி்ைகா்்க	 வ்காணை	 மு்கவ்காணத்்த	 ்ருதுவெகாம்.		
ெடிவியல்	 ெகாயிலகா்	 z z1 2+  உைன	 வதகாைரபு்ைய	 மு்கவ்காணத்தின	
்ப்க்ம்	 மீதமுள்ை	 இரணடு	 ்ப்க்ங்்ளின	 நீைங்்ளின	கூடுத்ல	 விை	
அதி்ெகா்	 இரு்க்காது	 என	 நகாம்	 அறிவெகாம்.	 	 இதனகால்	 தகான	 இந்த	
்பணபி்ன	 "மு்கவ்காண	 செனிலி"	 எனகிவ்காம்.	 	 இத்ன	 ்ணிதத்	
வதகாகுத்தறித்ல்க	 வ்காணடு	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	
்லபவ்பண்ளு்ககும்	இத்ன	விரிவு்படுத்தலகாம்.	

 z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3+ + + + ≤ + + + +   	இங்கு	n = 2 3, , 	.

்பண்பு z1 	 மற்றும்	 z2 	 என்்ற	கலப்பெண்களுககு	இவ்டபபெட்ட	தூரம்	கலப்பெண்	ேளத்தில	 | |z z1 2− 	
ஆகும்.
 z x iy1 1 1= + ெறறும்	 z x iy2 2 2= +  எனில்

   z z1 2−  =  x x y y i1 2 1 2−( ) + −( )

    =  x x y y1 2
2

1 2
2−( ) + −( ) .

மேறகுறிபபு

 z1 ெறறும் z2  என்	இரு	்லபவ்பண்ளு்ககு	இ்ைப்பட்ை	தூரம்	 z z1 2− ஆகும்.

 இதுவ்பகாலவெ	ஆதி,	 z1 , ெறறும்	 z2  ஆகியெற்்	மு்னபபுள்ளி்ைகா்	வ்காணை	மு்கவ்காணத்தில்	

வெறகூறிய	ெழிமு்்யின	்படி,	

 z z z z1 2 1 2− ≤ +

 
z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ + ≤ +  ெறறும்

 
z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ − ≤ +  .

்பண்பு ்பெருககலின்	எண்ணளவு	என்பெது	எண்ணளவுகளின்	்பெருககல	பெலனுககுச்	ெமம்	ஆகும்
 z1 ெறறும்	 z2 	என்	ஏவதனும்	இரணடு	்லபவ்பண்ளு்ககு	 z z z z1 2 1 2= 	ஆகும்.

நிரூ்பணம்

   z z1 2
2  =  ( )( )z z z z1 2 1 2  ( | | ) z z z2=

    =  z z z z1 2 1 2( )( )( )( )  
 z z z z1 2 1 2=( )

z2

z1+
z 2

z1

z2

O

z1

Re

Im

z1

z2

z1+z2

z1

2z

2z
z1 2

z-

z1

Re

Im

O

்பைம்	2.17

்பைம் 2.18
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    =  z z z z z z1 1 2 2 1
2

2
2( )( ) =  (்பரிெகாறறுப	்பணபுப்படி z z2 1  = z z1 2 )

   ஆ்வெ,  z z1 2  =  z z1 2 .
குறிபபு

 
்ணிதத்	 வதகாகுத்தறிதல்	 மூலம்	 இத்ன	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	 ்லபவ்பண்ளு்ககும்	

இத்ன	விரிவு்படுத்தலகாம்	:   

   z z z z z z z zn n1 2 3 1 2 3 =

 அதகாெது	 ்லபவ்பண்ளின	 வ்பரு்க்ற	 ்பலனின	 ெட்டு	 ெதிபபு	 என்பது	 அ்க்லபவ்பண்ளின	
ெட்டு்ளின	வ்பரு்க்லு்ககு	செம்	ஆகும்.	
	 இதுவ்பகாலவெ	்லபவ்பண்ளின	ெட்டு்ளின	மீதகான	ெற்	்பணபு்்ையும்	நிறுெலகாம்.	

எடுத்துக்ககாட்டு 2.9
 z i z i1 23 4 5 12= + = −, , ெறறும்	 z i3 6 8= + 	 எனில் z z z1 2 3, , , z z z z1 2 2 3+ −, ,  ெறறும்	
z z1 3+ ஆகியெறறின	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.	

தீர்வு

   z1  =  3 4 3 4 52 2+ = + =i

   z2  =  5 12 5 12 132 2− = + − =i ( )

   z3  =  6 8 6 8 102 2+ = + =i

   z z1 2+  =  3 4 5 12 8 8 128 8 2+( ) + −( ) = − = =i i i

   z z2 3−  =  5 12 6 8 1 20 401−( ) − +( ) = − − =i i i

   z z1 3+  =  3 4 6 8 9 12 225 15+( ) + +( ) = + = =i i i

 எல்லகா	ெ்்்ளிலும்	மு்கவ்காணச	செனிலி	நி்்வு	வசய்யப்பட்டுள்ைது	என்ப்த்க	்காண்.

 z z z z1 3 1 3 15+ = + = (ஏன?)

எடுத்துக்ககாட்டு 2.10
 கீழ்க்காண்ப்ெ்ளின	ெதிபபு்்ை்க	்காண்.

  (i) 2
1 2

+
− +

i
i

 (ii) ( )( )( )1 2 3 4 3+ + −i i i  (iii) i i
i

( )
( )
2
1

3

2

+
+

தீர்வு

 (i)  2
1 2

+
− +

i
i

 =  
2
1 2

2 1

1 2
1

2 2

2 2

+
− +

=
+

−( ) +
=

i
i

. 

z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠









,

 (ii)  ( )( )( )1 2 3 4 3+ + −i i i  =  ( )1 2 3 4 3+ + −i i i   z z z z z z1 2 3 1 2 3=( )
    =  1 2 3 3 4+ + − +i i i   z z=( )
    =  1 1 2 3 3 42 2 2 2 2 2+( ) +( ) − +( )( )

    =  2 13 25 5 26( )( )( ) = .

 (iii)  i i
i

( )
( )
2
1

3

2

+
+

 =  
i i

i
i

i

( )

( )

2

1
1 2
1

4 1

2

3

2

3

2

3

2

+

+
=

+

+
=

+( )
( )

   
z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠









,

    =  
5

2
5 5

2

3( )
= .
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.11
 i, − +2 i , ெறறும்	3  ஆகியெறறில்	எந்த	்லபவ்பண	ஆதியிலிருந்து	அதி்	வதகா்லவில்	உள்ைது?

தீர்வு

 z i i= − +, ,2  ெறறும்	3  ஆகியெறறிறகும்	ஆதி்ககும்	உள்ை	
வதகா்லவு்ள்
 | |z  =  | |i =1  

 | |z  =  | | ( )− + = − + =2 2 1 52 2i   

 | |z  =  | |3 3=  	ஆகும்.

 1 5 3< < 	எனவெ,	ஆதியிலிருந்து	அதி்	வதகா்லவில்	உள்ை	
்லபவ்பண	3ஆகும்.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.12
 z1 , z2 , ெறறும்	 z3  ஆகிய	்லபவ்பண்ள்	 z z z z z z1 2 3 1 2 3 1= = = + + = 	என்ெகாறு	இருந்தகால்,

 1 1 1

1 2 3z z z
+ + -ன	ெதிப்்ப்க	்காண்.

தீர்வு

    z1  =  z z2 3 1= = 	என்க	வ்காடு்க்ப்பட்டுள்ைது.

   எனவெ,		 z1
2  =  1 1 1 11 1 2

2
2 2⇒ = = ⇒ =z z z z z,| | , ெறறும்	 | |z z z3

3
3 31 1= ⇒ =  

   ஆ்வெ,				 z1  =  1 1

1
2

2z
z

z
, = , ெறறும்	 z

z3
3

1
=  

   வெலும்,			
1 1 1

1 2 3z z z
+ +  =  z z z1 2 3+ +

    =  z z z z z z1 2 3 1 2 3 1+ + = + + = .

எடுத்துக்ககாட்டு 2.13

 z = 2  எனில்	3 3 4 7≤ + + ≤z i 	என்க்காட்டு்.

தீர்வு

 z i z i+ + ≤ + + = + =3 4 3 4 2 5 7

 z i+ + ≤3 4 7     (1)

 z i z i+ + ≥ − + = − =3 4 3 4 2 5 3

 z i+ + ≥3 4 3     (2)

 (1) ெறறும்	(2)-லிருந்து  3 3 4 7≤ + + ≤z i .

குறிபபு

 கீழ	 ெறறும்	 வெல்	 எல்்ல	 ெதிபபு்்ை்க	 ்காண	 z z z z z z1 2 1 2 1 2− ≤ + ≤ +  என்	 ்பண்்ப	

்பயன்படுத்த	வெணடும்.

3

i

Re

Im

O

2 i− +

1 2-- 12

்பைம் 2.19

்பைம் 2.20

Im

Re
O

7

3

r = 2

(–3,–4)
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.14

 1 1
2

3
2

, ,−
+ i  ெறறும்	

−
−

1
2

3
2

i  என 	்	புள்ளி்ள்	ஒரு	செ்ப்க 	்மு்கவ்காணத்தின	மு்னபபுள்ளி்ைகா்	

அ்ெயும்	என	நிறுவு .்		
தீர்வு

 இதறகு	நகாம்	மு்கவ்காணத்தின	்ப்க்ங்்ளின	நீைங்்ள்	செம்	என	நிறுவினகால்	வ்பகாதும்.

 z1 1= , z i2
1

2
3

2
=

−
+ , 	ெறறும்	 z i3

1
2

3
2

=
−

− 	என்.

 மு்கவ்காணத்தின	்ப்க்ங்்ளின	நீைங்்்ை	்காணவ்பகாம்

 z z1 2−  =  1 1
2

3
2

3
2

3
2

9
4

3
4

2 3
2

3−
−

+








 = − = + = =i i

 z z2 3−  =  −
+









 −

−
−









 = ( ) =

1
2

3
2

1
2

3
2

3 3
2

i i

 z z3 1−  =  −
+









 − =

−
− = + =

1
2

3
2

1 3
2

3
2

9
4

3
4

3i i

 ்ப்க்ங்்ளின	 நீைங்்ள்	 செம்	 எனவெ,	 வ்காடு்க்ப்பட்ை	 புள்ளி்ள்	 ஒரு	 செ்ப்க்	 மு்கவ்காணத்்த	
அ்ெ்ககும்.
எடுத்துக்ககாட்டு  2.15

 z z1 2, ,  ெறறும்	 z3   என்	்லபவ்பண்ள்	 z z z r1 2 3 0= = = >  ெறறும்	 z z z1 2 3 0+ + ≠ 	 எனவும்	

இருந்தகால்	
z z z z z z
z z z

r1 2 2 3 3 1

1 2 3

+ +
+ +

= 	என	நிறுவு்.

தீர்வு

        வ்காள்்் z1  =  z z r z z z z z z r2 3 1 1 2 2 3 3
2= = ⇒ = = =

  ⇒ z1  =  r
z

z r
z

z r
z

2

1
2

2

2
3

2

3

, ,= =

  ஆ்வெ,  z z z1 2 3+ +  =  r
z

r
z

r
z

2

1

2

2

2

3

+ +

   =  r z z z z z z
z z z

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +









  z z z1 2 3+ +  =  | |r z z z z z z
z z z

2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +  ( ) z z z z1 2 1 2+ = +

   =  r
z z z z z z

z z z
2 2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
    ( | | | | z z=  ெறறும் | | | | | | | |)z z z z z z1 2 3 1 2 3=

  z z z1 2 3+ +  =  r
z z z z z z

r
z z z z z z

r
2 2 3 1 3 1 2

3
2 3 1 3 1 2+ +

=
+ +

O Re

Im

1

1 3
2 2

i−
+

1 3
2 2

i−
−

்பைம்	2.21
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  ⇒    
z z z z z z

z z z
2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
+ +

 =  r . (வ்காள்்்யின்படி	 z z z1 2 3 0+ + ≠ )

 எனவெ,  z z z z z z
z z z

2 3 1 3 1 2

1 2 3

+ +
+ +

 =  r .

எடுத்துக்ககாட்டு 2.16
 z z2 =  என்	சென்பகாட்டிறகு	நகானகு	மூலங்்ள்	இரு்ககும்	என	நிறுவு்.
தீர்வு
   வ்காள்்்		 z2  =  z .

    ⇒  | |z 2  =   z  

   ⇒   | |z  z −( )1  =  0 ,

   ⇒    | |z  =  0, அல்லது | |z =1 .

   | |z  =  0    ⇒ =z 0  என்பது	ஒரு	தீரவு, | |z  =  1 ⇒ = ⇒ =zz z
z

1 1 .

 வ்காள்்்யிலிருந்து	 z2  =  z  ⇒   z2  =  1
z

   ⇒   z3  =  1.

 இதறகு	 3 பூஜ்ஜியெற்	 தீரவு்ள்	 இரு்ககும்.	 ஆ்வெ	 பூஜ்ஜியத்்தயும்	 வசரத்து	 இதறகு	 	 நகானகு	
தீரவு்ள்	இரு்ககும்.

2.5.2 ஒரு கலப்்பண்ணின் வர்க்கமூலம் (Square roots of a complex number)

 a ib+ -ன	ெர்க்மூலம்	 x iy+ 	என்.

   அதகாெது		 a ib+  =  x iy+    இங்கு	 x y, ∈

   a ib+  =  x iy x y i xy+( ) = − +2 2 2 2

 வெய்	ெறறும்	்ற்ப்னப	்பகுதி்்ைச	செப்படுத்த
   x y2 2−  =  a  ெறறும்	2xy b=

   x y2 2 2
+( )  =  x y x y a b2 2 2 2 2 2 24−( ) + = +

 x y2 2+ 	மி்்	ஆ்்யகால்		 x y2 2+  =  a b2 2+

      x y2 2−  =  a  ெறறும்	 x y a b2 2 2 2+ = + 	ஆகியெற்்த்	தீர்க்

   x  =  ± + +
= ±

+ −a b a y a b a2 2 2 2

2 2
; 	எனப	வ்ப்லகாம்.

 2xy b=  என்பதிலிருந்து	b மி்்	எண	எனில்		x  ெறறும்	 y 	ஆகிய்ெ	ஒவர	குறியு்ைய்ெயகா்வும்	

ெறறும்	b 	கு்்	எனில்	 x  ெறறும்	 y  ஆகிய்ெ	வெவவெறு	குறியு்ைய்ெயகா்வும்	இரு்ககும்.

 ஆ்வெ	 a ib+ = ±
+

+
−











z a
i b
b

z a
2 2

, 	இங்குb ¹ 0 .  Re( )z z≤( )

 ஒரு	்லபவ்பணணின	ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரம்	

 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= + 	ெறறும்b ¹ 0 .
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குறிபபு

 b  கு்்	எனில், b
b

= −1, x  ெறறும்	 y  ஆகிய்ெ	வெவவெறு	குறியு்ைய்ெ.

 b  மி்்	எனில், b
b
=1, x  ெறறும்	 y  ஆகிய்ெ	ஒவர	குறியு்ைய்ெ.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.17
 6 8− i -ன	ெர்க்மூலம்	்காண்.

தீர்வு

   6 8− i  =  6 8 102 2+ −( ) =  	ெறறும்

 ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரத்்தப	்பயன்படுத்த

   6 8- i  =  ± +
−

−









10 6
2

10 6
2

i       ( b  கு்், b
b

= −1)

    =  ± −( )8 2i

    =  ± −( )2 2 2i .

்பயிறசி 2.5
 1. கீழ்க்காணும்	்லபவ்பண்ளின	ெட்டு	ெதிபபி்ன்க	்காண்.

  (i) 2
3 4

i
i+

 (ii) 2
1

1 2
1

−
+

+
−
−

i
i

i
i

 (iii) ( )1 10− i  (iv) 2 3 4 4 3i i i( )( )− − .

 2. z1  ெறறும்	 z2  என்	ஏவதனும்	இரு	்லபவ்பண்ளு்ககு z z1 2 1= =  ெறறும்	 z z1 2 1≠ − 	எனில் 
z z

z z
1 2

1 21
+

+
 ஓர	வெய்	எண	என்க்காட்டு்.	

 3. 10 8− i , 11 6+ i  ஆகிய	புள்ளி்ளில்	எபபுள்ளி	1+ i -்ககு	மி்	அரு்கா்ெயில்	இரு்ககும்?

 4. | |z = 3 	எனில் 7 6 8 13≤ + − ≤| |z i 	என்க்காட்டு்.

 5. z =1	எனில், 2 3 42≤ − ≤z 	என்க்காட்டு்.

 6. z =1 2 எனில்,	8 6 8 12≤ + + ≤| |z i  என்க்காட்டு்.

 7. z z1 2, , ெறறும்	 z3  என்	மூனறு	் லபவ்பண்ள்	 z z z1 2 31 2 3= = =, , , ெறறும்	 z z z1 2 3 1+ + =

என்ெகாறு	உள்ைது	எனில்	 9 4 61 2 1 3 2 3z z z z z z+ + = 	என	நிறுவு்.

 8. z iz, , ெறறும்	 z iz+  ஆகியெற்்	மு்னபபுள்ளி்ைகா்்க	வ்காணடு	அ்ெ்க்ப்படும்	

மு்கவ்காணத்தின	்பரபபு	50  சதுர	அலகு்ள்	எனில், z -ன	ெதிபபி்ன்க	்காண்.	

 9. z z3 2 0+ =  என்	சென்பகாட்டிறகு	ஐந்து	தீரவு்ள்	இரு்ககும்	என	நிறுவு்.

 10. கீழ்க்காண்ப்ெ்ளின	ெர்க்மூலம்	்காண்	:	(i) 4 3+ i   (ii) − +6 8i    (iii) − −5 12i .
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2.6 கலப்்பண்களின் வடிவியல் ேறறும் நியேப்பகானத

       (Geometry and Locus of Complex Numbers)
 இப்பகாைப்பகுதியில்	நகாம்	 	 z  என்	்லபவ்பணணின	ெடிெ்க	்ணித	விை்க்த்்தயும்	்காரடீசியன	

ெடிவில்	 z -ன	நியெப்பகா்த்யயும்	்காணலகாம். 

எடுத்துக்ககாட்டு 2.18
 z i= +3 2 	 என்கவ்காணடு	 z iz, ,   ெறறும்	 z iz+ 	 ஆகியெற்்	 ஆர்ணட்	 தைத்தில்	 குறி்க்.		
இ்க்லபவ்பண்ள்	ஓர	இரு	செ்ப்க்	வசங்வ்காண	மு்கவ்காணத்தின	்ப்க்ங்்ைகா்	அ்ெயும்	என	நிறுவு்.	

தீர்வு

 வ்காள்்்:	 z i= +3 2 .

 ஆ்வெ,		 iz i i i= +( ) = − +3 2 2 3

 z iz i i i i+ = +( ) + +( ) = +3 2 3 2 1 5

 z z iz, ,+ ெறறும்	 izஆகிய்ெ	மு்்வய	 A B, ,  

ெறறும்	C  என்.	

 

AB z iz z i

BC iz z iz i

CA z iz

2 2 2

2 2 2

2 2

2 3 13

3 2 13

5

= +( ) − = − + =

= − +( ) = − − =

= − = −− =i 2 26

 AB BC CA2 2 2+ =  ெறறும்	 AB BC= , 	எனவெ,	

 DABC 	ஓர	இருசெ்ப்க்	வசங்வ்காண	மு்கவ்காணெகாகும்.

வனையனை 2.5 (வட்ைம்)

 ஒரு	தைத்தில்	நி்லயகான	புள்ளி்ககும்	ந்ரும்	புள்ளி்ககும்	இ்ைப்பட்ை	தூரம்	எபவ்பகாழுதும்	
ெகாறிலியகா்	இரு்ககுெகாறு	ந்ரும்	புள்ளியின	நியெப்பகா்த	ஒரு	ெட்ைம்	என	ெ்ரயறு்க்ப்படுகி்து.		
நி்லயகான	புள்ளி	ெட்ைத்தின	்ெயம்	ெறறும்	ெகாறிலி	வதகா்லவு	ெட்ைத்தின	ஆரம்	ஆகும்.	

்வட்டத்தின்	ெமன்பொடு	கலப்பெண்	்வடிவில	(Equation of Complex Form of a Circle)
 z -ன	 நியெப்பகா்த	 z z r− =0  என்	 சென்பகாட்்ை	 நி்்வு	

வசய்கின்து.	இங்கு	 z0  என்பது	நி்லயகான	 புள்ளி	ெறறும்	 r என்பது	

மி்்	ெகாறிலி.	இசசென்பகாடு	 z0 -லிருந்து	 z -்ககு	 r தூரமுள்ை	எல்லகா	

்லபபு	எண்்ையும்	வ்காணடிரு்ககும்.
 எனவெ,	 z z r− =0  என்பது	 ்லபவ்பண	 ெடிவில்	 ெட்ைத்தின	

சென்பகாடு	ஆகும்.	 (்பைம்	2.23-ஐ	்பகார்க்)
 (i) z z r− <0  ஆனது	ெட்ைத்தின	உள்்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	

குறி்ககி்து.
 (ii) z z r− >0  ஆனது	ெட்ைத்தின	வெளிப்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	குறி்ககி்து.

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு 2.3

 z r x y r= ⇒ + =2 2

 ⇒ + =x y r2 2 2 ,  என்பது	ஆதி்ய	்ெயெகா்வும்	r	அலகு	ஆரம்	வ்காணை	ெட்ைத்்த்க	குறி்ககி்து.

1 2 43-1--3 2- 4

2

3

4

5

-1

-2

z
iz

z+iz

1
Re

Im

o

A

B

C

்பைம் 2.22

்பைம் 2.23
Re

Im

O

z0

z
r
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.19

 3 5 4z i− + =  என்	 சென்பகாடு	 ெட்ைத்்த்க	 குறி்ககி்து	 என்க்காட்டு்.	 வெலும்	 இதன	 ்ெயம்	

ெறறும்	ஆரத்்த்க	்காண்.

தீர்வு

      3 5 4z i− + = 	என்	சென்பகாட்்ை 3
5

3
z i
−

−
 = 4  ⇒   z

i
− −








5
3 3  =  

4
3

 என	எழுதலகாம்.

 இது	 z z r− =0 	 என்	 ெடிவில்	 உள்ைது.	 ஆ்வெ	 இது	 ெட்ைத்்த்க	

குறி்ககின்து.	இதன	்ெயம்	ெறறும்	ஆரம்	ஆகிய்ெ	மு்்வய	  5
3

1
3

, −





  

ெறறும்	
4
3
	ஆகும்.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.20

 z i+ − <2 2 	என்பது	ஒரு	ெட்ைத்தின	உள்்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	குறி்ககும்	என	்காட்டு்.		

அவெட்ைத்தின	்ெயம்	ெறறும்	ஆரத்்த்க	்காண்.	
தீர்வு

 | |z i+ − =2 2 	என்	சென்பகாட்்ை	்ருது்.	இத்ன
 | ( ) |z i− − + =2 2 	என	எழுதலகாம்.
 இசசென்பகாடு	 z i0 2= − + ெறறும்	 ஆரம்	 r = 2 	 உள்ை	 ெட்ைத்்த்க	

குறி்ககி்து.	 ஆ்வெ	 z i+ − <2 2  என்பது	 ்ெயம்	 − +2 i 	 ெறறும்	 ஆரம்	 2  

உள்ை	ெட்ைத்தின	உள்்பகுதியில்	உள்ை	புள்ளி்்ை்க	குறி்ககி்து.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.21
 பினெரும்	சென்பகாடு்ளில்	z -ன	நியெப்பகா்த்ய	்காரட்டீசியன	ெடிவில்	்காண்.
 (i) z = z i−    (ii) 2 3 3z i− − =

தீர்வு

 (i)  | |z  =  z i−

   Þ    x iy+  =  x iy i+ −

   Þ    x y2 2+  =  x y2 21+ −( )

   Þ    x y2 2+  =  x y y2 2 2 1+ − +

   Þ    2 1y −  =  0 .

 (ii)  2 3z i− −  =  3

   2 3x iy i+( ) − −  =  3 .

  இருபு்மும்	ெர்க்ப்படுத்த,	
   2 3 2 1

2
x y i−( ) + −( )  =  9

   Þ    2 3 2 12 2x y−( ) + −( )  =  9

   Þ    4 4 12 4 12 2x y x y+ − − +  =  0 , என்பது	்காரட்டீசியன	ெடிவில்	 z -ன	நியெப்பகா்த	ஆகும்.

Im

O Re

2 i− +

r=2

0
z

z

=

்பைம்	2.25

்பைம்	2.24

Re

Im

O

5 1,
3 3

 − 
 

0 4
3

r =
Re

z

z
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81 கலப்பு எணகள்

்பயிறசி 2.6

 1. z x iy= +  என்	ஏவதனும்	ஒரு	் லபவ்பண
z i
z i

−
+

=
4
4

1 	எனுெகாறு	அ்ெந்தகால்	z -ன	நியெப்பகா்த	

வெய்	அசசு	என்க	்காட்டு்.

 2. z x iy= +  என்	 ஏவதனும்	 ஒரு	 ்லபவ்பண	 Im 2 1
1

0z
iz

+
+







 =  எனுெகாறு	 அ்ெந்தகால்	  z -ன	

நியெப்பகா்த		2 2 2 02 2x y x y+ + − =  என்க்காட்டு்.

 3. பினெரும்	சென்பகாடு்ளில்	 z x iy= + -ன	நியெப்பகா்த்ய	்காரட்டீசியன	ெடிவில்	்காண்.

  (i) Re iz( )  =
2

3  (ii) Im[( ) ]1 1 0− + =i z  (iii) z i z+ = −1  (iv) z z= −1 .

 4. பினெரும்	சென்பகாடு்ள்	ெட்ைத்்த	குறி்ககி்து	என	்காட்டு்.	 	வெலும்	இதன	்ெயம்	ெறறும்	
ஆரத்்த்க	்காண்.

  (i) z i− − =2 3  (ii) 2 2 4 2z i+ − =  (iii) 3 6 12 8z i− + = .
 5. பினெரும்	சென்பகாடு்ளில்	 z x iy= +  -ன	நியெப்பகா்த்ய	்காரடீசியன	ெடிவில்	்காண்.
  (i) z − =4 16  (ii) z z− − − =4 1 162 2 .

2.7 கலபபு எண்களின் துருவ வடிவம் ேறறும் யூலரின் வடிவம்
        (Polar and Euler form of a Complex Number)
 ்லபவ்பண்்ை	 கூட்டும்வ்பகாதும்	 ்ழி்ககும்	 வ்பகாதும்	 நகாம்	 ்லபவ்பண்ளின	 வசவெ்	
ஆயத்்ோவலகவள	 ்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	 	 ஏவனனில்	 இங்கு	 வெய்	 ெறறும்	 ்ற்ப்ன	 ்பகுதி்்ை	
கூட்ைவெகா	அல்லது	்ழி்க்வெகா	ெட்டுவெ	வசய்கிவ்காம்.	 	 ்லபவ்பண்ளின	வ்பரு்ககும்வ்பகாது	அல்லது	
்லபவ்பண்ளின	அடு்ககு்்ை	்காணும்	வ்பகாது	துரு்வ	்வடி்வத்வே	்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	ஏவனனில்	இது	
வசவெ்	ஆயத்வதகா்ல	மு்்யி்னவிை	துருெ	ெடிவில்	எளிதகா்்க	்காணலகாம்.	

2.7.1 ஒரு கலப்்பண்ணின் துருவ வடிவம் (Polar form of a complex number)
 துருெ	ஆயத்வதகா்ல	ெடிெம்	என்பது	ஆதியிலிருந்து	 z x iy= +  	என்	புள்ளிெ்ர	உள்ை	வெ்கை்ர	
அதன	எண	ெதிபபு	ெறறும்	தி்சயி்ன	வ்காணடு	ெ்்ப்படுத்தும்	ெறவ்காரு	ெடிெம்	ஆகும்.	 	துருெ	
ஆயத்வதகா்ல	மு்்யில்	O 	என்	நி்லயகான	புள்ளி்ய	துருெப	புள்ளி	எனவும்	துருெ	புள்ளியிலிருந்து	
ஆரம்பி்ககும்	கி்ைெட்ை	அ்ர	வ்காட்டி்ன	ஆரம்்ப்க	வ்காடு	(துருெ	அசசு)	எனவும்	அ்ழ்ககினவ்காம்.		r 
என்பது	துருெப	புள்ளியிலிருந்து	P உள்ை	தூரம்	ெறறும்	 q 	என்பது	ஆரம்்ப்க	வ்காட்டிலிருந்து	OP-ன	
தி்சயில்	 ்டி்கார	 எதிரதி்சயில்	 அை்க்ப்பட்ை	 சகாய்வு்க	 வ்காணம்	 எனவும்	 வ்காணைகால், ( , )r θ
ெரி்சயிட்ை	வ�காடியி்ன	P-ன	துருெ	ஆயத்வதகா்ல்ள்	எனலகாம்.		துருெ	ஆயத்	வதகா்ல	மு்்்ய	
வசவெ்	ஆயத்வதகா்ல	மு்்யுைன	ஒனறின	வெல்	ஒன்கா்	்பைத்தில்	்காட்டியெகாறு	்ெத்தகால்

 ்பைம்	 2.26 ்பைம்	 2.27 ்பைம்	 2.28
   x  =  r cosθ  ...(1)
   y  =  r sinθ    எனபவ்ப்லகாம். ...(2)
 எந்த	ஒரு	பூஜ்ஜியெற்	்லபவ்பண	 z x iy= + -்யயும்	 z r i r= +cos sinθ θ என	எழுதலகாம்.

P(r,   )

r

θ

 θ

O

P(x,y)

M

r
2

2

x
y

=

+

O

P(x,y)

x

y

x+
iy

O

θ
x r= cosθ

y r= sinθ

வசவெ்	ஆயத்வதகா்ல்ள் துருெ	ஆயத்வதகா்ல்ள் துருெ	ஆயத்வதகா்ல	ெறறும்	வசவெ்	
ஆயத்வதகா்ல		மு்்்்ை	ஒனறின	

வெல்	ஒன்கா்	அ்ெத்தல்	
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வனையனை 2.6
	 r 	 மற்றும்	 θ ஆகியவ்வ	 P x y( , ) என்்ற	 பூஜ்ஜியமற்்ற	 கலப்பெண் z x iy= + -ன்	 துரு்வ	
ஆயத்்ோவலகள்	என்க.		 P 	என்்ற	புள்ளியின்	துரு்வ	அலலது	முகதகாண	்வடி்வம்	என்பெது

z r i= +(cos sin )θ θ .

 துருெ	ெடிவி்ன	ெசதி்க்கா்	நகாம்	 z x iy r i r cis= + = +( ) =cos sinθ θ θ 	என	எழுதலகாம்.
 இதில்	r என்பது	்லபவ்பண	 z -ன		எணணைவு	அல்லது	ெட்டு	ெதிபபு	ஆகும்.	θ என்பது	்லபவ்பண
z -ன	வீசசு	ஆகும்.	இத்னθ = ( )arg z 	என்ககுறிபவ்பகாம்.
 (i) z = 0-வு்ககு	வீசசு	θ  ெ்ரயறு்க்ப்பைவில்்ல.	எனவெ	துருெ	ஆயத்வதகா்ல	மு்்யில்	 z ¹ 0

என்ப்த	நி்னவில்	வ்காள்ை	வெணடும்.
 (ii) z x iy= + 	 என்	 ்லபவ்பணணின	 துருெ	 ெடிெம் ( , )r θ எனில்	 இதன	 இ்ண	 ்லபவ்பண	 

z x iy= −  -ன	துருெ	ெடிெம் ( , )r −θ 	ஆகும்.

 (1) ெறறும்	(2)-ஐ	ெர்க்ப்படுத்தி	கூட்டி	ெர்க்மூலம்	்காண	r கி்ை்ககி்து	 r z x y= = +2 2 .

   (2)-ஐ (1)-ஆல்	ெகு்க், r
r

y
x

sin
cos

θ
θ

= ⇒ =tanθ
y
x

.

நிவல	(i) 
 z-ஐ	வெ்கைரகா்்க	்ருதும்வ்பகாது	வெய்	எண		θ என்பது	z	ஆனது	மி்்	வெய்	அசசுைன	ஏற்படுத்தும்	
வ்காணத்்த	வரடியனில்	குறி்ககும்.		வ்காணம்	 θ -விறகு	கு்்	ெதிபபு்்ையும்	
வசரத்து	 முடிவுற்	 எணணி்க்்யிலகான	 ெதிபபு்ள்	 2p -ன	 முழு	 எண	
ெைங்கு்ைகா்	இரு்ககும்.	இம்ெதிபபு்்ை	tanθ =

y
x
	என்	சென்பகாட்டி்ன்க	

வ்காணடு	தீரெகானி்க்லகாம்.	 	இந்த	 q -ன	ஒவவெகாரு	ெதிபபு்்ையும்	z-ன	
வீசசு்ள்	 எனகிவ்காம்.	 வெலும்	 q -வின	 எந்த	 ஒரு	 ெதிபபுைனும்	  2p -ன	
ெைங்கு்்ை	கூட்டுெதன	மூலம்	q -வின	எல்லகா	ெதிபபு்்ையும்	அைங்கிய	
்ணத்்தப	 வ்ப்லகாம்.	 இத்ன	 arg z	 என்ககுறிபபிடுகிவ்காம். arg z-ன	
முதன்ெ	வீசசி்ன	 Arg z  என்ககுறிபபிடுகிவ்காம்.	

நிவல	(ii)
 − < ≤π θ π என்	நி்பந்த்ன்ககு	உட்்பட்டு	θ  விறகு	ஒவர	ஒரு	ெதிபபுதகான	
இரு்ககும்.	இந்த	ெதிபபி்ன		z-ன	முதன்ெ	வீசசு	எனகிவ்காம்.	இத்ன	Arg z என	
குறிப்பர.	
	 இங்கு	− < ≤π πArg( )z அல்லது	− < ≤π θ π
	 இந்த	முதன்ெ	வீசசு	 − < ≤π πArg( )z  அல்லது − < ≤π θ π
 என்	நி்பந்த்ன்ககு	உட்்பட்டு	ஒரு்ெத்தன்ெயுைன	்காணலகாம்.

ஒரு	்லபவ்பணணின	முதன்ெ	வீசசு

 ்பைம்	 2.30 ்பைம் 2.31 ்பைம் 2.32 ்பைம் 2.33

Re

Im
z = r (cosθ+isinθ)

θ

r

o

்பைம்	 2.29

y

α x
θ α x

y

α-θ =

α π−θ = α-θ =

z

α

θ α=

x

y y

α

x

θ

απ −θ =

θ α= απ −θ =

z z

z

O O
O

O

α π−θ =

I - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்

II - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்

III - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்

IV - ஆம்	
்கால்	்பகுதியில்
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 இங்கு	Arg z -ல்	உள்ை	A	என்பது	என்பது	மி்	மு்ககியம்	ஏவனனில்	இதுவெ	முதன்ெ	வீசசிறகும்	
வ்பகாதுெகான	வீசசிறகும்	உள்ை	வித்தியகாசத்்த	குறி்க்ப	்பயன்படுகின்து.

 முதன்ெ	வீசசு	θ-்ெ	்காண	வ்பகாதுெகா்	நகாம்	 α = −tan 1 y
x

 -ஐ	்ண்ககிட்டு	்லபவ்பண	எந்த	

்கால்்பகுதியில்	அ்ெகின்வதகாஅதறவ்ற்காரவ்பகால்	 α 	 உைன	 p -ஐ	கூட்டிவயகா	அல்லது	 ்ழித்வதகா	
வ்ப்லகாம்.

arg , .z Arg z n n     = + ∈2 π 

 வீசசின	்பணபு்ள்

 (1) arg arg argz z z z1 2 1 2( ) = +

 (2) arg arg argz
z

z z1

2
1 2









 = −

 (3) arg argz n zn( ) =

 (4) cos sinq q+ i -ன	ெறவ்காரு	ெடிெம்	 cos( ) sin( ),2 2k i k kπ θ π θ+ + + ∈ 	ஆகும்.

 1 1, ,i − , ெறறும்	−i  ஆகியெறறின	முதன்ெ	வீசசு்ள்	ெறறும்	வ்பகாது	வீசசு்ள்	
அட்ைெ்ணப்படுத்தப்பட்டுள்ைது:-

z 1 i −1 −i

Arg z( ) 0
p
2 p −

p
2

arg z 2np 2
2

np p
+ 2np p+ 2

2
np p

−

விளக்க எடுத்துக்ககாட்டு

 ்லபவ்பண	தைத்தில்	கீழ்க்காணும்	்லபவ்பண்்ை்க	குறி்க்.

 (i) 5
4 4

cos sinπ π
+






i

 (ii) 4 2
3

2
3

cos sinπ π
+






i

 (iii) 3 5
6

5
6

cos sin−
+

−







π πi

 (iv) 2
6 6

cos π π
−






isin .

2.7.2 கலப்்பண்ணின் யூலரின் வடிவம் (Euler’s Form of the complex number)

 யூலரின	சூத்திரம்	கீழ்க்ணைெகாறு	ெ்ரயறு்க்ப்பட்டுள்ைது.
e iiθ θ θ= +cos sin

 யூலரின	சூத்திரத்திலிருந்து	துருெ	ெடிெத்்த	 z r ei= θ எனப	வ்ப்லகாம்.
குறிபபு

 ்லபவ்பண்ளின	 வ்பரு்க்ம்	 அல்லது	 ்லபவ்பண்ளின	 அடு்ககு்்ை	 ்காணும்	 வ்பகாது	 துருெ	
ெடிெத்்த	நகாம்	்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	

Re

Im

O 1

i

-1

i-

5
4

cis π2
4 3cis

π

2cis π−
6

Re

Im

O 1 2 3 4 5

3
6

cis π− 5

்பைம்	2.35

்பைம்	2.34
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.22
  பினெரும்	்லபவ்பண்ளு்ககு	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	ஆகியெற்்்க	்காண்.

 (i) 3 + i  (ii) − +3 i  (iii) − −3 i  (iv) 3 − i
தீர்வு

 (i) 3 + i
   ெட்டு =  x y2 2

2
23 1 3 1 2+ = ( ) + = + =

   α  =  tan tan− −= =1 1 1
3 6

y
x

π

 3 + i என்	்லபவ்பணணகானது	முதல்	்கால்	்பகுதியில்	
	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு	

   θ  =  α π
=

6
.

 ஆ்வெ,	 3 + i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2ெறறும்	
p
6

 ஆகும்.

 (ii) − +3 i

   ெட்டு =  2  ெறறும்

   α  =  tan tan− −= =1 1 1
3 6

y
x

π

  − +3 i  என்	்லபவ்பணணகானது	இரணைகாம்	்கால்்பகுதியில்
	 	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு
  
   θ  =  π α π

π π
− − ==

6
5
6

.

  ஆ்வெ,	− +3 i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2  ெறறும்	 5
6
p  ஆகும்.

 (iii) − −3 i

   r  =  2  ெறறும் α π
=

6
.

 
  − −3 i என்	்லபவ்பணணகானது	மூன்காம்	்கால்்பகுதியில்

	 	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு 

   θ  =  α π
π

π
π

− − = −=
6

5
6

.

  ஆ்வெ,	− −3 i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2  ெறறும்−
5
6
π
	ஆகும்.

 (iv) 3 − i

   r  =  2  ெறறும் α π
=

6
.

  3 − i என்	்லபவ்பணணகானது	நகான்காம்	்கால்்பகுதியில்	
	 	 அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு

   θ  =  − = −α
π
6

்பைம்	2.36

்பைம்	2.37

்பைம்	2.38

்பைம்	2.39

Re

Im

3 i+

O

r =
2
a q=

Re

Im

3 i− +

α
O

r = 2
q p a= −

Reα
θ α π= −

3 i− −

Im

O

r = 2

Re

Im

θ α= −

3 i−

O
r = 2
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  ஆ்வெ,	 3 − i -ன	ெட்டு	ெறறும்	முதன்ெ	வீசசு	மு்்வய	 2 	ெறறும்−
π
6
	ஆகும்.

  இந்த	நகானகிலும்	ெட்டு	ெதிபபு்ள்	செம்	ஆனகால்	அதன	வீசசகானது	அ்க்லபவ்பண	அ்ெயும்	
்கால்்பகுதி்ய	வ்பகாருத்து	அ்ெகின்து.	

எடுத்துக்ககாட்டு 2.23

 (i)− −1 i    (ii) 1 3+ i  என்	்லபவ்பண்்ை	துருெ	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

 (i)  − −1 i  =  r i(cos sin )θ θ+ 	என்.

   r  =  x y2 2 2 21 1 1 1 2+ = + = + = 	ெறறும்

   α  =  tan tan− −= =1 11
4

y
x

π
	என	கி்ை்ககி்து.

 − −1 i  என்	்லபவ்பண	மூன்காம்	்கால்்பகுதியில்	அ்ெெதகால்	அதன	முதன்ெ	வீசசு,	

   θ  =  α π
π

π
π

− − = −=
4

3
4

   எனவெ,   − −1 i  =  2 3
4

3
4

cos sin−





 −
















+

π πi

    = 2 3
4

3
4

cos sinπ π
−






i .

   − −1 i  =  2 3
4

2 3
4

2cos sinπ
π

π
π+






 +
















−k ki , k Î .

குறிபபு

 k -ன	 ்பல்வெறு	 ெதிபபு்்ைப	 வ்பகாருத்து	 நெ்ககு	 ்பல்வெறு	 ெகாறு்பட்ை	 துருெ	 ெடிெங்்ள்	
கி்ை்ககும்.

 (ii) 1 3+ i
   r  =  z = + ( ) =1 3 22

2

   θ  =  tan− 







 =1 1

3 3
π

   ஆ்வெ	 arg z( )  =  
p
3

. 

 எனவெ,	1 3+ i  -ன	துருெ	ெடிெம்

   1 3+ i  =  2
3 3

cos sinπ π
+






i

    =  2
3

2
3

2cos sin ,π
π

π
π+






 + +
















 ∈k i k k  .
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.24

 z
i

=
−

+
2

1 3
	எனில்	முதன்ெ	வீசசு Arg z -ஐ	்காண்.

தீர்வு

 arg z  =  arg −
+

2
1 3i  

  =  arg arg−( ) − +( )2 1 3i ( arg arg arg )

z
z

z z1

2
1 2









 = −

     
= − 
















 −











− −π tan tan1 10
2

3
1

  =  π
π π

− =
3

2
3

 இதிலிருந்து	
2
3
p
என்பது	arg z -ன	ெதிபபு்ளில்	ஒனறு.	

2
3
p
	ஆனது	−π  ெறறும்	p -்ககு	இ்ையில்	

அ்ெெதகால்	முதன்ெ	வீசசு	Arg =z 2
3
p 	ஆகும்.

துருவ வடிவின் ்பண்புகள் (Properties of polar form)

்பண்பு 1  z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z
r

i− = −( )1 1 cos sinθ θ 	ஆகும்.

தீர்வு

   z−1  =  1 1
z r i

=
+( )cos sinθ θ

  

    =  
cos sin

cos sin cos sin
θ θ

θ θ θ θ
−( )

+( ) −( )
i

r i i
  

    =  
cos sin
cos sin

θ θ
θ θ
−( )
+( )
i

r 2 2

   z−1  =  1
r

icos sinθ θ−( ) .

்பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ

எனில்,	 z z1 2 =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

தீர்வு

 z1  =  r i1 1 1cos sinθ θ+( ) 	ெறறும்

 z2  = r i2 2 2cos sinθ θ+( )

 Þ  z z1 2  =  r ri i1 21 1 2 2cos sin cos sinθ θ θ θ+( ) +( )

்பைம் 2.41

்பைம் 2.42

1�

1θ
θ 2

+

2�

Re

Im
z 1z

2

z1 z2

1rr 2

21r r
O

O Re

Im

-2 -1 21

2 1 3i+

1
π

3
π

3
π2

்பைம்	2.40

θ
θ-

z

z-

r

1-r

Re

Im

O
1
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  =  r r i1 2 1 2 1 2 1 2 2 1cos cos - sin sin sin cos sin cosθ θ θ θ θ θ θ θ( )+ +( )( )
 z z1 2  =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

குறிபபு
   arg z z1 2( )  =  θ θ1 2 1 2+ = ( ) + ( )arg argz z .

்பண்பு 3

z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	
z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

தீர்வு
 z1  ெறறும்	 z2 வின	துருெ	ெடிெங்்்ைப	்பயன்படுத்த

 z
z

1

2

 =  
r
r

i
i

1

2

1 1

2 2

cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

+( )
+( )

  =  
r
r

i i
i i

1

2

1 1 2 2

2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin cos sin

θ θ θ θ
θ θ θ θ

+( ) −( )
+( ) −(( )

  =  
r
r

i1

2
2

1 2 1 2 1 2 2 1cos cos sin sin sin cos sin cos
cos

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ

+( ) + −( )
+ ssin2 θ

 z
z

1

2

 =  r
r

i1

2
1 2 1 2cos sinθ θ θ θ−( ) + −( )( ) .

குறிபபு

 arg z
z

1

2









  =  θ θ1 2 1 2− = ( ) − ( )arg argz z .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.25

 3
2 3 3

6 5
6

5
6

cos sin cos sinπ π π π
+






 ⋅ +






i i  என்	 வ்பரு்க்த்தின	 ெதிபபி்ன	 வசவெ்	 ெடிவில்	

்காண்.

தீர்வு

 
3
2 3 3

6 5
6

5
6

cos sin cos sinπ π π π
+






 ⋅ +






i i

    =  3
2

6
3

5
6 3

5
6







 +






 + +
















( ) cos sinπ π π πi

    =  9 7
6

7
6

cos sinπ π





 + 
















i

    =  9
6 6

cos sinπ
π

π
π

+





 + +
















i

Re

Im

z 1

z 2

z1

z 2-

1θ

1r(
,

)

r1
r2-(
, 1

2

θ
θ-

)

O

2θ

2r(
,

)

்பைம் 2.43
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    =  9
6 6

− 





 − 
















cos sinπ πi

    =  9 3
2 2

9 3
2

9
2

− −








 = − −

i i  .

 இது	வசவெ்	ெடிவில்	உள்ைது.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.26

 
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i
 என்	ெகுத்தலின	ெதிபபி்ன	வசவெ்	ெடிவில்	்காண்.

தீர்வு

 
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i

  =  1
2

9
4

3
2

9
4

3
2

cos sinπ π π π
−

−















 + −

−

























i

  =  1
2

9
4

3
2

9
4

3
2

cos sinπ π π π
+






 + +
















i

  =  1
2

15
4

15
4

1
2

4
4

cos sin cos sinπ π
π

π





 + 
















 = −






 +i i 44

4
π

π
−


















  =  
1
2 4 4

1
2

1
2

1
2

cos sinπ π





 − 
















 = −






i i

 
2 9

4
9
4

4 3
2

3
2

cos sin

cos sin

π π

π π

+







−





 +

−

















i

i
 = 1

2 2
1

2 2
2

4
2

4
− = −i i .

 இது	வசவெ்	ெடிவில்	உள்ைது.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.27

 z x iy= +  ெறறும்	 arg z
z

−
+







 =

1
1 2

p
	எனில், x y2 2 1+ = 	என்க்காட்டு்.

தீர்வு

      இபவ்பகாழுது,	
z
z

−
+

1
1

 =  x iy
x iy

x iy
x iy

+ −
+ +

=
− +
+ +

1
1

1
1

( )
( )

 =  
x iy x iy
x iy x iy

−( ) +  + −[ ]
+ +[ ] + −[ ]

1 1
1 1

( )
( ) ( )

   ⇒     z
z

−
+

1
1

 =  ( ) ( )
( )

x y i y
x y

2 2

2 2

1 2
1

+ − +
+ +

.

 வ்காள்்்   arg z
z

−
+









1
1

 =  p
2

     Þ  tan−

+ −










1
2 2

2
1

y
x y

 =  p
2

 

   ⇒      2
12 2

y
x y+ −

 =  tan p
2

   ⇒ +x y2 2  =  1.
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்பயிறசி 2.7
 1. கீழ்காணும்	்லபவ்பண்ளின	துருெ	ெடிவி்ன்க	்காண்.	

   (i) 2 2 3+ i  (ii) 3 3− i  (iii) − −2 2i  (iv) i

i

−

+

1

3 3
cos π πsin

.

 2. பினெருெனெற்்	வசவெ்	ெடிவில்	எழுது்.	

   (i) cos sin cos sinπ π π π
6 6 12 12

+





 +





i i  (ii) 

cos sin

cos sin

π π

π π
6 6

2
3 3

−

+







i

i
.

     3.  x iy x iy x iy x iy a ibn n1 1 2 2 3 3+( ) +( ) +( ) +( ) = + 	எனில்,	

   (i) x y x y x y x y a bn n1
2

1
2

2
2

2
2

3
2

3
2 2 2 2 2+( ) +( ) +( ) +( ) = +

  ( ) tan tanii −

=

−







 = 






 +∑ 1

1

1 2y
x

b
a

kr

rr

n

π , k∈ 	என்க்காட்டு்.

 4. 1
1

2 2+
−

= +
z
z

icos sin ,θ θ  எனில்,	 z i= tanθ 	என	நிறுவு்.

 5. cos cos cos sin sin sin ,α β γ α β γ+ + = + + = 0 	எனில்,	
   (i) cos cos cos cos3 3 3 3α β γ α β γ+ + = + +( ) 	ெறறும்

   (ii) sin sin sin sin3 3 3 3α β γ α β γ+ + = + +( ) 	என	நிறுவு்.

 6. z x iy= + 	ெறறும்	 arg z i
z

−
+







 =

2 4
p
	எனில்,	 x y x y2 2 3 3 2 0+ + − + = 	என்க்காட்டு்.

2.8 டி ேகாயவரின் மதறைமும் அதன் ்பயன்்பகாடுகளும்
(de Moivre’s Theorem and its Applications)

      ஆ்பரி்காம்	 டி	 ெகாய்ெர	 (1667–1754) என்	 ்ணிதவியல்	 அறிஞர	
மு்கவ்காணவியலில்	்லபபு	எண்்ைப	்பயன்படுத்தினகார.

  (cos sin ) (cos sin )θ θ θ θ+ = +i n i nn  எனும்	 சூத்திரம்	 அெரது	 வ்பயரகால்	
அறியப்படுகின்து.

 மு்கவ்காணவி்ல	ெடிவியலின	ஆதி்க்த்தில்	இருந்து	மீட்வைடுத்து	்பகுப்பகாய்விறகுள்	
வ்காணடு	வசல்ல	அெர	வ்பயரகால்	ெழங்கும்	இசசூத்திரவெ		தூணடுவ்காலகா்	அ்ெந்தது.

2.8.1 டி ேகாயவரின் மதறைம் (de Moivre's Theorem)

டி ேகாயவரின் மதறைம்

்காடுககபபெட்ட	கலப்பெண்	cos sinθθ θθ++ i 	மற்றும்	n	என்்ற	முழு	எண்ணிற்கு
(cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn

.

கிவளத்தேற்்றம்
 (1) (cos sin ) cos sinθ θ θ θ− = −i n i nn  (2) (cos sin ) cos sinθ θ θ θ+ = −−i n i nn

 (3) (cos sin ) cos sinθ θ θ θ− = +−i n i nn  (4) sin cos cos sinθ θ θ θ+ = −( )i i i .

 நகாம்	இபவ்பகாழுது	டிெகாய்ெரின	வதற்த்்த	் லபவ்பண்்ை	சுரு்ககுதல்	ெறறும்	சென்பகாடு்்ைத்	
தீரத்தல்	வ்பகான்ெறறிறகு	்பயன்படுத்துவெகாம்.

டி	மாய்்வர்
1667–1754
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.28

 z i= +( )cos sinθ θ 	எனில்,	 z
z

nn
n+ =

1 2cos θ ெறறும்	 z
z

i nn
n− =

1 2 sin θ 	என	நிறுவு்.

தீர்வு

 z i= +( )cos sinθ θ 	என்.

 டி	ெகாய்ெரின	வதற்ப்படி

   zn  =  cos sin cos sinθ θ θ θ+( ) = +i n i nn  

   1
zn

 =  z n i nn− = cos sinθ − θ

   ஆ்வெ,  z
z

n
n+

1  =  cos sin cos sinn i n n i nθ θ θ θ+( ) + −( )

   z
z

n
n+

1  =  2cos nθ .

 இதுவ்பகாலவெ,

   z
z

n
n−

1  =  cos sin cos sinn i n n i nθ θ θ θ+( ) − −( )

   z
z

n
n−

1  =  2i nsin θ .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.29

 சுரு்ககு்	 sin cosπ π
6 6

18

+





i .

தீர்வு
    sin cosπ π

6 6
+ i  =  i icos sinπ π

6 6
−






 	ஆ்	எழுதலகாம்.

 இருபு்மும்	18-ன	அடு்ககிறகு	உயரத்த,

   sin cosπ π
6 6

18

+





i  =  i i( ) −








18
18

6 6
cos sinπ π

    =  −( ) −





1 18

6
18

6
cos sinπ πi

    =  − −( ) = +cos sin3 3 1 0π πi i

   ஆ்வெ,   sin cosπ π
6 6

18

+





i  =  1.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.30

 சுரு்ககு்	
1 2 2
1 2 2

30+ +
+ −









cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

.

தீர்வு
    z  =  cos sin2 2θ θ+ i 	என்.

   | |z  =  | |z zz2 1= =  என்பதிலிருந்து	 


z
z

i= = −
1 2 2cos sinθ θ என	வ்ப்லகாம்.
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  ஆ்வெ,  1 2 2
1 2 2

+ +
+ −

cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

 =  1

1 1
1

1
+

+
=

+( )
+

=
z

z

z z
z

z .

  எனவெ,   1 2 2
1 2 2

30+ +
+ −









cos sin
cos sin

θ θ
θ θ

i
i

 =  z i30 302 2= +( )cos sinθ θ

   =  cos sin60 60θ θ+ i .
எடுத்துக்ககாட்டு 2.31

 சுரு்ககு்   (i) ( )1 18+ i   (ii) ( )− +3 3 31i .

தீர்வு

 (i) ( )1 18+ i

   1+ i  =  r icos sinθ θ+( ) 	என். 

   r  =  1 1 22 2+ =  ; α π
= 






 =−tan 1 1

1 4
, 

   θ  =  α
π

=
4

       ( 1+ i  ஆனது	முதலகாம்	்கால்	்பகுதியில்	உள்ைதகால்)

   ஆ்வெ,	1+ i  =  2
4 4

cos sinπ π
+






i

 இருபு்மும்	18-ன	அடு்ககிறகு	உயரத்த,

   ( )1 18+ i  =  2
4 4

2
4 4

18
18

18

cos sin cos sinπ π π π
+
















 = +






i i .

 டி	ெகாய்ெரின	வதற்ப்படி,

   ( )1 18+ i  =  2
18

4
18

4
9 cos sinπ π

+





i

    =  2 4
2

4
2

2
2 2

9 9cos sin cos sinπ
π

π
π π π

+





 + +
















 = +







i i 

   ( )1 18+ i  =  2 5129 ( )i i= .

 (ii) ( )− +3 3 31i

  − +3 3i  = r icos sinθ θ+( ) 	என்.

  r  =  −( ) + = =3 3 12 2 3
2

2 ,

  α  =  tan tan− −

−
= =1 13

3
3

3
π ,

  θ  =  π α π
π π

− = − =
3

2
3

 ( − +3 3i  ஆனது	II-ஆம்	் கால்	்பகுதியில்	உள்ைதகால்)

  ஆ்வெ,  − +3 3i  =  2 3 2
3

2
3

cos sinπ π
+






i .
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 இருபு்மும்	31-ன	அடு்ககிறகு	உயரத்த,

  ( )− +3 3 31i  =  2 3 2
3

2
3

31
31

( ) +





cos sinπ πi

   =  2 3 20 2
3

20 2
3

31( ) +





 + +
















cos sinπ

π
π

πi

   =  2 3 2
3

2
3

31( ) +





cos sinπ πi

   =  2 3
3 3

31( ) −





 + −
















cos sinπ

π
π

πi

   =  2 3
3 3

2 3 1
2

3
2

31 31( ) − +





 = ( ) − +









cos sinπ πi i .

2.8.2 ஒரு கலப்்பண்ணின் n-ஆம் ்படிமூலஙகனளக் ககாணல் 

          (Finding n th roots of a complex number)

 ்லபவ்பண்ளின	மூலங்்்ை்க	்காண	டி	ெகாய்ெரின	சூத்திரத்்தப	்பயன்படுத்துகிவ்காம்.	 n 	ஒரு	

முழு	எண	ெறறும்	ωஒரு	்லபவ்பண	ஆனது	z-ன	 n -ஆம்	்படிமூலம் z n1/ என்கவ்காணைகால்

   ω n  =  z 	எனபவ்ப்லகாம். ...(1)
   ω  =  ρ φ φcos +( )i sin  

   வெலும்		 z  =  r i r k i k kcos cos ,θ θ θ π θ π+( ) = +( ) + +( )( ) ∈sin sin2 2  	என்.

 z -ன	n-ஆம்	்படிமூலம் wஎனில்

   ω n  =  z
⇒  ρ φ φn nicos +( )sin  =  r k i k kcos ,θ π θ π+( ) + +( )( ) ∈2 2sin 

டி	ெகாய்ெரின	வதற்ப்படி,
  ρ φ φn n i ncos sin+( )  =  r k i k kcos ,θ π θ π+( ) + +( )( ) ∈2 2sin 

ெட்டு்க்்ையும்	வீசசு்்ையும்	செப்படுத்த
   ρ n  =  r  ெறறும் n k kφ θ π= + ∈2 ,  	எனபவ்ப்லகாம்.

   ρ  =  r n1/  ெறறும் φ θ π
=

+
∈

2k
n

k,  .

   ஆ்வெ.	ω -ன	ெதிபபு்ள்	 r k
n

i k
n

kn1 2 2/ cos sin ,θ π θ π+





 +

+















 ∈ .

 k -விறகு	எணணி்க்்யற்	ெதிபபு்ள்	இருந்தகாலும்	ω -விறகு	வெவவெ்கான	ெதிபபு்்ைப	வ்ப்
k n= −0 1 2 3 1, , , , , 	 எனபபிரதியிை	 வெணடும்.	  k n n n= + +, , ,1 2 	 என	 பிரதியிட்ைகால்	 கி்ைத்த	
மூலங்்வை	(சுறறுெட்ை	மு்்யில்)	சீரகான	இ்ைவெளியில்	கி்ை்ககும்.	ஆ்வெ	 z r i= +( )cosθ θsin  
என்	்லபவ்பணணின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π
, , , , , ,k n= −0 1 2 3 1

	.
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 ஒரு	 ்லபவ்பணணின	 n -ஆம்	 மூலத்தி்னω
θ π

=
+( )

ren
i k

n
2

,
என்கவ்காள்ெதன	மூலமும்	்பைத்தில்	்காட்டியுள்ைது	வ்பகான்	ஒரு	

அழகிய	 ெடிவியல்	 விை்க்த்தி்னப	 வ்ப்லகாம்.	 இந்த	 n  

மூலங்்ளு்ககும்,	 	 | |ω = rn  அதகாெது	ெட்டு	ெதிபபு	 rn 	 எனவெ	

இ்ெ	 ஆதி்ய	 ்ெயெகா்	 	 rn 	 ஆரமுள்ை	 ெட்ைத்தின	 மீது	

அ்ெயும்.	வெலும்	இந்த	 n  மூலங்்ளில்	அடுத்தடுத்த	மூலங்்ளின	

வீசசு்ள்	
2p
n

என்	 வித்தியகாசத்தில்	 வெறு்படுெதகால்	 இந்த	 n  

மூலங்்ளும்	ெட்ைத்தின	வெல்	சீரகான	இ்ைவெளி்ளில்	அ்ெயும்.

மேறகுறிபபு

(1) டி ேகாயவர் மதறைத்தின் ்்பகாது வடிவம் (General form of de Moivre's Theorem)

 x ஒரு	 விகிதமுறு	 எண	 எனில்	 cos sinx i xθ θ+  என்பது	 (cos sin )θ θ+ i x -ன	 ெதிபபு்ளில்	
ஒன்காகும்.

(2) அலகு வட்ைத்தின் துருவ வடிவம் (Polar form of unit circle)

   z  =  e iiθ θ θ= +cos sin  என்.

   எனவெ,	 z 2  =  cos sinθ θ+ i 2 எனபவ்ப்லகாம்.

   ⇒   x iy+ 2  =  cos sin2 2 1θ θ+ =

   ⇒   x y2 2+  =  1.

 எனவெ,  z =1 ஆனது	ஆதி்ய	்ெயெகா்்க	வ்காணை	அலகு	ெட்ைத்்த	 (ஓரலகு	ெட்ைத்்த)	
குறி்ககி்து.

2.8.3 ஒன்றின் n-ஆம் ்படிமூலஙகள் (The n th  roots of unity)

 zn =1 , nஒரு	முழு	எண,	என்	சென்பகாட்டின	தீரவு்வை	ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	ஆகும்.	
 z =1 என்	சென்பகாட்்ை	துருெ	ெடிவில் z k i k= +( ) + +( )cos sin0 2 0 2π π = ei k2 p ,  k = 0 1 2, , ,  
டி	ெகாய்ெரின	வதற்த்்தப	்பயன்படுத்தி	ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்்ை	பினெருெகாறு	்காணலகாம்:

 z k
n

i k
n

e k n
i k
n= 






 + 
















 = = −cos sin , , , , , ,2 2 0 1 2 3

2π π π

 11 . … (1)

 வ்காடு்க்ப்பட்ை	மி்்	முழு	எண n -்ககு, z 	என்பது	ஒனறின	n -ஆம்	்படி	மூலெகா்	இரு்ககுவெனில்	 
zn =1 	என	இரு்க்	வெணடும்.

 இத்னω என்	்லபவ்பணணின	மூலம்	குறித்தகால், 

   ω  = e i
n

i i
n

i
n

2 2 2π π π
= +cos sin

   ⇒    ω n  =  e e
i
n

n
i

2
2 1

π
π







 = = 	எனபவ்ப்லகாம்.

்பைம் 2.44

Re

Im

O

P

θ = 
2

n
π

ω

mω

1nω −

2nω −
θ

 n r

ஒரு	்லபவ்பணணின
n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்
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 ஆ்வெ	ஒனறின	 n -ஆம்	 ்படிமூலங்்ளில்	ஒனறு	 ω 	 ஆகும்.	
சென்பகாடு	 (1)-லிருந்து	 1 2 1, , , ,ω ω ω

n− 	 ஆகிய்ெ	 ஒனறின	 
n -ஆம்	 ்படிமூலங்்ள்	 ஆகும்.	  1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  என்	 இந்த	
்லபவ்பண்ள்	 ்லபவ்பண	 தைத்தில்	 n 	 ்ப்க்ங்்்ை	 உ்ைய		
சீரகான	 ்பலவ்காணத்தின	 உசசிபபுள்ளி்ைகா்	 ஓரலகு	 ெட்ைத்தின	
மீது	்பைத்தில்	்காட்டியுள்ைெகாறு	அ்ெயும்.	இந்த	எல்லகா	 n -ஆம்	
்படிமூலங்்ளின	 ெட்டு	 ெதிபபு்ளும்	  1	 எனவெ	இ்ெ	ஆதி்ய	
்ெயெகா்வும்	 ஆரம்	 1 வ்காணை	 ெட்ைத்தின	 மீது	 அ்ெயும்.	
வெலும்	இந்த	nமூலங்்ளில்	அடுத்தடுத்த	மூல்களு்ககு	இ்ைப்பட்ை 

வ்காண	வித்தியகாசம்	 	
2p
n

.	 எனவெ,	 	 n 	மூலங்்ளும்	ெட்ைத்தின	

மீது	சீரகான	இ்ைவெளி	விட்டு	அ்ெயும்.

 ஒனறின	n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	 1 2 1, , , ,ω ω ω

n−  ஆகிய்ெ	ω -்ெ	வ்பகாது	விகிதெகா்்க	வ்காணை	

வ்பரு்ககுத்	வதகாை்ர	அ்ெ்ககி்து.
 ஆ்வெ	1 1

1
02 1+ + + + =

−
−

=−ω ω ω
ω
ω



n
n

 	இங்கு	ω n =1 ெறறும்	ω ¹1 .

ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	கூட்டுத்வதகா்்
1 02 1+ + + + =−ω ω ω

n 	ஆகும்.

 ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	வ்பரு்ககுத்	வதகா்் 

   1 2 1ω ω ω n−  =  ω ω0 1 2 3 1
1

2+ + + + + −
−

= ( )
( )

n
n n

    =  ω π πn
n

i
n

i n ne e( ) = ( ) = ( ) = −
− −

− −
( ) ( )

( )
1

2 2
1

2
1 11

ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	வ்பரு்ககுத்வதகா்்
1 2 1ω ω ω n− = ( )− −1 1n   ஆகும்.

 | |ω =1	,	எனவெ  ωω ω= =| |2 1 ;  ஆ்்யகால்,	ω ω ω ω= ⇒ = ≤ ≤ −− −1 0 1( ) ,k k k n

ω ω ω ω ωn k n k k k k n− − −= = = ≤ ≤ −( ) , 0 1

ஆ்வெ,    ω ω ωn k k k k n− −= = ( ) ≤ ≤ −, .0 1

குறிபபு

 (1) ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தும்	வ்பரு்ககுத்	வதகாை்ர	அ்ெ்ககின்து.

 (2) ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	கூட்டுத்வதகா்்	பூஜ்ஜியெகாகும்.

 (3) ஒனறின	 n -ஆம்	்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தின	வ்பரு்ககுத்வதகா்் ( )− −1 1n 	ஆகும்.

 (4) ஒனறின	 n -ஆம்	 	 ்படிமூலங்்ள்	அ்னத்தும்	ஆதி்ய	 ்ெயெகா்வும்	ஆரம்	  1	 வ்காணை	
ெட்ைத்தின	மீது	அ்ெெதுைன	ெட்ைத்்த	 n  செ்பகா்ங்்ைகா்ப	பிரி்ககின்து.	வெலும்	இ்ெ	
n  ்ப்க்ங்்ள்		வ்காணை	்பலவ்காணத்்த	அ்ெ்ககின்து.

்பைம் 2.45

1 Re

Im

O1-

i

i-

P

Q
θ = 

2
n

π

m

ω

ω

1nω −

2nω −

θ

ஒனறின	n-ஆம்	்படிமூலங்்ள்	
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எடுத்துக்ககாட்டு 2.32

 ஒனறின	மூன்காம்	்படிமூலங்்்ை்க	்காண்.

தீர்வு

 நகாம்	1
1
3 ஐ	்காணவெணடும்.	 z =1

1
3 எனில்,			 z3 1=  	ஆகும்.

 z3 1=  என்	சென்பகாட்்ை	துருெ	ெடிவில்	எழுத

 z k i k e ki k3 20 2 0 2 0 1 2= + + + = =cos( ) sin( ) , , , ,p p p


.

    எனவெ, z k i k e k
i k

= 





 + 






 = =cos sin , , ,2

3
2

3
0 1 2

2
3p p p

.

 k = 0 1 2, , 	எனபபிரதியிை

 k = 0,  z  =  cos sin0 0 1+ =i .

 k =1, z  =  cos sin cos sin2
3

2
3 3 3

p p
p

p
p

p
+ = −






 + −






i i

   =  − + = − +cos sinp p
3 3

1
2

3
2

i i .

 k = 2 , z  =  cos sin cos sin4
3

4
3 3 3

p p
p

p
p

p
+ = +






 + +






i i

   =  − − = − −cos sinp p
3 3

1
2

3
2

i i .

 ஆ்வெ,	ஒனறின	மூன்காம்	்படிமூலங்்ள்

          1
1 3

2
1 3

2
, ,− + − −i i

  Þ   1,ω , ெறறும் ω 2 ,  இங்குω
π

= =
− +e ii 2

3 1 3
2

.

எடுத்துக்ககாட்டு  2.33
 ஒனறின	நகான்காம்	்படிமூலங்்்ை்க	்காண்.

தீர்வு

 நகாம்		1
1
4 ஐ	்காண	வெணடும்.	 z =1

1
4 	எனில்	 z4 1= 	ஆகும்.

  z4 1= 	என்	சென்பகாட்்ை	துருெ	ெடிவில்	எழுத,

 z  =  cos sin , , , ,0 2 0 2 0 1 22+( ) + +( ) = =k i k e ki kπ π π
 .

 எனவெ,	 z  =  cos 2
4

2
4

2
4k i k e

i kπ π π





 + 






 =sin , k = 0 1 2, , ,3.

      k = 0 1 2 3, , , 	எனபபிரதியிை

  k = 0,  z  =  cos 0 0 1+ =i sin .

  k =1,  z  =  cos sinπ π
2 2







 + 






 =i i .

ஒனறின	மூன்காம்	
்படிமூலங்்ள்

1

1 3
2 2

i− +

 1 3
2 2

i− −

Re

Im

O

்பைம் 2.46

1 Re

Im

O1-

i

i-
ஒனறின	நகான்காம்	

்படிமூலங்்ள்
்பைம் 2.47
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  k = 2,  z  =  cos sinπ π+ = −i 1.

  k = 3,  z  =  cos sin cos sin3
2

3
2 2 2

π π π π
+ = − − = −i i i .

 ஒனறின	நகான்காம்	்படிமூலங்்ள்	1 1, , ,i i− −    Þ    1 2, , ,ω ω 	ெறறும்	ω3 , இங்கு	ω
π

= =e i
i 2

4 .

குறிபபு

 (i) இப்பகாைப்பகுதியில்ω என்பது	ஒனறின	n -ஆம்	்படிமூலத்்த	குறிபபிைப	்பயன்படுத்தப்பட்டுள்ைது.	
எனவெ	 ω 	 ஆனது	 n -ஐப	 வ்பகாருத்து	 எவெகாறு	 அ்ெகின்து	 என்பது	
அட்ைெ்ணப்படுத்தப்பட்டுள்ைது.

n-ன	ெதிபபு்ள் 2 3 4 5  k

ω -ன	ெதிபபு்ள் e
i 2

2
p

e
i 2

3
p

e
i 2

4
p

e
i 2

5
p



e
i
k

2p

 (ii) z eiθ என்பெது	 z -ஐ	ஆதிவய	்பொறுத்து	θ தகாணம்	கடிகார	எதிர்திவெயில	சுற்று்வது	ஆகும்.

எடுத்துக்ககாட்டு 2.34

 z i3 8 0+ = 	என்	சென்பகாட்்ைத்	தீர்க்.		இங்கு z∈ .

தீர்வு

             z i3 8 0+ = 	என்.

  Þ     z3  =  −8i

   =  8 8
2

2
2

2( ) cos ,− = − +





 + − +
















 ∈i k i k kπ

π
π

πsin  . எனவெ,

  z  =  8 4
6

4
6

3 cos − +





 +

− +

















π π π πk i ksin , k = 0 1 2, , .

 k = 0 1 2, ,  எனப	பிரதியிை

 k = 0,  z  =  2
6 6

2 3
2

1
2

cos −





+ −
















= −






p pi isin 





= −3 i .

 k =1,  z  =  2
2 2

2 2 0 0 2 2cos π π





 + 
















 = = +( ) = + =i i i isin .

 k = 2,  z  =  2 7
6

7
6

2
6 6

cos cosπ π
π

π
π

π





 + 
















 = +






 + +i isin sin


















   =  2
6 6

2 3
2

1
2

3− 





 − 
















 = − −









 = − −cos π πi i isin .

 z -ன	ெதிபபு்ள்	 3 2− i i, , 	ெறறும்	− −3 i.
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எடுத்துக்ககாட்டு  2.35

 3 + i -ன	எல்லகா	மூன்காம்	்படிமூலங்்்ையும்	்காண்.

தீர்வு

 நகாம்	 3
1
3+( )i -ன	ெதிபபு்்ை	்காண	வெணடும்.	 z i= +( )3

1
3 எனில்

   z3  =  3 + = +( )i r icosθ θsin 	ஆகும்.

   r  =  3 1 2+ = , ெறறும்	α θ
π

= =
6

 (
 3 + i  I	்கால்்பகுதியில்	அ்ெெதகால்)

   ஆ்வெ,  z3  =  3 2
6 6

+ = +





i icos sinπ π

   Þ    z  =  2 12
18

12
18

0 1 23 cos sin , , ,π π π π+





 +

+















 =

k i k k .

  k = 0 1 2, , 	எனபபிரதியிை,

 k = 0,  z  =  2
18 18

1
3 cos sinπ π

+





  ;

 k =1,  z  =  2 13
18

13
18

1
3 cos sinπ π

+





 ;

 k = 2,  z  =  2 25
18

25
18

2 7
18

7
18

1
3

1
3cos sin cos sinπ π π π

+





 = − −






 .

எடுத்துக்ககாட்டு  2.36
 z z1 2, , 	ெறறும்	 z3 	ஆகிய்ெ	 z = 2  	என்	ெட்ைத்தின	மீத்ெந்த	செ்ப்க்	மு்கவ்காணத்தின	

உசசிபபுள்ளி்ள்	என்.	வெலும்	 z i1 1 3= + 	எனில்,		 z2 	ெறறும்	 z3-ஐ்க	்காண்.
தீர்வு

 z = 2  என்பது	 ( , )0 0 -்ெ	்ெயெகா்வும்.	2 ஐ	ஆரெகா்வும்	2 வ்காணை	ெட்ைத்்த்க	குறி்ககும்.		A, 
B, ெறறும்	C ஆகிய்ெ	மு்கவ்காணத்தின	மு்னபபுள்ளி்ள்	என்.	 z z1 2, 	ெறறும்	 z3 	ஆகிய்ெ z = 2  

என்	ெட்ைத்தின	மீத்ெந்த	செ்ப்க்	மு்கவ்காணத்தின	உசசிபபுள்ளி்ள்.	எனவெ,	 AB, BC, ெறறும் CA  

என்	்ப்க்ங்்ள்	ஆதி்ய	வ்பகாருத்து	(மு்கவ்காணத்தின	சுறறு	ெட்ை	்ெயம்)	
2
3
p
வரடியன்ள்	(120° ) 

வ்காண	இ்ைவெளி	விட்டு	அ்ெயும்.	 ( z eiθ  என்பது	 z -ஐ	ஆதி்யப	வ்பகாருத்து	 θ  வ்காணம்	்டி்கார	

எதிரதி்சயில்	சுறறுெது	ஆகும்)

 ஆ்வெ,	 z1 -ஐ	மு்்வய	
2
3
p  ெறறும்	

4
3
p
	வ்காணங்்ள்	சுறறுெதகால்	 z2 	ெறறும்	 z3  ஆகியெற்்	

வ்ப்லகாம்.
            OA

� ���
 =  z i1 1 3= +  	என்.

            OB
� ���

 =  z e i e
i i

1

2
3

2
31 3

π π

= +( )
   =  1 3 2

3
2
3

+( ) +





i icos sinπ π

                            =  1 3 1
2

3
2

2+( ) − +








 = −i i ;

Re

Im

O

 
1 1 3z i= +

A

2
3
π

2
3
π

2 2z = −

B

C

2

3 1 3z i= −

்பைம் 2.48

Chapter 2 Complex Numbers.indd   97 05-02-2020   17:35:46



98XII - கணிதவியல்

             OC
� ���

 =  z e z e e
i i i

1

4
3

2

2
3

2
32

π π π

= = −

                                 =  − +





2 2

3
2
3

cos sinπ πi

   =  − − +








 = −2 1

2
3

2
1 3i i .

  ஆ்வெ,   z2  =  − = −2 1 33, and z i .

்பயிறசி 2.8

 1. ω ≠ 1என்பது	ஒனறின	மூன்காம்	்படிமூலம்	எனில்	
a b c
b c a

a b c
c a b

+ +
+ +

+
+ +
+ +

= −
ω ω
ω ω

ω ω
ω ω

2

2

2

2 1	என	

நிறுவு்.

 2. 3
2 2

3
2 2

3
5 5

+








 + −









 = −

i i
	என்க்காட்டு்.

 3. 
1

10 10

1
10 10

10

+ +

+ −

















sin cos

sin cos

π π

π π

i

i
-ன	ெதிபபு	்காண்.

 4.  2 1cosα = +x
x
ெறறும்		 2 1cos ,β = +y

y
என்க	வ்காணடு.	கீழ்க்காண்ப்ெ்்ை	நிறுவு்.

   (i) x
y

y
x

+ = −( )2cos α β  (ii) xy
xy

i− = +( )1 2 sin α β

   (iii) x
y

y
x

i m n
m

n

n

m− = −( )2 sin α β  (iv) x y
x y

m nm n
m n+ = +( )1 2cos α β .

 5.  z3 27 0+ = 	என்	சென்பகாட்்ைத்	தீர்க்.

 6.  ω ≠ 1 என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	எனில்	 z −( ) + =1 8 03 	என்	சென்பகாட்டின	மூலங்்ள்

− − −1 1 2 1 2 2, ,ω ω 	என்க்காட்டு்.

 7. cos sin2
9

2
91

8 k i k
k

π π
+








=
∑ -ன	ெதிபபு	்காண்.

 8. ω ≠ 1 என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	எனில்,	பினெருெனெற்்	நிறுவு்.

   (i) ( ) ( ) .1 1 1282 6 2 6− + + + − =ω ω ω ω

   (ii) 1 1 1 1 1 12 4 8 211

+( ) +( ) +( ) +( ) +( ) =ω ω ω ω ω .

 9. z i= −2 2 	எனில்,	ஆதி்யப	வ்பகாருத்து	 z -ஐ	 θ  வரடியன்ள்	் டி்கார	தி்ச்ககு	எதிர	தி்சயில்	

சுழறறினகால்	 z -ன	ெதிப்்ப	கீழ்க்காணும்	θ ெதிபபு்ளு்ககு	்காண்.

   (i) θ
π

=
3

 (ii) θ π
=

2
3

 (iii) θ π
=

3
2

.
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்பயிறசி 2.9

ெரியான	அலலது	மிகப்பொருத்ேமான	விவ்டவய	தேர்ந்ேடுத்து	எழுதுக	:

 1. i i i in n n n+ + ++ + +1 2 3 –ன	ெதிபபு

  (1) 0   (2) 1  (3) −1  (4) i  

 2.  ( )i in n

n

+ −

=
∑ 1

1

13

–ன	ெதிபபு

  (1) 1+ i    (2) i   (3) 1  (4) 0  

 3. iz,	 ெறறும்	 z iz+ என்	 ்லபவ்பண்ள்	 ஆர்னட்	 தைத்தில்	 உருெகா்ககும்	 மு்கவ்காணத்தின	

்பரப்பைவு

  (1) 1
2

2| |z   (2) | |z 2   (3) 3
2

2| |z   (4) 2 2| |z  

 4. ஒரு	்லபவ்பணணின	இ்ண	்லபவ்பண 1
2i −  
எனில்,	அந்த	்லபவ்பண

  (1) 1
2i +

   (2) −
+
1
2i

  (3) −
−
1
2i

  (4) 1
2i −

 

 5.  z
i i

i
=

+( ) +( )
+( )

3 3 4

8 6

3 2

2  எனில்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 0   (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 6. 	z	எனும்	பூஜ்ஜியெற்	்லபவ்பணணிறகு	 2 2i z z= எனில்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 1
2

  (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 7. z i− + ≤2 2  எனில்,	 z –ன	மீபவ்பரு	ெதிபபு

  (1) 3 2−   (2) 3 2+    (3) 5 2−   (4) 5 2+  

 8. z
z

− =
3 2 எனில்,	 z –ன	மீபவ்பரு	ெதிபபு

  (1) 1  (2) 2   (3) 3   (4) 5  

 9. z =1எனில்,	1
1
+
+

z
z
–ன	ெதிபபு

  (1) z   (2) z   (3) 1
z

  (4) 1 

 10. z z i− = +1 2 என்	சென்பகாட்டின	தீரவு

  (1) 3
2

2− i   (2) − +
3
2

2i   (3) 2 3
2

− i   (4) 2 3
2

+ i  

 11. z1 1= ,  z2 2= ,  z3 3= , 	ெறறும்	 9 4 121 2 1 3 2 3z z z z z z+ + = எனில்,	 z z z1 2 3+ + –ன	ெதிபபு

  (1) 1   (2) 2   (3) 3    (4) 4  
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 12. z	என்	்லபவ்பணணகானது	 z∈� �\ ஆ்வும்	 z
z
R+ ∈

1
எனவும்	இருந்தகால்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 0    (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 13. z1, z2 , 	 ெற்ம்	 z3என்	 ்லபவ்பண்ள் z z z1 2 3 0+ + = 	 எனவும்	 z z z1 2 3 1= = = ஆ்வும்	

இருந்தகால்,	 z z z1
2

2
2

3
2+ + –ன	ெதிபபு

  (1) 3    (2) 2   (3) 1  (4) 0  

 14. z
z

−
+

1
1
என்பது	ழுழுெதும்	்ற்ப்ன	எனில்,	 z –ன	ெதிபபு

  (1) 1
2

   (2) 1  (3) 2   (4) 3  

 15. z x iy= + என்	்லபவ்பணணிறகு	 z z+ = −2 2 எனில்,	z–ன	நியெப்பகா்த

  (1) வெய்	அசசு (2) ்ற்ப்ன	அசசு (3) நீள்ெட்ைம் (4) ெட்ைம்

 16. 3
1− + i

என்	்லபவ்பணணின	ழுதன்ெ	வீசசு

  (1) −5
6
p   (2) −2

3
p    (3) −3

4
p   (4) −p

2
  

 17. sin cos40 40
5

 +( )i –ன	முதன்ெ	வீசசு

  (1) − °110    (2) − °70    (3) 70°    (4) 110°   

 18. 1 1 2 1 3 1+( ) +( ) +( ) +( ) = +i i i ni x iy எனில், 2 5 10 1 2. .  +( )n –ன	ெதிபபு

  (1) 1  (2) i   (3) x y2 2+   (4) 1 2+ n  
 19. ω ≠ 1என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	ெறறும்	 1 7+( ) = +ω ωA B எனில்,	 A B,( ) 	என்பது

  (1) ( , )1 0   (2) ( , )−1 1   (3) ( , )0 1   (4) ( , )1 1  

 20. 
1 3

4 1 3

2
+( )

−( )
i

i i
என்	்லபவ்பணணின	முதன்ெ	வீசசு

  (1) 2
3
p   (2) p

6
  (3) 5

6
p   (4) p

2
 

 21. x x2 1 0+ + = என்	சென்பகாட்டின	மூலங்்ள்	α ெற்ம்	 β எனில்,	α β2020 2020+ –ன	ெதிபபு

  (1) −2   (2) −1  (3) 1   (4) 2  

 22. cos sinπ π
3 3

3
4

+





i –ன	எல்லகா	நகானகு	ெதிபபு்ளின	வ்பரு்ககுத்	வதகா்்

  (1) −2   (2) −1  (3) 1  (4) 2  

 23. ω ≠ 1என்பது	ஒனறின	முப்படி	மூலம்	ெறறும்	
1 1 1
1 1
1

32 2

2 7

− − =ω ω
ω ω

k  எனில்,	k–ன	ெதிபபு

  (1) 1  (2) −1  (3) 3i   (4) − 3i   
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 24. 1 3
1 3

10
+
−











i
i

–ன	ெதிபபு

  (1) cis 2
3
p   (2) cis 4

3
p   (3) −cis 2

3
p   (4) −cis 4

3
p  

 25. ω π
= cis 2

3
எனில்

z
z

z

+
+

+
=

1
1

1
0

2

2 2

2

ω ω
ω ω
ω ω

	என்	சென்பகாட்டின	 	வெவவெ்கான	மூலங்்ளின  

எணணி்க்்.
  (1) 1  (2) 2   (3) 3   (4) 4   

்பகாைச்சுருக்கம்
 இப்பகாைப்பகுதியில்	நகாம்	்ற்்ெ்ள்

 ஒரு	கலப்பெண்ணின்	்ெவ்வக	்வடி்வம்	என்பெது	 x iy+ 	 (அலலது	 x yi+ ) ஆகும்.	இங்கு	 x
மற்றும்	 y ஆகியவ்வ	்மய்	எண்களாகும். 

 இரண்டு	 கலப்பெண்கள்	 z x iy1 1 1== ++  மற்றும் z x iy2 2 2== ++  ஆகியவ்வ	 ெமமாக	 இருககத்	
தேவ்வயானதும்	தபொதுமானதுமான	நிபெநேவன	Re( ) Re( )z z1 2== மற்றும்	Im( ) Im( )z z1 2== . அோ்வது	
x x1 2==  மற்றும்	 y y1 2== .

 x iy++ 	என்்ற	கலப்பெண்ணின்	இவணக	கலப்பெண் x iy−− 	என	்வவரயறுககபபெடுகின்்றது

இவணக	கலப்பெண்களின்	பெண்புகள்

 (1) z z z z1 2 1 2+ = +  (6) Im( )z z z
i

=
−
2

 (2) z z z z1 2 1 2− = −  (7) z zn n( ) = ( ) , இங்கு	 nஒரு	முழு	எண

 (3) z z z z1 2 1 2=  (8) z ஒரு	வெய்	எண	என	இருந்தகால்,	இருந்தகால்	ெட்டுவெ	 z z=  

 (4) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0









 = ≠,  (9) z  ஒரு	முழுெதும்	்ற்ப்ன	எண	என	இருந்தகால்,	

	 	 	 	 இருந்தகால்	ெட்டுவெ z z= −  

 (5) Re( )z z z
=

+
2

 (10) z z=

 z x iy== ++ எனில	 z 	-ன்	மடடு	மதிபபிவன	 z 	என	குறிபபிடுகின்த்றாம்.	இேவன		| |z x y== ++2 2 	
என	்வவரயறுபதபொம்.

கலப்பெண்ணின்	மடடுககான	பெண்புகள்

 (1) z z=  (5) z
z

z
z

z1

2

1

2
2 0= ≠,

 (2) z z z z1 2 1 2+ ≤ + (மு்கவ்காணச	செனிலி) (6) z zn n= , இங்கு n ஒரு	முழு	எண
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 (3) z z z z1 2 1 2=  (7) Re z z( ) ≤

 (4) z z z z1 2 1 2− ≥ −  (8) Im z z( ) ≤

ஒரு	்லபவ்பணணின	ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரம்

 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= + 	ெறறும்	b ¹ 0 .

r 	 மற்றும்	 θ ஆகியவ்வ	 P x y( , ) என்்ற	 பூஜ்ஜியமற்்ற	 கலப்பெண் z x iy= + -ன்	 துரு்வ	
ஆயத்்ோவலகள்	என்க.		 P 	என்்ற	புள்ளியின்	துரு்வ	அலலது	முகதகாண	்வடி்வம்	என்பெது

z r i= +(cos sin )θ θ .

துரு்வ	்வடிவின்	பெண்புகள்
்பண்பு 1
 z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z

r
i− = −( )1 1 cos sinθ θ 	ஆகும்.

்பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z z1 2 =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

்பண்பு  3
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

டி ேகாயவரின் மதறைம்

 (a) ்காடுககபபெட்ட	கலப்பெண்	cos sinθθ θθ++ i 	மற்றும்	n	என்்ற	முழு	எண்ணிற்கு	
	 	 (cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn .
    (b)  x ஒரு	விகிதமுறு	எண	எனில்	 cos sinx i xθ θ+  என்பது	 (cos sin )θ θ+ i x -ன	ெதிபபு்ளில்	
            ஒன்காகும்.

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π , k n= −0 1 2 3 1, , , , , .

 (3) z z z z1 2 1 2=  (7) Re z z( ) ≤

 (4) z z z z1 2 1 2− ≥ −  (8) Im z z( ) ≤

ஒரு	்லபவ்பணணின	ெர்க்மூலம்	்காண	சூத்திரம்

 a ib
z a

i b
b

z a
+ = ±

+
+

−









2 2

, இங்கு z a ib= + 	ெறறும்	b ¹ 0 .

r 	 மற்றும்	 θ ஆகியவ்வ	 P x y( , ) என்்ற	 பூஜ்ஜியமற்்ற	 கலப்பெண் z x iy= + -ன்	 துரு்வ	
ஆயத்்ோவலகள்	என்க.		 P 	என்்ற	புள்ளியின்	துரு்வ	அலலது	முகதகாண	்வடி்வம்	என்பெது

z r i= +(cos sin )θ θ .

துரு்வ	்வடிவின்	பெண்புகள்
்பண்பு 1
 z r i= +( )cos sin ,θ θ எனில் z

r
i− = −( )1 1 cos sinθ θ 	ஆகும்.

்பண்பு 2  
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z z1 2 =  r r i1 2 1 2 1 2cos sinθ θ θ θ+( ) + +( )( ) .

்பண்பு  3
 z r i1 1 1 1= +( )cos sinθ θ ெறறும் z r i2 2 2 2= +( )cos sinθ θ எனில்,	

z
z

r
r

i1

2

1

2
1 2 1 2=  −( ) + −( )cos sinθ θ θ θ .

டி ேகாயவரின் மதறைம்

 (a) ்காடுககபபெட்ட	கலப்பெண்	cos sinθθ θθ++ i 	மற்றும்	n	என்்ற	முழு	எண்ணிற்கு	
	 	 (cos sin ) cos sinθθ θθ θθ θθ++ == ++i n i nn .
    (b)  x ஒரு	விகிதமுறு	எண	எனில்	 cos sinx i xθ θ+  என்பது	 (cos sin )θ θ+ i x -ன	ெதிபபு்ளில்	
            ஒன்காகும்.

z r k
n

i k
n

n n1 1 2 2/ / cos sin=
+






 +

+

















θ π θ π , k n= −0 1 2 3 1, , , , , .

இனணயச் ்ெயல்்பகாடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/vchq92pg அல்லது Scan the QR Code

	 இ்ணய	 உலகாவி்ய	 தி்்க்வும்,	 வ்காடு்க்ப்பட்டுள்ை	 உரலி/வி்ரவு்க	
குறியீட்்ை	 தட்ைசசு	 வசய்யவும்.	 GeoGebra-வின	 "12th Standard Mathematics"	 ்ப்க்ம்	
வதகானறும்.	இப்பணித்தகாள்	புத்த்த்தின	இைது	்ப்க்ம்	உங்்ள்	்பகாைநூலுைன	வதகாைரபு்ைய	
்பல	அத்தியகாயங்்ள்	் காணப்படும்.	அெறறில் "Complex Numbers" எனும்	அத்தியகாயத்்தத்	
வதரவு	வசய்்.	இபவ்பகாழுது	இப்பகாைம்	வதகாைர்பகான	்பல	்பணித்தகாள்்்ை	இப்ப்க்த்தில்	
்காணபீர்ள்.	"Functions Identification" ்பயிறசித்தகா்ை	வதரவு	வசய்்.

Chapter 2 Complex Numbers.indd   102 05-02-2020   17:36:32



“சமன்பாட்டின அழகை இரசிகை முற்டும் ஒருவர் உணகமயிலேலே 
நுண்ணறிலவபாடு இரசிகை முற்ட்்பால் மிைவும் சரிேபான லைபா்ணத்தில்்பான 

இரசிககிறபார் எனேபாம்.”
- பால் டிராக்

3.1 அறிமுகம் (Introduction)
 இயற்கணித சமன்பாடு்களின தீர்வைக் ்கபாண்து ்கணிதத்தின மி்கப் ்ழ்மயபான சவைபால்களில 
ஒன்பாகும். அதிலும் குறிப்்பா்க ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடு்களின மூலங்க்ைக் ்கண்டறிய 
முயலவைதுதபான எனலபாம். ஏ்த்தபாழ கி.மு(ப்பாஆ.மு) 2000 ஆணடு ்கபால ்கட்டத்்தச் சபார்நத 
சுகமரியர்கள் மறறும் ்பாபிகலபானியர்களில ஆரம்பித்து, உல்க நபாடு்களின ்லகவைறு ்குதி்கைபான 
எகிப்து, கிகரக்்கம், இ்நதியபா, சீன மறறும் அரபு நபாடு்க்ைச் சபார்நத ்கணிதவியலபாைர்கள் 
மறறும் தத்துவை அறிஞர்கள்  அ்னவைரும் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடு்களுக்குத் 
தீரவு ்கபாண வி்ழ்நதனர.

 ்ண்்டய ்கபாலத்தில ்கணிதவியலபாைர்கள் ்கணக்கு்க்ையும் அதன தீரவு 
மு்்்க்ையும் முழுவைதும் வைபாரத்்த்கைபால வைடித்தனர. ப்பாது வைழிமு்்்க்ைத் 
தவிரத்து குறிப்பிட்ட தீரவு அ்மயும் ்கணக்கு்களில ஆரவைம் பசலுத்தினர. 
கு்் எண்க்ைக் ப்கபாணடுள்ை இரு்டிச் சமன்பாடு்களுக்்கபானத் தீரவி்ன 
பிரம்மகுப்தரதபான முதலமு்்யபா்கக் ்கண்டறி்நதபார. ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை்களி்ன 
ஆரபாய்நத ்கணிதவியலபாைர்களில சிலர யூக்லிட, ்்டகயபா்பான்டஸ், பிரம்மகுப்தர, 
உமர்கயயபாம், ஃபி்கனபாசி, ப்டஸ்்கபாரக்ட மறறும் ரூபினி ஆகிகயபாரபாவைர. ஐ்நதபாம்்டி சமன்பாடு்களின 
தீரவு ்கபாண இயற்கணித மு்்யில சூத்திரமு்் ஏதுமில்ல என்்த நிரூபிக்்க புரி்நது ப்கபாள்ை 
சிரமப்்டும் வை்்கயில மி்கநீண்ட வைபாதங்க்ை முன்வைத்து நிரூபித்தபார. இறுதியபா்க 1823 ஆணடில 
நபாரகவைஜியன ்கணிதவியலபாைரபான ஏப்ல அத்ன எளிய மு்்யில நிரூபித்தபார.

         ஒரு உற்த்தி நிறுவைனம் தன தயபாரிப்பு்க்ை பசவவை்க வைடிவைபான ப்டடி்களில 
அ்்டக்்க விரும்புகின்து. அ்நத நிறுவைனம் அ்கலத்்த வி்ட ஆறு ம்டங்கபா்க நீைம் 
அ்மயுமபாறும் அடிமபான நீைம் மறறும் அ்கலத்தின  கூடடுச் சரபாசரியபா்க உயரம் 
அ்மயுமபாறு ப்டடி்கள் தயபாரிக்்கப் ்்ட திட்டமிடுகின்து. எனகவை அ்நத நிறுவைனம் 
வை்ரயறுக்்கப்்ட்ட ்கனஅைவு ப்கபாண்ட ப்டடியின ்லகவைறு ்க்்க அைவு்களின 

சபாத்தியக் கூறு்கள் ்றறி அறிய விரும்புகின்து. 

 அடிமபானத்தின அ்கலம் x  எனவும், நீைம் x+6  எனவும் மறறும் உயரம் x+3  எனவும் 
்கணக்கி்டப்்ட்டபால ப்டடியின ்கன அைவு  x x x+( ) +( )3 6  என அ்மயும். ்கன அைவு 2618  
ச.அடியபா்கக் ப்கபாண்டபால x x x3 29 18 2618+ + =  என அ்மயும். இச்சமன்பாடடி்னத் தீரக்கும் 
வை்்கயில x  -ன மதிப்பு அ்ம்நதபால கத்வையபான அைவு்களு்டன ப்டடி அ்மயும்.
 ஒரு வைட்டமும் ஒரு கநரக்க்கபாடும் இரு புள்ளி்களுக்கு கமல பவைடடிக் ப்கபாள்ைபாது என நபாம் 
அறிகவைபாம். இத்ன எங்ஙனம் நிரூபிப்்து? இத்த்்கய கூறறு்க்ை நிரூபிக்்க ்கணிதச் சமன்பாடு்கள் 
உதவுகின்ன. x yதைத்தில ஆதிபுள்ளி்ய ்மயமபா்கவும் r ஐ ஆரமபா்கவும் உள்ை வைட்டத்தின 

சமன்பாடு  , x y r2 2 2+ =  என அ்மயும். கமலும் இகத தைத்தில அ்ம்நத ஒரு கநரக்க்கபாடடின 

ஏப்ல்
(1802-1829)
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சமன்பாடு ax by c+ + = 0  என அறிகவைபாம். இவவைட்டமும் கநரக்க்கபாடும் பவைடடிக் ப்கபாள்ளும் 

புள்ளி்கள் இரு சமன்பாடு்க்ையும் நி்்வு பசயயும். கவைறு வை்்கயில பசபாலவைபதன்பால,

x y r2 2 2+ =  மறறும் ax by c+ + = 0  

ஆகிய உ்டனநி்கழ் சமன்பாடு்களின தீரவு்ககை பவைடடிக் ப்கபாள்ளும் புள்ளி்க்ைத் தரும். கமற்கண்ட 
சமன்பாடு்களின தீரவிலிரு்நதுதபான அ்வை ஒன்்பயபானறு பதபாடுகி்தபா, இரு புள்ளி்களில மடடும் 
பவைடடுகின்தபா அலலது பவைடடிக் ப்கபாள்வைகத இல்லயபா என நபாம் தீரமபானிக்்க  இயலும்.

 ்ண்்டய ்கபாலத்தில குறிப்பிட்ட சில வைடிவை உருவை்மப்பு ்கணக்கு்களில ்கவைரபாயமும், 
வை்ரக்கபாலும் (அலகு்கள் குறிப்பி்டபாத கநர மு்ன) மடடுகம ்யன்டுத்தி வைடிவைத்்த உருவை்மக்கும் 
்கணக்கு்கள் உணடு. சபான்பா்க, ஒரு சீரபான அறுக்கபாணம் மறறும் 17  ்க்்கம் ப்கபாண்ட ்லக்கபாணமும் 
இத்த்்கய மு்்யில உருவை்மக்்கலபாம், ஆனபால ஒரு எழுக்கபாணத்்தகயபா அலலது 18  ்க்்கம் 
ப்கபாண்ட ்லக்கபாணத்்தகயபா இவவைபாறு உருவைபாக்்க இயலபாது. குறிப்்பா்க கீழ்க்்கபாணும் மூனறு 
பிர்லமபான ்கணக்கு்களில ்கவைரபாயம் மறறும் வை்ரக்கபால ஆகிய இரண்்ட மடடும் ்யன்டுத்தி 
உருவைபாக்்க இயலபாது. அம்மூனறு பினவைருமபாறு:

 • ஒரு க்கபாணத்்த முக்கூ்பாக்குதல (ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட க்கபாணத்்த மூனறு சமக்கபாணங்கைபா்க 
பிரித்தல)

 • வைட்டத்்த சதுரமபாக்்கல (ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட வைட்டத்தின ்ரப்்ைவுக்குச் சம ்ரப்்ைவுள்ை 
ஒரு சதுரத்தி்ன உருவைபாக்குதல, இதறகு ்கணிதகம்த இரபாமபாநுஜனின ்்கப்பிரதியில 
கதபாயபாத்தீரவு ப்கபாடுத்துள்ைபார)

 • ்கன சதுரத்்த இரடடிப்்பாக்்கல (ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்கனசதுரத்தின ்கன அைவுக்கு இரு ம்டஙகு 
இ்ணயபா்க ஒரு ்கனசதுரத்தி்ன உருவைபாக்குதல)

 இத்த்்கய ் ண்்டய ்கணக்கு்களுக்்கபான தீரவு்கள் இவைற்் ் லலுறுப்பு க்கபா்வைக் ்கணக்கு்கைபா்க 
மபாறறிய பி்க்க ்கண்டறிய இயன்து; உண்மயில இத்்கைே வடிவகமப்புைகை உருவபாகை இேேபாது. 
ஒரு பசய்லச் பசயய இயலுமபா அலலது இயலபாதபா என நிரூபிக்்க ்கணிதம் து்ண புரிகின்து.

 ந்்டமு்் வைபாழ்வியல பிரச்சி்ன்களுக்குத் தீரவு ்கபாண கவைணடும் எனில, அவைறறி்ன 
்கணிதவியலபாைர்கள் ்கணக்்கபா்க மபாறறி, அறி்நத ்கணித மு்்்க்ைப் ்யன்டுத்தி ்கணிதத் தீரவு 
எடடியவு்டன மீணடும் ந்்டமு்் வைபாழ்க்்்கக்கு ஏற் வை்்கயில தீரவி்னத் தருவைர. இத்த்்கய 
மபாற்ங்களுக்கு உட்டும் ்லகவைறு வைபாழ்வியல பிரச்சி்ன்கள் ்கணிதத்தில சமன்பாடு்கைபாகின்ன. 
ஒரு ப்டடியின அைவு்க்ைப் ்றறித் தீரமபானிக்கும்க்பாதும், குறிப்பிட்ட வைடிவியல முடிவு்க்ை 
நிரூபிக்கும்க்பாதும்,சில வைடிவை்மப்பு்க்ை உருவைபாக்்க இயலபாது என நிரூபிக்கும்க்பாதும் அ்வை 
்கணித சமன்பாடு்கைபாகின்ன.

 இ்நத அத்தியபாயத்தில சமன்பாடு்களின சில க்கபாட்பாடு்க்ைப் ்றறியும் குறிப்்பா்க ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வைச் சமன்பாடு்க்ைப் ் றறியும் அவைறறின தீரவு்க்ைப் ் றறியும் ்கறக்பாம். கமலும் ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வை்களின சில ்ணபு்க்ைப் ்றறியும், ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை மூலங்களிலிரு்நது ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வைச் சமன்பாடு்கைபா்க உருவைபாக்குதல, அடிப்்்்ட இயற்கணித கதற்ம் அறிதல, ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வை்களின மூலங்களில மி்்க மறறும் கு்் மூலங்களின எணணிக்்்க ்கபாணல முதலியன 
்கறக்பாம். இவைறறின வைபாயிலபா்க குறிப்பிட்ட சிலவை்்க ் லலுறுப்புச் சமன்பாடு்களின தீரவுத் தன்ம்யக் 
்கபாண்து நமது இலக்்கபாகும். சில ் லலுறுப்புக் க்கபா்வை்கைபா்க  மபாற்  இயலபாத சமன்பாடு்களுக்்கபானத் 
தீரவி்ன ்லலுறுப்பு சமன்பாடு்களின வைபாயிலபா்க ்கண்டறிய உதவும் சில வைழிமு்்்க்ைப் ்றறியும் 
்கறக்பாம்.
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105 சமன்பாட்டியல்

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

 இப்்பா்டப்்குதி நி்்வுறும்க்பாது மபாணவைர்கள் அறி்நதிருக்்க கவைணடிய்வை்கைபா்க

	 ●	 மூலங்களின மீது ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை நி்்நத்ன்களுக்கு உட்டடு உயர்டி சமன்பாடு்க்ை 
உருவைபாக்்கல.

	 ●	 உயர்டிச் சமன்பாடு்க்ைத் தீரக்்க புதிய வைழிமு்்்க்ை அறி்நது ப்கபாைல.

	 ●	 தீரவு்களில சில விகிதமு்பா எண்கைபா்கவும் அலலது சில பமயயற் எண்கைபா்கவும் அ்மயும் 
உயர்டிச் சமன்பாடு்க்ை தீரக்கும் வைழிமு்் ்கபாணல.

	 ●	 த்லகீழ்  சமன்பாடு்க்ைக் ்கண்டறி்நது அவைறறின தீரவு ்கபாணுதல.

	 ●	 ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச்சமன்பாடு்களின மூலங்களின மி்்க மறறும் கு்் மூலங்களின 
எணணிக்்்க்ய  ப்ட்கபாரக்ட விதி முலம் ்கபாணுதல.

3.2 பல்லுறுப்புக நகோவைச் சமன்போடுகளின் அடிப்பவைக கூறுகள்

      (Basics of Polynomial Equations)

3.2.1 பல்லுறுப்புகநகோவைச் சமன்போடுகளின் ைவககள்

         (Different types of Polynomial Equations)

 எ்நதபவைபாரு கு்்யற் முழு எண n -க்கு, x  எனும் ஒறகற மபாறியில் n ்டியுள்ை ஒரு ் லலுறுப்புக் 

க்கபா்வையபானது, 

 P P x a x a x a x an
n

n
n≡ ( )= + + + +−
−

1
1

1 0    ஆகும். ... (1)

 இஙகு ar Îஆகிய்வை மபாறிலி்கைபா்கவும், r n= 0 1 2, , , ,  எனவும், இஙகு an ¹ 0 ஆகும். x  

எனும் மபாறி பமயபயண அலலது ்கலப்ப்ணணபா்க இருக்்கலபாம்.

 P எனும் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வையின அ்னத்து ப்கழுக்்களும் பமயபயண்கள் எனில, இத்ன  

” -ன மீதபான ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை P ” எனக்பாம். இகத க்பானறு, “ -ன மீதபான ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை 

P ” எனவும், “ -ன மீதபான ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை P ” எனவும், “ -ன மீதபான ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை P

” எனவும் ்க்லச்பசபாற்க்ைப் ்யன்டுத்துகிக்பாம்.  

 P எனும் சபாரபு, P x a x a x a x an
n

n
n( )= + + + +−
−

1
1

1 0  என வை்ரயறுக்்கப்்டடு ்லலுறுப்புக் 

க்கபா்வைச் சபாரபு என வைழங்கப்்டுகி்து.

 a x a x a x an
n

n
n+ + + + =−

−
1

1
1 0 0  ... (2)

என்து ்ல்லுறுப்புகலைபாகவச் சமன்பாடு என அ்ழக்்கப்்டுகின்து. 

 ஏகதனும் சில c Î -க்கு a c a c a c an
n

n
n+ + + + =−
−

1
1

1 0 0  எனில, c  என்து ்லலுறுப்புக் 

க்கபா்வை (1)-ன  ஒரு பூச்சியமபாக்கி எனவும், ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடு (2)-ன ஒரு மூேம் 
அலலது  தீர்வு எனவும் அ்ழக்்கப்்டுகின்து.
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106XII - கணிதவியல்

 c  என்து x  எனும் ஒரு மபாறி உள்ை சமன்பாடடின மூலம் எனில, “ x c=  ஒரு மூலம்” என 

எழுதுகவைபாம். ar  எனும் மபாறிலி்கள் ப்கழுக்்கள் எனப்்டுகின்து. an  எனும் ப்கழு  த்ல்மக் ப்கழு 

எனவும், a xn n  என்து த்ல்ம உறுப்பு அலலது முதன்ம உறுப்பு எனவும் அ்ழக்்கப்்டுகி்து. 

ப்கழுக்்கள் பமயபயணணபா்ககவைபா அலலது ்கலப்ப்ணணபா்ககவைபா இருக்்கலபாம். இதில விதிக்்கப்்டும் 
ஒகர நி்்நத்ன என்து த்ல்ம ப்கழு பூச்சியமற் எணணபா்க இருக்்ககவைணடும்.  த்ல்மக் ப்கழு 
1 என இருக்கும் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை  த்ல ஒற்் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை எனப்்டும்.

குறிப்புவை

 கீழ்க்்கபாணும் கூறறுக்்க்ைக் ்கவைனத்தில ப்கபாள்ைவும்
 • x  -ன அ்னத்து மதிப்பு்களுக்கும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சபாரபு்கள் வை்ரயறுக்்கப்்டுகின்ன.
 • ஒவபவைபாரு பூச்சியமற் மபாறிலியும் பூச்சியத்்த ்டியபா்கக் ப்கபாண்ட ்லலுறுப்புக் 

க்கபா்வையபாகும்.
 • 0  எனும் மபாறிலியும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையபாகும், இது பூச்சிே ்ல்லுறுப்புக லைபாகவ 

எனப்்டுகி்து. இதன ்டி வை்ரயறுக்்கப்்்டவில்ல.
 • ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின ்டி ஒரு கு்்யற் முழு எணணபா்க இருக்கும்.
 • த்ல்ம ப்கழு பூச்சியம் ப்கபாண்ட ஒகர ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை பூச்சிய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 

மடடுகம ஆகும்.
 • ்டி இரணடு  உ்்டய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை  இரு்டிப் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ எனப்்டும்.
 • ்டி மூனறு உ்்டய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை  முப்்டிப் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ எனப்்டும்,
 • ்டி நபானகு உ்்டய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை  நபாற்டிப் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ எனப்்டும்,

 ஒரு மபாறி x -ல அ்ம்நத ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய, x – ன ்டி இ்ஙகுவைரி்சயில 
அ்மயுமபாறு எழுதுவைது வைழக்்கம். அதபாவைது மி்க உயர்நத ்டி ப்கபாண்ட உறுப்பில பதபா்டஙகி மபாறிலி 
உறுப்பு ்க்்டசி உறுப்்பா்க இருக்குமபாறு எழுதுவைது வைழக்்கம்.

 சபான்பா்க, 2 3 4 5x y z+ + =  மறறும் 6 7 8 92 2 3x x y z+ + =   ஆகிய்வை x y z, ,  என்  மூனறு 
மபாறி்க்ைக் ப்கபாண்ட சமன்பாடு்கள் ஆகும்; x x2 4 5 0− + =  என்து x  எனும் ஒரு மபாறி ப்கபாண்ட 
சமன்பாடு ஆகும். மு்ந்தய வைகுப்பு்களில முக்க்கபாணவியல சமன்பாடு்கள், கநரிய சமன்பாடு்களின 
பதபாகுப்பு்கள், மறறும் சில ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடு்கள் ஆகியவைறறிறகு தீரவு ்கணக்டபாம்.

 x x2 5 6− +  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின பூச்சியமபாக்கி 3  எனவும் மறறும் x x2 5 6 0− + =  
எனும் சமன்பாடடின மூலம் அலலது தீரவு 3  எனவும் அறிகவைபாம். கமலும் cos sinx x( )= ( )  மறறும் 
cos sinx x( )+ ( )=1 ஆகியன x  எனும் ஒரு மபாறி ப்கபாண்ட சமன்பாடு்கைபாகும். இருப்பினும், 
cos sinx x( )− ( )  மறறும் cos sinx x( )+ ( )−1 ஆகியன ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை்கைபா்கபாது. எனகவை 

cos sinx x( )= ( )  மறறும் cos sinx x( )+ ( )=1 ஆகியன ”்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடு்கைபா்கபாது”. 

இப்்பா்டப்்குதியில “்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடு்க்ைப் ்றறி மடடுகம ்கவைனத்தில 
ப்கபாள்கிக்பாம். கமலும், ஒகர ஒரு மபாறி ப்கபாண்ட ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடு மூலம்  தீரவு 
்கபாணக்கூடிய சமன்பாடு்க்ை மடடுகம ்கருத்தில ப்கபாள்கவைபாம்.

 sin cos2 2 1x x( )+ ( )=  என்து   -ல உள்ை முறப்பாரு்மயபாகும். அகத சமயத்தில 

sin( ) cos( )x x+ =1   மறறும்  sin cos3 3 1x x( )+ ( )=  ஆகியன  சமன்பாடு்கைபாகும்.

 முக்கியமபா்க, ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை்களின ப்கழுக்்கள் பமயபயண்கைபா்ககவைபா அலலது 
்கலப்ப்ண்கைபா்ககவைபா இரு்நதபாலும் அடுக்குக் குறி கு்்யற் முழுக்்கைபா்கத்தபான இருக்்க கவைணடும்  

என்து குறிப்பி்டத்தக்்கது. உதபாரணமபா்க, 3 12x− +  மறறும் 5 1
1
2x +  ஆகியன 
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்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்கைபா்கபாது. ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்க்ைப் ்றறியும்,  ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 
சமன்பாடு்க்ைப் ்றறியும் குறிப்்பா்க இரு்டிச் சமன்பாடு்க்ைப் ்றறியும் முனனகர ்கறறுள்கைபாம். 
இப்்பா்டப் ் குதியில அவைற்்ப்்றறி சுருக்்கமபான ஒரு மீள்்பார்வையு்டன கமலும் சில ்கருத்துக்்க்ையும் 
்கபாணக்பாம்.

3.2.2 இருபடிச் சமன்போடுகள் (Quadratic Equations)

 இரு்டிச்  சமன்பா்டபான  ax bx c2 0+ + = -ல, b ac2 4-  என்து ்ணபு்கபாடடி என அ்ழக்்கப்்டடு 

D  எனக் குறிப்பி்டப்்டுகின்து. ax bx c2 + + எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின மூலங்கள் 

− +b
a
∆

2
 மறறும் 

− −b
a
∆

2
 என்ன ax bx c2 0+ + = -ன மூலங்கைபாகும் என நபாமறிகவைபாம்.  இவவிரு 

மூலங்க்ையும் ஒருஙக்க 
− ± −b b ac

a

2 4
2

 எனக் குறிப்பிடுகிக்பாம்.  இஙகு a ¹ 0 எனக் குறிப்பிடுவைது 

கத்வையற்து. ஏபனனில ax bx c2 + +  என்து இரு்டி சமன்பாடு எனக் கூறுவைதிலிரு்நகத a ¹ 0  

என்து பதளிவைபாகி்து.
 மூலங்கள் சமமபா்க இருக்்கத் கத்வையபானதும், மறறும் க்பாதுமபானதுமபான நி்்நத்ன ∆= 0  

ஆகும் எனக் ்கற்றி்நதுள்கைபாம்.  a b c, ,  என்ன பமய எனில

 • ∆> 0  என இரு்நதபால, இரு்நதபால மடடுகம மூலங்கள் பமயயபா்கவும் மறறும் பவைவகவை்பா்கவும் 

இருக்கும்.
 • ∆< 0  என இரு்நதபால, இரு்நதபால மடடுகம இரு்டிச் சமன்பாடடிறகு பமய தீரவு்கள் 

இருக்்கபாது.

3.3 வியடைோவின் சூத்திைஙகள் மறறும் பல்லுறுப்புக நகோவைச்
     சமன்போடுகவை உருைோககுதல்

     (Vieta’s  Formulae and Formation of Polynomial Equations)
 ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின ப்கழுக்்கள் அவைறறின மூலங்களின கூடுதல மறறும் மூலங்களின 
ப்ருக்்கல இவைற்் பதபா்டரபு்டுத்தும் சூத்திரகம வியட்டபாவின சூத்திரமபாகும்.  ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வையில பிபரஞ்சு ்கணிதவியலபாைரபான வியட்டபாவின ் ஙகு நவீன இயற்கணிதத்திறகு வைழிக்கபாலியது.

3.3.1 இருபடிச் சமன்போடடிறகோன வியடைோவின் சூத்திைஙகள்

        (Vieta’s formula for Quadratic Equations)

 ax bx c2 0+ + =  எனும் இரு்டி சமன்பாடடின மூலங்கள் a  மறறும் b என்க. 

பினனர,
 ax bx c a x x ax a x a2 2+ + = − − = − + +( )( ) ( ) ( )α β α β αβ .

 ஒத்த அடுக்கு்களின ப்கழுக்்க்ை ஒப்பிடும்க்பாது, α β+ = −
b
a

 மறறும் αβ =
c
a

 

என கி்்டக்கின்து. எனகவை α  மறறும் β  ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட 
ஒரு இரு்டிச் சமன்பாடு x x2 0− + + =( )α β αβ  ஆகும். அதபாவைது,  ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட மூலங்க்ைக்  
ப்கபாண்ட இரு்டிச் சமன்பாடு

  x2  -(மூலங்களின கூடுதல) x  + (மூலங்களின ப்ருக்்கல) = 0. ... (1)
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குறிப்பு

 கமற்கண்ட கூறறில, ஒரு்மச் பசபாலலபான ’ஒரு’ ்யன்டுத்தப்்டடுள்ைது. உண்மயில 
P x( ) = 0  எனும் இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள் α  மறறும் β எனில c  எனும் பூச்சியமற் 
மபாறிலிக்கு,  cP x( )  என்தும் α  மறறும் β  ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட    இரு்டிச் 
சமன்பா்டபாகும். 
 ப்கழுக்்களுக்கும் மூலங்களுக்கும் இ்்டகய உள்ை பதபா்டரபு்க்ைப் ்யன்டுத்தி மு்ந்தய 
வைகுப்பு்களில α  மறறும் β  மூலங்கைபா்க உ்்டய இரு்டிச்சமன்பாட்்ட உருவைபாக்கிகனபாம். 
உண்மயில அத்த்்கய சமன்பாடடில ஒனறுதபான சமன்பாடு (1)-ல தரப்்டடுள்ைது. 
எடுத்துக்்கபாட்டபா்க, 3  மறறும் 4  ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு இரு்டிச்சமன்பாடு 
x x2 7 12 0− + =  ஆகும். 

 கமலும் ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின மூலங்களின சபாரபு்க்ை 
மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட புதிய ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்கலபாம். இ்நத மு்்யில 
ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடடின மூலங்க்ைக் ்கபாணபாமகலகய புதிய 
்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்கலபாம். எடுத்துக்்கபாட்டபா்க, ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ஒரு 
்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச்சமன்பாடடின மூலங்களு்டன 2 -ஐ   கூடடுவைதன மூலம் புதிய ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வை சமன்பாட்்ட பினவைருமபாறு உருவைபாக்குகவைபாம். (்பாரக்்க எடுத்துக்்கபாடடு 3.1).

எடுத்துககோடடு  3.1
 17 43 73 02x x+ − =  எனும் இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள், α  மறறும் β எனில α + 2  
மறறும் β + 2  என்வைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு இரு்டிச்சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்கவும்.
தீரை

 17 43 73 02x x+ − =  எனும் இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள், α  மறறும் β என்தபால, 

α β+ = −
43
17

 மறறும் αβ = −
73
17

 ஆகும்.

 கத்வையபான இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள் α + 2  மறறும் β + 2 ஆகும். எனகவை,

   மூலங்களின கூடுதல = α β+ + 4  = −
+

43
17

4  = 25
17

      

   மூலங்களின ப்ருக்்கல = αβ α β+ + +2 4( )  = −
+

−





 +

73
17

2 43
17

4  = −91
17

. 

 எனகவை, கத்வையபான இரு்டிச் சமன்பாடு x x2 25
17

91
17

0− − =  ஆகும். இச்சமன்பாட்்ட  

17 -ஆல ப்ருக்்க, α + 2  மறறும் β + 2  ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட  17 25 91 02x x− − =  
எனும் இரு்டிச் சமன்பாடு கி்்டக்கி்து.

எடுத்துககோடடு 3.2
 2 7 13 02x x− + =  எனும் இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள் α  மறறும் β எனில α 2 மறறும் β 2   

ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு இரு்டிச் சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்கவும்.
தீரவு

 ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள் α  மறறும் β என்தபால, α β+ =
7
2

 மறறும் 

αβ =
13
2

 ஆகும்.

 எனகவை, கத்வையபான இரு்டிச் சமன்பாட்்ட ப்்,

   மூலங்களின கூடுதல =  α β α β αβ2 2 2 2 3
4

+ = + − =
−( ) .

   மூலங்களின ப்ருக்்கல =  α β αβ2 2 2 169
4

= ( ) =  
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  எனகவை, கத்வையபான இரு்டிச் சமன்பாடு x x2 3
4

169
4

0+ + =  எனக்கி்்டக்கி்து.

 4 3 1692x x+ +  =  0

 இதுகவை α 2 மறறும் β 2   ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட இரு்டிச் சமன்பா்டபாகும்

குறிப்புவை

 எடுத்துக்்கபாடடு 3.1 மறறும் 3.2-லிரு்நது α β+  மறறும் αβ  மதிப்பு்க்ைப் ்யன்டுத்தி 
மூலங்களின கூடுதல மறறும் ப்ருக்்கல பதபா்்க்யக் ்கணித்கதபாம். இவவைபாறு ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட 
இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்களின கூடுதல மறறும் ப்ருக்்க்லக் ப்கபாணடு கத்வையபான இரு்டிச் 
சமன்பாடடின மூலங்களின கூடுதல மறறும் ப்ருக்்க்ல ்கணக்கிடடுத் கத்வையபான 
இரு்டிச்சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்க இயலும். இஙகு ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடின தீரவு ்கபாணவில்ல 
என்து குறிப்பி்டத்தக்்கது.  ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாட்்ட உருவைபாக்கும் ்ணி முடிவை்்ட்நத 
பினனர கூ்ட α  மறறும் β மதிப்பு நமக்குத் பதரிவைதில்ல.

3.3.2 பல்லுறுப்புக நகோவைச் சமன்போடுகளுககோன வியடைோவின் சூத்திைஙகள்

        (Vieta’s formula for Polynomial Equations)
 இரு்டி ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை்கள் ் றறி அறி்நத்த கமலும் உயர ் டி ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களுக்கு 
நீடடிக்்கலபாம். இப்்பா்டப்்குதியில உயர்டி ்லலுறுப்பு க்கபா்வை்களின பூச்சியங்கைபாக்கி்களுக்கும் 
அதன ப்கழுக்்களுக்கும் உள்ை பதபா்டரபி்னப் ்றறி ்கறக்பாம்.  ்லலுறுப்புக் க்கபா்வையின 
பூச்சியங்கைபாக்கி்க்ைப் ்றறி சில த்கவைல்கள் பதரி்நதிரு்நதபால உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்க்ை 
உருவைபாக்குவைது எப்்டி என்்தப் ்றறிக் ்கறக்பாம்.  இப்்பா்டப்்குதியில n ்டியுள்ை 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின பூச்சியங்கைபாக்கி்க்ைகயபா  அலலது  n  ்டியுள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 
சமன்பாடடின மூலங்க்ைகயபா ்யன்டுத்துகவைபாம்.

3.3.2 (a) அடிப்படை இயற்கணிதத் ததற்றம் (The Fundamental Theorem of Algebra)

 P(x)=0  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின ஒரு மூலம் a  எனில (x-a)  என்து P(x)  -ன 

ஒரு ்கபாரணியபாகும்.  எனகவை P(x) -ன ்டி ≥1  ஆகும். a  மறறும் b  என்்வை P(x)=0  -ன மூலங்கள் 

எனில, (x-a)(x-b)  என்து  P(x)  -ன ஒரு ்கபாரணியபாகும்.  ஆ்்கயபால, P(x) -ன ் டி ≥ 2  எனக் கூ்லபாம். 

இவவைபாக், P(x)=0  -க்கு n  மூலங்கள் இரு்நதபால, அதன ் டி n  ஆ்ககவைபா அலலது அதறகு கமற்டக்டபா 

இருக்்ககவைணடும். அதபாவைது, n ்டி உளை ஒரு ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ சமன்பாட்டின மூேஙைள n-ககு 
லமற்ட்டு இருகைபாது.

 மு்ந்தய வைகுப்பு்களில “ம்டஙப்கண” ்றறி ்கற்்த நி்னவில ப்கபாள்கவைபாம். P  எனும் 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு ( )x a k−  என்து ஒரு ்கபாரணியபா்கவும் ( )x a k− +1  ்கபாரணியபா்க 

இலலபாமலும் அ்ம்நதபால, a  எனும் மூலத்தின ம்டஙப்கண k  எனறு அ்ழக்்கப்்டும். உதபாரணமபா்க 

x x2 6 9 0− + =  மறறும் x x x3 27 159 9 0− + − =  ஆகிய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களுக்கு  3  

எனும் மூலத்தின ம்டஙப்கண 2  ஆகும். இஙகு ்கலப்ப்ண்க்ை நபாம் ப்கழுக்்கைபா்கப் 

்யன்டுத்தவில்ல என்பாலும் x i x i2 4 2 3 4− + + +( )   மறறும் x x x x4 3 28 26 40 25 0− + − + = என் 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களுக்கு 2 + i  எனும் மூலத்தின ம்டஙப்கண 2 ஆகும். ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின a  எனும் மூலத்தின ம்டஙப்கண 1 என்பால, a  என்து 
்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடடின  எளிய மூலம் என அ்ழக்்கப்்டும்.

 P x( ) = 0  -க்கு ம்டஙப்கண்ணயும் கசரத்து   n  மூலங்கள் இரு்நதபால, அப்க்பாதும் கூ்ட ்டி  
n  -க்குச் சமமபா்ககவைபா அலலது அ்தவி்ட அதி்கமபா்ககவைதபான இருக்கும் எனக் ்கபாணகிக்பாம்.  கவைறு 
வைபாரத்்த்களில பசபாலவைபதன்பால “ n  ்டியுள்ை ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின 
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மூலங்களு்டன ம்டஙப்கண்ணயும் கசரத்து ்கணக்கிட்டபாலும் அச்சமன்பாடடிறகு n  மூலங்களுக்கு 

கமல இரபாது” எனலபாம்.
 சமன்பாடடியலிகலகய மி்கவும் முக்கியத்துவைம் வைபாய்நத கதற்ங்களில ஒனறு அடிப்்்்ட 
இயற்கணிதத் கதற்மபாகும். அதன நிரூ்ணம் இ்நநூலின ் பா்டத்திட்டத்திறகு அப்்பாற்ட்டது என்தபால 
கதற்த்தின கூறறு நிரூ்ணமினறித் தரப்்டடுள்ைது.

நதற்றம் 3.1 (அடிப்பவை இயறகணிதத் நதற்றம்) (The Fundamental Theorem of Algebra)
 ்டி n ≥1 என உள்ை ஒவபவைபாரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகும் கு்்்நத்டசம் ஒரு 
மூலமபாவைது   -ல இருக்கும்.

 இத்கதற்த்தின கூறறு மூலமபா்க n  ்டியுள்ை ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு  

மூலங்களின ம்டஙப்கண்ணயும் ்கணக்கில எடுத்துக் ப்கபாணடு கு்்்நத்டசம்  n  மூலங்கள்   -ல 

இருக்கும் என  நிரூபிக்்க இயலும். நமது விவைபாதத்தில இ்நத கூற்்யும் பதபாகுத்துக் கூறினபால 

n  ்டியுளை ஒரு ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ சமன்பாட்டிறகு    -ல் சரிேபாை n
மூேஙைள அவறறின ம்ஙபைணக்ணயும் ைருத்தில் பைபாளைப்்ட்டு அகமயும்.

 சில நூலபாசிரியர்கள் கமற்கண்ட கூற்்த்தபான அடிப்்்்ட இயற்கணித கதற்ம் எனக் 

குறிப்பிடுவைர. 

3.3.2 (b) வியடைாவின் சூத்திரம் (Vieta's Formula)
(i) முப்்டி ்ல்லுறுப்புகலைபாகவச் சமன்பாட்டிறைபான விேட்்பாவின சூத்திரம் 
     (Vieta’s Formula for Polynomial equation of degree 3)
 இனி இது க்பான் பதபா்டரபு்க்ை உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களுக்கும் விரிவு்டுத்தலபாம். 
கீழ்க்்கபாணும் முப்்டி ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாட்்ட ்கருதுகவைபாம்.
   ax bx cx d3 2+ + +  =  0 .

 அடிப்்்்ட இயற்கணிதத் கதற்த்தின்டி இதறகு மூனறு மூலங்கள் உணடு. அ்வை α  , β  மறறும் 

γ  என்க. எனகவை,

   ax bx cx d3 2+ + +  =  a x x x( )( )( )− − −α β γ  

 வைலப்்க்்கத்்த விரிவு்டுத்தி பினவைருமபாறு எழுதலபாம்.

ax bx cx d3 2+ + +  =  ax a x a x a3 2− + + + + + −( ) ( ) ( )α β γ αβ βγ γα αβγ .

 ஒத்த அடுக்கு்களின ப்கழுக்்க்ை ஒப்பி்ட,

 α β γ+ + =  −b
a

,  αβ βγ γα+ + =
c
a

 மறறும் αβγ =
−d
a

 எனப் ப்்லபாம். 

 ்லலுறுப்புக் க்கபா்வையின ்டி 3 என்தபால, a ¹ 0  எனறிருக்்ககவைணடும். இதனபால a  -ஆல 

வைகுப்்து அரத்தமுள்ைதபாகும். ஒற்் முப்்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மூலங்கள் மு்்கய α β,  

மறறும் γ  எனில,

 x2-ன ப்கழு =  − + +( )α β γ ,

 x-ன ப்கழு =  αβ βγ γα+ + , மறறும்

 மபாறிலி உறுப்பு =  −αβγ .
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(ii) ்டி n > 3  உக்ே ்ல்லுறுப்புக லைபாகவ சமன்பாட்டிறைபான விேட்்பாவின சூத்திரம்
     (Vieta’s Formula for Polynomial equation of degree n > 3)
 கமறக்்கண்ட பதபா்டரபு்கள் n   உயர்டி  ஒற்் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறக்கும் 
பமயயபாகும். ஒரு n  ்டி உள்ை த்லஒற்் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின மூலங்கள் 

α α α1 2, , ,… n  எனில, 

xn−1 -ன ப்கழு  =  
1å  =  −∑α1

xn−2 -ன ப்கழு  = 
2å  = α α1 2∑

xn−3 -ன ப்கழு  =  
3å  =  −∑α α α1 2 3

x -ன ப்கழு  =  ∑ −n 1  =  −( ) −
−∑1 1

1 2 1
n

nα α α...

x0 -ன ப்கழு=  மபாறிலி =  
nå  =  −( )1 1 2

n
nα α α...

இஙகு α∑ 1
 என்து அ்னத்து மூலங்களின கூடுதல, α α∑ 1 2  என்து அ்னத்து மூலங்க்ையும் 

இரணடிரணடு மூலங்கைபா்க எடுத்துக்ப்கபாணடு ப்ருக்கிக் கி்்டக்கும் மதிப்பு்களின கூட்டல ்லன,  

α α α∑ 1 2 3   என்து அ்னத்து மூலங்க்ையும் மும்மூன்பா்க ப்ருக்கிக் கி்்டக்கும் மதிப்பு்களின 

கூட்டல ்லன, எனத் பதபா்டரச்சியபா்க இவவைணணகம குறிப்பிடடுச் பசபாலலிக் ப்கபாணக்ட க்பா்கலபாம். 

எடுத்துக்்கபாட்டபா்க, α β γ, , ,  மறறும் δ  என்ன நபாற்டி (சதுர) ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடடின 

மூலங்கள்  எனில, α∑ 1
 என்்த α∑  எனறும்,  α α∑ 1 2  என்்த αβ∑  எனவும் எழுதலபாம் 

ஆ்ககவை, 

α α β γ δ

αβ αβ αγ αδ βγ βδ γδ

αβγ αβγ αβδ αγδ βγδ

αβγδ α

∑
∑
∑
∑

= + + +

= + + + + +

= + + +

= ββγδ

 மூலங்கள் பவைளிப்்்்டயபான எண வைடிவைத்தில இரு்நதபாலும் இத்த்்கய குறியீடு்க்ை வைசதிக்்கபா்க 
்யன்டுத்துகிக்பாம்.
 அதி்க ம்டஙப்கண ப்கபாண்ட மூலங்க்ைக் ்்கயபாளும்க்பாது ்கவைனம் கத்வை. உதபாரணமபா்க ஒரு 
முப்்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின  மூலங்கள் 1, 2, 2, எனில, α∑ = 5  மறறும்

αβ = × + × + × =∑ ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2 8 .

 கமற்கண்ட விவைபாதத்திலிரு்நது, ஒரு த்லஒற்் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு 
மூலங்களின கூட்டற்லன என்து xn−1 -ன குண்கத்்த −( )1 -ஆல ப்ருக்்க கி்்டக்கும் 

ப்ருக்்கலபதபா்்கயபாகும்.  கமலும், மூலங்களின ப்ருக்்கற்லன என்து மபாறிலி உறுப்்் 

−( )1 n -ஆல ப்ருக்்கக்  கி்்டப்்தபாகும்.
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எடுத்துககோடடு 3.3
 α β γ, ,  என்்வை  x px qx r3 2 0+ + + =  எனும் சமன்பாடடின மூலங்கைபா்க இரு்நதபால, 

ப்கழுக்்களின அடிப்்்்டயில Σ
1

βγ
 -ன மதிப்்்க் ்கபாண்க.

தீரவு

 x px qx r3 2 0+ + + = எனும் சமன்பாடடின மூலங்கள்  α , β , மறறும் γ  என்தபால, 

   1å α β γ+ +  =  − p  மறறும்  3å αβγ = −r .
 எனகவை,

   1
βγ∑   =  1 1 1

βγ γα αβ
α β γ

αβγ
+ + =

+ +
=

−
−

=
p
r

p
r

 .

3.3.2 (c) க்காடுக்்கப்படை மூலங்கடை டைத்து பல்லுறுப்புக்த்காடைச் சமன்பாடு்கடை 

            உருைாக்குதல் (Formation of Polynomial Equations with given Roots)

 இரு்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள் பதரி்நதிருக்குமபானபால, அதன சமன்பாட்்ட அ்மத்கதபாம். 

இப்ப்பாழுது, மூலங்க்ை  அறி்நதிரு்நதபால உயர்டி சமன்பாடு்க்ை எங்ஙனம் உருவைபாக்குவைது 

என்து ்றறி ்கறக்பாம்.  α α α1 2, , ,… n  என் மூலங்க்ை உ்்டய ஒரு n  ்டி  ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 
சமன்பாட்்ட எவவைபாறு ்கபாண்து?  ்கபாரணி்களின ப்ருக்்கற்லனபா்க ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 

சமன்பாட்்ட எழுதுவைது ஒரு வைழி ஆகும். அதபாவைது,   α α α1 2, , ,… n என மூலங்க்ையு்்டய ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு

x x x x n−( ) −( ) −( ) −( ) =α α α α1 2 3 0  ஆகும்.

ஆனபால இவவைபாறு ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்ட எழுதுவைது வைழக்்கமலல.  திட்ட 
வைடிவைத்தில ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்ட எழுத அதி்க ்கணக்கீடு்கள்  கத்வை. ஆனபால 
ப்கழுக்்களுக்கும் மூலங்களுக்கும் உள்ைத் பதபா்டரபி்னப் ்யன்டுத்தி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 
சமன்பாட்்ட  கநரடியபா்க நம்மபால எளிதபா்க எழுதிவி்ட இயலும். கமலும் முழுவைதுமபா்க ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்கபாமகலகய எ்நத ஒரு குறிப்பிட்ட அடுக்குள்ை x  -ன 
ப்கழு்வையும்   எழுதிவி்ட இயலும்.

 மூலங்கள் α β,  மறறும் γ  உ்்டய ஒரு முப்்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு

x x x3 2 0− + +( ) + + +( ) − =α β γ αβ βγ γα αβγ  ஆகும்.

 α α α1 2, , ,… n  மூலங்கைபா்கக் ப்கபாண்ட n  ்டியுள்ை ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்ட

x x x xn n n n n
n− ( ) + ( ) − ( ) + + −( ) =∑ ∑ ∑− − −α α α α α α α α α1

1
1 2

2
1 2 3

3
1 21 0 

 
என எழுதலபாம். 

இஙகு, α α α α α α1 1 2 1 2 3∑ ∑ ∑, , ,  ஆகியன முனனகர வை்ரயறுக்்கப்்ட்ட்வையபாகும்.

   உதபாரணமபா்க, 1 2,−  மறறும் 3  ஆகிய மூலங்க்ைக் ப்கபாண்ட ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு 

x x x3 21 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3 0− − +( ) + × −( ) + −( )× + ×( ) − × −( )× =  ஆகும்.

 இத்னச் சுருக்கும்க்பாது x x x3 22 5 6 0+ − + =  என்பாகும்.  (x-1)(x+2)(x-3) = 0  என்தன 

விரிவைபாக்்ககம x x x3 22 5 6 0+ − + =  என சரி்பாரப்்து ஆரவைமளிக்்கக் கூடியதபாகும்.
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எடுத்துககோடடு 3.4
 ax bx cx dx e4 3 2 0+ + + + = -ன மூலங்களின வைரக்்கங்களின கூடுதல ்கபாண்க.  இஙகு a ¹ 0
ஆகும்.
தீரவு
 ax bx cx dx e4 3 2 0+ + + + = -ன மூலங்கள்α β γ, , மறறும் δ என்க. எனகவை,  

  å1  =  α β γ δ+ + + = −
b
a

, 

  å2  =  αβ αγ αδ βγ βδ γδ+ + + + + =
c
a

,

  å3  =  αβγ αβδ αγδ βγδ+ + + = −
d
a

,

  å4  =  αβγδ =
e
a

.

 α β γ δ2 2 2 2+ + + -ன மதிப்்்க் ்கபாணகவைணடுபமனில,

  ( ) ( )a b c d a b c d ab ac ad bc bd cd+ + + ≡ + + + + + + + + +2 2 2 2 2 2

 எனும் முறப்பாரு்மயி்னப் ்யன்டுத்த கவைணடும். எனகவை,

  α β γ δ2 2 2 2+ + +  =  ( ) ( )α β γ δ αβ αγ αδ βγ βδ γδ+ + + − + + + + +2 2

   =  −





 − 








b
a

c
a

2

2

   =  
b ac
a

2

2

2−
.

எடுத்துககோடடு 3.5  
 x ax bx c3 2 0+ + + =  என் முப்்டிச் சமன்பாடடின  மூலங்கள் p q r: : எனும் விகிதத்தில 

அ்மய நி்்நத்ன்யக் ்கபாண்க.

தீரவு

 மூலங்கள் p q r: : எனும் விகிதத்தில இருப்்தபால, மூலங்க்ை, p qλ λ, மறறும் rλ எனக் 

ப்கபாள்்க. இனி,

  å1  =  p q rλ λ λ+ + = −a ,  ….(1)

  å2  =  ( )( ) ( )( ) ( )( )p q q r r pλ λ λ λ λ λ+ + = b ,                             ….(2)

  å3  =  ( )( )( )p q rλ λ λ = −c ,                                                        ….(3)

                         ( )1  ⇒ λ =  −
+ +
a

p q r
                                                                       ….(4)                                            

                         ( )3 ⇒ λ3 = −
c
pqr

                                                                              …..(5)

(4)-ஐ  (5)-ல பிரதியி்ட, நமக்கு கி்்டப்்து

                                        −
+ +











a
p q r

3

= −
c
pqr

⇒ pqra3 = c p q r( )+ + 3 .
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எடுத்துககோடடு 3.6
 x ax bx c3 2 0+ + + = எனும் முப்்டிச் சமன்பாடடின மூலங்களின வைரக்்கங்க்ை மூலங்கைபா்கக் 
ப்கபாண்ட ஒரு சமன்பாட்்ட உருவைபாக்கு்க. 
தீரவு
 x ax bx c3 2 0+ + + = எனும் முப்்டிச் சமன்பாடடின மூலங்கள் α β, மறறும் γ என்க. எனகவை, 

  å1  =  α β γ+ + = −a ,  ….(1)

  å2  =  αβ βγ γα+ + = b , ….(2)

  å3  =  αβγ = −c . ….(3)

 α β2 2, ,  மறறும் γ 2 ஆகியவைற்் மூலங்கைபா்கக்  ப்கபாண்ட ஒரு சமன்பாட்்ட உருவைபாக்்க 

கவைணடும்.
 (1), (2) மறறும் (3) ஆகியவைற்்ப் ்யன்டுத்தி,  பினவைருவைனவைற்்க் ்கண்டறிகவைபாம் :
                    å1  =  α β γ2 2 2+ + = ( ) ( )α β γ αβ βγ γα+ + − + +2 2 = ( ) ( )− −a b2 2  = a b2 2− ,

  å2  =  α β β γ γ α2 2 2 2 2 2+ +  = ( ) (( )( ) ( )( ) ( )( ))αβ βγ γα αβ βγ βγ γα γα αβ+ + − + +2 2

   =  ( ) ( )αβ βγ γα αβγ β γ α+ + − + +2 2 = ( ) ( )( )b c a2 2− − − = b ca2 2−

  å3  =  α β γ2 2 2 = ( )αβγ 2 = ( )−c 2 = c2 .

 எனகவை, கத்வையபான சமன்பாடு,

 x x x3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2− + +( ) + + +( ) −α β γ α β β γ γ α α β γ  =0.

  x a b x b ca x c3 2 2 2 22 2− −( ) + −( ) − =0 ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 3.7
 p  என்து ஒரு பமயபயண எனில, 4 4 2 02x px p+ + + =  எனும் சமன்பாடடின மூலங்களின 

தன்ம்ய p -ன  அடிப்்்்டயில ஆரபாய்க.

தீரவு

 ்ணபு்கபாடடி ∆ = − + = − − = + −( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 4 4 2 16 2 16 1 22 2p p p p p p  ஆகும்.

 எனகவை,
 − < <1 2p  எனில, ∆ < 0

  p = −1 அலலது p = 2  எனில,  ∆ = 0

  −∞ < < −p 1 அலலது 2 < < ∞p  எனில, ∆ > 0

எனகவை, ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு,
 − < <1 2p  எனில, ்கலப்ப்ண மூலங்க்ைப் ப்றறிருக்கும் ;

 p = −1 அலலது p = 2  எனில, சமமபான பமயபயண மூலங்க்ைப் ப்றறிருக்கும் ;

 −∞ < < −p 1 அலலது  2 < < ∞p  எனில, பவைவகவை்பான பமயபயண மூலங்க்ைப் ப்றறிருக்கும்.

பயிறசி 3.1
 1. ஒரு ்கனச் சதுரப் ப்டடியின ்க்்கங்க்ை 1, 2, 3 அலகு்கள் அதி்கரிப்்தபால ்கனச்சதுரப் 

ப்டடியின ப்கபாள்ைை்வைவி்ட 52 ்கன அலகு்கள்  அதி்கமுள்ை ்கனச் பசவவை்கம்  கி்்டக்கி்து 
எனில, ்கன பசவ்கத்தின ப்கபாள்ைை்வைக் ்கபாண்க.

 2. ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட மூலங்க்ைக் ப்கபாணடு முப்்டி சமன்பாடு்க்ை உருவைபாக்கு்க

   (i) 1, 2 , மறறும் 3  (ii) 1,1, மறறும் −2  (iii) 2, 1
2

 மறறும் 1
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 3. x x x3 22 3 4 0+ + + = எனும் முப்்டி சமன்பாடடின மூலங்கள் α , β மறறும் γ எனில 
கீழ்க்்கபாணும் மூலங்க்ைக் ப்கபாணடு முப்்டி சமன்பாடு்க்ை உருவைபாக்கு்க.

   (i) 2α , 2β மறறும் 2γ  (ii) 1
α

, 1
β

 மறறும் 
1
γ

 (iii) −α , −β  மறறும் −γ

 4. 3 16 23 6 03 2x x x− + − =  எனும் சமன்பாடடின  இரு மூலங்களின ப்ருக்்கல 1 எனில 

சமன்பாடடி்னத் தீரக்்க.

 5. 2 8 6 3 04 3 2x x x− + − = எனும் சமன்பாடடின மூலங்களின வைரக்்கங்களின கூடுதல ்கபாண்க.

 6. x x x3 29 14 24 0− + + = எனும் சமன்பாடடின இரு மூலங்கள் 3 2: என் விகிதத்தில 

அ்ம்நதபால, சமன்பாட்்ட தீரக்்க.

 7. α β, மறறும் γ ஆகியன ax bx cx d3 2 0+ + + = எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின 

மூலங்கைபா்க இருப்பின, ப்கழுக்்கள் வைபாயிலபா்க 
α
βγ∑ -ன மதிப்்்க் ்கபாண்க.

 8. α β γ, ,  மறறும் δ ஆகியன 2 5 7 8 04 3 2x x x+ − + = எனும் ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின 

மூலங்கள் எனில, α β γ δ+ + + மறறும்αβγδ ஆகியவைறறி்ன மூலங்கைபா்கவும் முழு 

எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கவும் ப்கபாண்ட ஓர இரு்டி சமன்பாட்்டக் ்கபாண்க.

 9. lx nx n2 0+ + = எனும் சமன்பாடடின மூலங்கள் p மறறும் q எனில, 
p
q

q
p

n
l

+ + = 0

எனக் ்கபாடடு்க. 

 10. x px q2 0+ + = மறறும் x p x q2 0+ ′ + ′ = ஆகிய இரு சமன்பாடு்களுக்கும் ஒரு ப்பாதுவைபான 

மூலம் இருப்பின, அம் மூலம் 
pq p q
q q
′ − ′
− ′

 அலலது 
q q
p p

− ′
′ −

ஆகும் எனக்்கபாடடு்க.

 11.  12 மீட்டர உயரமுள்ை ஒரு மரம் இரு ்குதி்கைபா்க முறி்நதுள்ைது.  முறி்நத இ்டம் வை்ர 
இருக்கும் கீழ்ப்்குதி, உ்்டப்பின கமற்குதியின நீைத்தின ்கனமூலம் ஆகும். இ்நதத் த்கவை்ல 
கீழ்ப்்குதியின நீைம் ்கபாணும் வை்்கயில ்கணிதவியல ்கணக்்கபா்க மபாறறு்க.

3.4  பல்லுறுப்புகநகோவைச் சமன்போடுகளின் ககழுககளின் பண்புகள் 

     மறறும் மூலஙகளின் பண்புகள்
       (Nature of Roots and Nature of Coefficients of Polynomial Equations)

3.4.1 கறபவன மூலஙகள் (Imaginary Roots)

 பமயபயண  ப்கழுக்்களு்்டய ஒரு இரு்டி சமன்பாடடிறக்கு α β+ i  என்து ஒரு மூலம் எனில, 
α β− i  என்தும் ஒரு மூலமபாகும். இப்்பா்டப்்குதியில உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களுக்கும் இது 
ப்பாரு்நதும் என்்த நிரூபிப்க்பாம்.

 இனி சமன்பாடடியியலிலுள்ை மி்க முக்கியத்துவைம் வைபாய்நத கதற்ங்களில ஒன்் நிரூபிப்க்பாம். 

நதற்றம் 3.2  இவைக கலப்கபண் மூலத் நதற்றம் (Complex Conjugate Root Theorem)

 பமயபயண  ப்கழுக்்களு்்டய ஒரு  ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு z0  ஒரு ்கலப்ப்ண 

மூலம் எனில, அதன இ்ணக் ்கலப்ப்ண அதபாவைது, z0  -ம் மூலமபா்க இருக்கும்.
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நிரூபைம்

 P x a x a x a x an
n

n
n( ) = + + + + =−

−
1

1
1 0 0  என்து பமயபயண  ப்கழுக்்களு்்டய ஒரு 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு என்க. இப்்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு z0 என்து ஒரு 
மூலம் என்க. எனகவை, P z0 0( ) = ஆகும். இனி

 P z0( )  =  a z a z a z an
n

n
n

0 1 0
1

1 0 0+ + + +−
−


  =  a z a z a z an
n

n
n

0 1 0
1

1 0 0+ + + +−
−


  =  a z a z a z an
n

n
n

0 1 0
1

1 0 0+ + + +−
−


 

(அ்னத்து r -க்கும் ar  என்து பமயபயண என்தபால a ar r=  )

  =  a z a z a z an
n

n
n

0 1 0
1

1 0 0+ + + +−
−


  =  a z a z a z an
n

n
n

0 1 0
1

1 0 0+ + + +−
−


 = P z( )0 0 0= = .
 அதபாவைது P z( )0 0= ; இதிலிரு்நது எப்க்பாபதலலபாம் z0  மூலமபா்க இருக்கி்கதபா, அப்க்பாபதலலபாம் 

அதன இ்ணக் ்கலப்ப்ண z0  மூலமபா்க இருக்கும் என்து பதளிவைபாகி்து.
 எவைகரனும் 2  ஒரு ்கலப்ப்ணணபாகுமபா என வினவினபால, “ஆம்” எனும் வி்்டயளிக்்க சில 
மபாணவைர்கள் தயஙகுவைபார்கள்.  ஒவபவைபாரு முழு எணணும் ஒரு விகிதமுறு எண என்தபால ஒவபவைபாரு 
பமய எணணும் ஒரு ்கலப்ப்ண ஆகும். எனகவை பமய எண இலலபாத ஒரு ்கலப்ப்ண்ண அதபாவைது
β ≠ 0 எனும்்டி உள்ை α β+ i  எனும் அ்மப்பில உள்ை எண்க்ைக் குறிப்பி்ட “பமயயற் 
்கலப்ப்ண” எனத் பதளிவைபா்க குறிப்பிடுகவைபாம். சில நூலபாசிரியர்கள் இத்த்்கய எண்ணக் ்கற்்ன 
எண எனக் குறிப்பிடுவைதுணடு. 
குறிப்புவை 1
 z i0 = +α β  என்க. இஙகு β ≠ 0  ஆகும். எனகவை z i0 = −α β  ஆகும். P x( ) = 0  எனும் பமயபயண 
ப்கழுக்்கள் உ்்டய ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின ஒரு மூலம் α β+ i  எனில, இ்ணக் ்கலப்ப்ண 

மூலத்கதற்த்தின்டி α β− i  என்தும் P x( ) = 0 -ன ஒரு மூலமபாகும். வைழக்்கமபா்க கமற்கண்ட 
வைபாக்கியத்தி்ன ’ைேப்ப்ண மூேஙைள லசபாடி மூேஙைைபாைத்்பான அகமயும்’ என்ர. ஆனபால 
உண்மயில ் ல்லுறுப்புகலைபாகவயின பைழுகைள பமயபேணைைபாை இருப்பின, பமயேறற ைேப்ப்ண 
மூேஙைள இக்ணகைேப்ப்ண லசபாடி மூேஙைைபாை அகமயும் எனப் ப்பாருள பைபாளை லவணடும்.
குறிப்புவை 2
 இதிலிரு்நது எ்நதபவைபாரு ஒற்் எண்டி பமயபயண ப்கழுக்்களு்்டய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 
சமன்பாடடிறகும் கு்்்நத்டசம் ஒரு பமயபயண மூலம் இருக்கும்; உண்மயில பமயபயண 
ப்கழுக்்களு்்டய ஒற்்பயண்டி  ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின பமயபயண மூலங்களின 
எணணிக்்்க ஒற்்ப்்்்ட எணணபா்கத்தபான இருக்கும். அகதக்பானறு பமயபயண ப்கழுக்்களு்்டய 
இரட்்டபயண்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின பமயபயண மூலங்களின எணணிக்்்க 
இரட்்டப்்்்ட  எணணபா்கத்தபான இருக்கும்.

எடுத்துககோடடு 3.8
 2 3− i -ஐ மூலமபா்கக் ப்கபாண்ட கு்்்நத்டச ்டியு்டன பமயபயண ப்கழுக்்களு்்டய 
த்லஒற்்ப் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்ட ்கபாண்க.

தீரவு

 பமயபயண ப்கழுக்்களு்்டய கத்வையபான ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின ஒரு மூலம் 

2 3− i             என்தபால, 2 3+ i என்தும் ஒரு மூலமபாகும். எனகவை, மூலங்களின கூடுதல 4  மறறும் 

மூலங்களின ப்ருக்்கலபதபா்்க 7  ஆகும். ஆ்்கயபால x x2 4 7 0− + = என்து ஒரு பமயபயண 
ப்கழுக்்களு்்டய கத்வைப்்டும் த்லஒற்்ப் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பா்டபாகும்.
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3.4.2  விகிதமு்றோ எண் மூலஙகள் (Irrational Roots)
 ax bx c2 0+ + = எனும் இரு்டிச் சமன்பாடடின ப்கழுக்்கள் விகிதமு்பா எண்கைபா்கத்தபான 

இருக்்ககவைணடும் எனும் வைரம்புக்கு உட்டுத்தினபால சில ஆரவைமூடடும் முடிவு்க்ைப் ப்்லபாம். a b,  

மறறும் c  என விகிதமுறு  எண்களு்்டய ஒரு இரு்டிச் சமன்பாடு  ax bx c2 0+ + =  என்க. 

வைழக்்கம்க்பால ∆ = −b ac2 4  எனவும் r1 மறறும் r2  ஆகியன மூலங்கைபா்கவும் ப்கபாள்்க. இச்சமயத்தில 

∆ = 0 எனில  r r1 2=  ஆகும். இ்நத மூலம் பமயபயணணபா்க மடடுமலல. உண்மயில இது ஒரு 
விகிதமுறு எணணபாகும். 

 D  ஒரு மி்்க எண எனில   -ல D  எவவித ஐயத்திறகும் இ்டமினறி இருக்கும். கமலும் இரு 

கவைறு்ட்ட பமயபயண மதிப்பு்க்ையும் ப்்லபாம். 

 ஆனபால  D  என்து a, b மறறும்  c-ன D–ன  குறிப்பிட்ட சில மதிப்பு்களுக்கு மடடுகம விகிதமுறு 
எணணபா்க அ்மயும். பி் மதிப்பு்களுக்கு விகிதமு்பா எணணபா்க அ்மயும். 
 D  என்து ஒரு விகிதமுறு எண எனில r1 மறறும் r2  ஆகிய இரணடுகம விகிதமுறு மதிப்்பா்க 

அ்மயும்.

 D  என்து ஒரு விகிதமு்பா எண எனில r1 மறறும் r2  ஆகிய இரணடுகம விகிதமு்பா மதிப்்பா்க 
அ்மயும்.

 இத்தருணத்தில ∆ > 0  எனில எச்சமயங்களில, D  என்து விகிதமுறு மதிப்்பா்ககவைபா அனறி 
விகிதமு்பா மதிப்்பா்ககவைபா அ்மயும் என ஒரு வினபா நம்முன எழுகி்து அனக்பா? இதறகு வி்்ட ்கபாண 
கவைணடுமபாயின, ப்கழுக்்கள் விகிதமுறு எண்கைபா்க இருப்்தபால Dஎன்தும் விகிதமுறு 

எணணபா்கத்தபான இருக்கும் என்து ்கவைனிக்்கத் தக்்கது. எனகவை m n,( )  என்து m  மறறும்  n  -ன 

மீப்ப்ரு வைகுத்தி என்்தக் குறிக்கும். m n,( ) =1  எனுமபாறு   m  மறறும்  n  என சில மி்்க 

முழுக்்களுக்கு ∆ =
m
n

  அ்மயும். இப்க்பாது D  விகிதமுறு எணணபா்க இருக்்க m மறறும் n  

முழுவைரக்்கங்கைபா்க இருக்்க கவைணடும். இதன மறுத்லயும் உண்ம என அறியலபாம். கமலும் D  
விகிதமு்பா எணணபா்க இருக்்க m  மறறும்  n  முழு வைரக்்கமலலபாமல இருக்்க கவைணடும் என 
அறியலபாம். இதன மறுத்லயும் உண்மயபாகும்.

 p மறறும் q  என்்வை விகிதமுறு எண்கைபா்கவும் q என்து விகிதமு்பா  எணணபா்கவும் 

அ்ம்நத p q+  எனும் விகிதமு்பா எண வை்்க நமக்கு முனனகர ்ரிச்சயமபானதபாகும். இத்தகு 
எண்க்ை முருடு என அ்ழக்கிக்பாம். ்கலப்ப்ண மூலங்க்ைப் க்பானக், ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மூலம் p q+ எனில p q− என்தும் அகத ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு 

அ்னத்து ப்கழுக்்களும் விகிதமுறு எண்கைபா்க இருக்கும்்டசத்தில,  ஒரு மூலமபா்க அ்மயும். 
்கலப்ப்ண மூலங்க்ை நிரூபிக்்கப் ்யன்டுத்திய அகத வைழிமு்்்ய இஙகு ்யன்டுத்தி இக்கூறறு 
எ்நதபவைபாரு ் டி ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகும் ப்பாரு்நதும் என நிரூபிக்்க இயலும் என்பாலும் 
இரு்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு மடடும் கதற்ம் 3.3 வைபாயிலபா்க நிரூபிப்க்பாம்.

 கதற்த்்த நிரூபிக்கும் முனனர நபாம் பினவைரும் ்கருத்துக்்க்ை நி்னவுகூர கவைணடியது 
அவைசியமபாகும். a  மறறும் b  என்ன விகிதமுறு எண்கைபா்கவும் c  என்து ஒரு விகிதமு்பா 
எணணபா்கவும் அ்ம்நது a bc+  என்து ஒரு விகிதமுறு எண என அ்மயகவைணடுமபானபால உறுதியபா்க 

b என்து பூச்சியமபா்கத்தபான இருக்்க கவைணடும்; கமலும் a bc+ = 0 எனில a  மறறும் b  இரணடுகம 
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பூச்சியமபா்கத்தபான இருக்்க கவைணடும்.  சபான்பா்க, a b+ ∈2   எனில  b என்து பூச்சியமபா்கத்தபான 

இருக்்க கவைணடும். தவிர, a b+ =2 0 எனில a b= = 0  ஆகும். இனி ஒரு ப்பாதுவைபான முடி்வைக் கூறி 
நிறுவுகவைபாம்.

நதற்றம் 3.3

 p மறறும் q  என்்வை விகிதமுறு எண்கைபா்கவும் q என்து விகிதமு்பா  எண எனவும் ப்கபாள்்க. 

அ்னத்து ப்கழுக்்களும் விகிதமுறு எண்கைபா்க இருக்கும்   ஓர இரு்டிச் சமன்பாடடின ஒரு மூலம் 

p q+ எனில p q− என்தும் அகத இரு்டி  சமன்பாடடின மூலமபா்க அ்மயும்.

நிரூபைம்

 இரு்டிச்சமன்பாடடி்ன ஓர த்லஒற்் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையபா்கக் ்கருதி இத்கதற்த்்த 
நிறுவுகவைபாம். இகத க்பானறு, பி் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களுக்கும் நிறுவைலபாம்.

 p மறறும் q  என்்வை விகிதமுறு எண்கைபா்கவும் q என்து விகிதமு்பா  எண எனவும் ப்கபாள்்க. 

x bx c2 0+ + = எனும் சமன்பாடடிறகு p q+ என்து ஒரு மூலம் என்க. இஙகு b மறறும் c விகிதமுறு 

எண்கைபாகும்.  

 α என்து மறப்பாரு மூலம் என்க. மூலங்களின கூட்டலபதபா்்க்யக் ்கணக்கிடும்க்பாது,

   α + +p q  =  −b

எனகவைα + = − − ∈q b p  . கமலும், − −b pஎன்்த s என்க. எனகவை, α + =q s  ஆகும். 

 இதிலிரு்நது 
α = −s q ஆகும்.

 மூலங்களின ப்ருக்்கலபதபா்்க்யக் ்கணக்கிடும்க்பாது, 

( )( )s q p q c− + =

 எனகவை ( ) ( )sp q s p q c− + − = ∈ . எனகவை, s p− = 0 . இதிலிரு்நது, s p= ஆகும். ஆ்்கயபால, 

α = −p q . எனகவை மற் மூலம் p q− ஆகும்.

குறிப்புவை

 கதற்ம் 3.3-ன கூறறு ்கபாண எளியதபா்கத் கதபானறினபாலும் புரி்நது ப்கபாள்வைது ்கடினம். கமற்கண்ட 
கதற்த்தின கூறறி்னச் சுருக்கி ”விகி்முறு பைழுகைகைக பைபாண் ஒரு ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ 
சமன்பாட்டின விகி்முறபா மூேஙைள ல�பாடிேபாைத்்பான நிைழும் “ என்து தவைறு. ஏபனனில, x3 2−  
எனும் சமன்பாடடிறகு ஒகர ஒரு விகிதமு்பா எண மூலம், அதபாவைது 23 உள்ைது. நிச்சயமபா்ககவை மற் 
இரு மூலங்களும் பமயயற் ்கலப்ப்ண எண்கைபா்க அ்மகின்து. (அ்வை யபா்வை?).

எடுத்துககோடடு 3.9
 2 3− -ஐ மூலமபா்கக் ப்கபாண்ட கு்்்நத்டச ்டியு்டன விகிதமுறு ப்கழுக்்களு்்டய 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்டக் ்கபாண்க.

தீரவு

 2 3− என்து ஒரு மூலம் என்தபாலும் மறறும் ப்கழுக்்கள் விகிதமுறு எண்கைபா்க இருப்்தபாலும், 

2 3+ என்தும் ஒரு மூலமபாகும். 
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x2 − (மூலங்களின கூடுதல) x + மூலங்களின ப்ருக்்கலபதபா்்க = 0 
என்து நமக்குத் கத்வையபான ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பா்டபாகும். எனகவை,

x x2 4 1 0− + =   
 என்து நமக்குத் கத்வையபானப் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பா்டபாகும்.

குறிப்பு

 இஙகு வினபாவில “விகிதமுறு ப்கழுக்்கள்” எனும் பசபாறப்பா்டர அத்தியபாவைசியமபானது. 

இல்லபயனில, x − − =( )2 3 0  என்து 2 3− -ஐ மூலமபா்கக் ப்கபாண்ட ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் 

சமன்பா்டபா்க உள்ைது. ஆனபால இதறகு 2 3+  மூலமலல.  கீழ்க்்கபாணும் கதற்ம் நிரூ்ணம் இனறி 
தரப்்டடுள்ைது.

நதற்றம் 3.4

 p மறறும் q  ஆகிய்வை விகிதமுறு எண்கைபா்கவும் p  மறறும் q ஆகிய்வை விகிதமு்பா  

எண்கைபா்கவும் அ்மகி்து என்க. கமலும்  p  மறறும் q  ஆகிய இவைறறுள் ஒனறு மறப்பானறின 

விகிதமுறு ம்டங்கபா்க இனறி அ்மகி்து என்க. p q+ என்து விகிதமுறு எண்க்ை 

ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின மூலம் எனில, 

p q p q− − +, மறறும் − −p q ஆகிய்வையும் அகத ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின 

மூலங்கைபா்க அ்மயும்.

எடுத்துககோடடு 3.10

 2
3

-ஐ ஒரு மூலமபா்கவும் முழுக்்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கவும் ப்கபாண்ட ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 

சமன்பாட்்டக் ்கபாண்க.

தீரவு

 2
3

 என்து ஒரு மூலம் என்தபால x − 2
3

  என்து ஒரு ்கபாரணியபாகும். பவைளிப்பு்முள்ை 

வைரக்்கமூலத்்த நீக்்க x + 2
3

என்்த மறப்பாரு ்கபாரணியபா்க எடுத்துக்ப்கபாணடு இ்வை 

இரண்்டயும் ப்ருக்்க,  x x+












−












2
3

2
3

 =  x2 2
3

−  எனப்ப்றுகிக்பாம்.

 இருப்பினும் நபாம் இனனும் இலக்்்க அ்்டயவில்ல. எனகவை,  x2 2
3

+  என்்த மறப்பாரு 

்கபாரணியபா்கக் ப்கபாணடு இரண்்டயும் ப்ருக்கினபால x x2 22
3

2
3

−








 +








  =  x4 2

3
−  எனக் 

கி்்டக்கி்து. எனகவை, கத்வையபானப் ்ணபு்களு்்டய ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடு  3 2 04x − =  

ஆகும்.
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 இனி சமன்பாடடின தீரவி்னக் ்கண்டறிய முயலபாமல ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை சமன்பாடடின 
மூலங்களின தன்ம ்கபாணக்பாம். இக்்கருத்து D = −b ac2 4  -ன கு்்த் தன்ம, பூச்சியத்திறகு சமத் 
தன்ம, மி்்கத் தன்ம ஆகியவைறறிலிரு்நது ப்்ப்்டுகி்து.

3.4.3 விகிதமுறு மூலஙகள் (Rational Roots)
 ஓர இரு்டிச் சமன்பாடடின ப்கழுக்்கள் அ்னத்தும் முழுக்்கள் எனில D  -ம் ஒரு  முழு எண, 

கமலும் அது மி்்க எண எனில  D  ஒரு விகிதமுறு எணணபா்க அ்மய D  ஒரு முழு வைரக்்கமபா்க 

இருக்்க  கவைணடும். இதன மறுத்லயும் உண்ம. கவைறுவை்்கயில கூறுவைதனபால முழு எண்க்ைக் 
ப்கழுக்்கைபா்க ப்கபாண்ட  ax bx c2 0+ + =  என் சமன்பாடடில மூலங்கள் விகிதமுறு எண்கள் எனில 
ax bx c2 0+ + =  ஒரு முழுவைரக்்கமபாகும். மறுத்லயபா்க D  ஒரு முழு வைரக்்கம் எனில மூலங்கள் 

விகிதமுறு எண்கைபாகும்.

 விகிதமுறு எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்க உள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்கள் நபாம் ஆரபாய்நத 
அ்னத்தும் முழு எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்க உள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களுக்கும் 
ப்பாரு்நதும். உண்மயில விகிதமுறு எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாணடுள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 
சமன்பாடடி்ன, ப்கழுக்்களின விகுதி்களின ப்பாதுவைபான ம்டஙகினபால ப்ருக்கினபால முழுக்்க்ை 
ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்கைபா்க அகத மூலங்களு்டன அ்மயும்.  

உறுதியபா்ககவை இத்தருணத்்த மிகு்நத ்கவைனத்து்டன ்்கயபாை கவைணடும். உதபாரணமபா்க, 
1
2

ஐ 

மூலமபா்கக்  ப்கபாண்ட விகிதமுறு எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு ்டி உள்ை ஒற்் 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு அ்ம்நதபாலும் 
1
2

ஐ மூலமபா்கக்  ப்கபாணடு  முழு எண்க்ை 

ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட எ்நத ்டியுள்ை ஒற்் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வையும் இல்ல.
எடுத்துககோடடு 3.11
 2 6 7 02x x− + = என் சமன்பாடடிறகு x -ன எ்நத பமயபயண மதிப்பும் தீர்வைத் தரபாது எனக் 

்கபாடடு்க.

தீரவு

 ∆= − =− <b ac2 4 20 0 . எனகவை மூலங்கள் ்கற்்ன எண்கைபாகும்.

எடுத்துககோடடு 3.12
 x k x k2 2 2 9 0+ +( ) + = எனும் சமன்பாடடின மூலங்கள் சமம் எனில, k மதிப்பு ்கபாண்க.

தீரவு

 இஙகு மூலங்கள் சமம் என்தபால ∆= − =b ac2 4 0 ஆகும். இதிலிரு்நது 4 2 4 92k k+( ) = ( )

எனக் கி்்டக்கும். இதிலிரு்நது k -ன மதிப்பு 4 அலலது 1ஆகும்.

எடுத்துககோடடு  3.13
 p q r, ,  ஆகிய்வை விகிதமுறு எண்கள் எனில

  x px p q qr r2 2 2 22 2 0− + − + − =  எனும் சமன்பாடடின மூலங்கள் 

 விகிதமுறு எண்கைபாகும் எனக் ்கபாடடு்க. 

தீரவு
 மூலங்கள் விகிதமுறு எண்கைபா்க இருக்்க கவைணடுபமனில,

 ∆ = − = −( ) − − + −( )b ac p p q qr r2 2 2 2 24 2 4 2  என இருக்்க கவைணடும்.

 ஆனபால இத்னச் சுருக்கினபால 4 22 2q qr r− +( ) அலலது 4 2q r−( ) எனும் முழு வைரக்்க 

எணணபாகும். எனகவை, மூலங்கள் விகிதமுறு எண்கைபா்க  இருக்கும். 
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3.5 ைடிவியலில் பல்லுறுப்புகநகோவைச் சமன்போடுகளின் பயன்போடுகள்
       (Applications of Polynomial Equation in  Geometry)
 சில வைடிவியல ் ணபு்க்ை ் லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களின வைபாயிலபா்க நிரூபிக்்க இயலும். 
அத்த்்கய நிரூ்ணங்களில சிலவைற்் இஙகு ்கபாணக்பாம்.

எடுத்துககோடடு 3.14
 ஒரு வைட்டத்்த ஒரு க்கபாடு  இரு புள்ளி்களுக்கு கமல பவைட்டபாது என நிறுவு்க.

தீரவு

 ப்பாருத்தமபான ஆயக்கூறு அச்சு்க்ைத் கதர்நபதடுப்்தன மூலம் வைட்டத்தின சமன்பாடு 
x y r2 2 2+ = எனவும், கநரக்க்கபாடடின சமன்பாடு y mx c= + எனவும் ப்கபாள்்க. வைட்டமும் கநரக்க்கபாடும் 
பவைடடிக்ப்கபாள்ளும் புள்ளி்கள் கீழ்க்்கபாணும் ஒருங்க்மச் சமன்பாடு்களின  தீரவைபாகும் என நபாம் 
அறிகவைபாம்.
   x y2 2+  =  r 2    ... (1)

   y  =  mx c+   ... (2)

 சமன்பாடு (1)-ல y mx c= +  எனப் பிரதியி்ட,

   x mx c r2 2 2+ + −( )  =  0  
 எனக் கி்்டக்கும் இச்சமன்பாடடி்ன,

   ( ) ( )1 22 2 2 2+ + + −m x mcx c r  =  0 .   ... (3)

 என் இரு்டிச் சமன்பா்டபா்க  எழுதலபாம்.

 இச்சமன்பாடடிறகு இரணடிறகு கமற்ட்டத் தீரவு்கள் இல்ல என்தபால ஒரு க்கபாடும் ஒரு 
வைட்டமும் இரு புள்ளி்களுக்கு கமல பவைடடிக்ப்கபாள்ைபாது.

 இரு மபாறி்கள் ப்கபாண்ட இரு சமன்பாடு்களின பதபாகுப்்பானது ஒரு பிரதியி்டல மூலம் ஒரு இரு்டி 
சமன்பாட்்டத் தீரக்கும் ்கணக்்கபா்க மபாறுவைது ்கவைனிக்்கத்தக்்கது.

 கமலும் அவவைபாறு கு்்க்்கப்்டடு அ்மயும் இரு்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின 
ப்கழுக்்கள் பமயபயண்கைபா்க இருப்்தபால,  இரு மூலங்களுகம பமய எண்கைபா்ககவைபா அலலது இரு 
மூலங்களுகம பமயயற் எண்கைபா்ககவைபா அ்மயும். அவவைபாறு இரு மூலங்களுகம பமயயற் 
்கலப்ப்ண்கள் எனில, வைட்டமும் கநரக்க்கபாடும் ஒன்்பயபானறு பவைடடிக் ப்கபாள்ைபாது.  பமயபயண 
மூலங்க்ைப் ப்பாருத்தவை்ரயில அ்வை ஒனறுக்ப்கபானறு கவைறு்ட்ட்வையபா்ககவைபா ்லலுறுப்புக் 
க்கபா்வையின மூலங்களின ம்டஙகு்கைபா்கைபா்ககவைபா அ்மயும். அ்வை கவைறு்ட்ட்வை எனில, சமன்பாடு 
(2)-ல பிரதியி்ட y க்கு இரு கவைறு்ட்டமதிப்பு்கள் கிடடும் என்தபால இரு புள்ளி்களில 
பவைடடிக்ப்கபாள்ளும். அ்வை இரணடுகம சமமபான  மூலங்கைபா்க இருப்பின வைட்டத்தில கநரக்க்கபாடு 
பதபாடுக்கபா்டபா்க   அ்மயும். சமன்பாடு (3)-ல குறிப்பிடடுள்ை ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைக்கு  ஒகர ஒரு 
எளி்மயபான பமயபயண மூலம் இருப்்தபால ஒரு கநரக்க்கபாடு ஒரு வைட்டத்்த   ஒகர ஒரு புள்ளியில 
பவைட்டபாது.

குறிப்பு

 எடுத்துக்்கபாடடு 3.14-ல ்யன்டுத்திய வைழிமு்்்யப் பின்றறி பினவைருவைனவைற்் 
நிரூபிக்்கலபாம்.

 • இரு வைட்டங்கள் இரு புள்ளி்களுக்கு கமல பவைடடிக்ப்கபாள்ைபாது.

 • ஒரு வைட்டமும் ஒரு நீள்வைட்டமும்  நபானகு புள்ளி்களுக்கு கமற்டடு பவைடடிக்ப்கபாள்ைபாது.
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122XII - கணிதவியல்

பயிறசி 3.2
 1. k  என்து பமயபயண எனில, 2 02x kx k+ + = எனும் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடடின  

மூலங்களின இயல்்,  k வைழியபா்க ஆரபாய்க.

 2. 2 3+ i -ஐ மூலமபா்கக் ப்கபாண்ட கு்்்நத்டச ்டியு்டன விகிதமுறு ப்கழுக்்களு்்டய ஓர 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்டக் ்கபாண்க.

 3. 2 3i + -ஐ மூலமபா்கக் ப்கபாண்ட கு்்்நத்டச ்டியு்டன விகிதமுறு ப்கழுக்்களு்்டய ஓர 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்டக் ்கபாண்க.

 4. 5 3− -ஐ மூலமபா்கக் ப்கபாண்ட கு்்்நத்டச ்டியு்டன விகிதமுறு ப்கழுக்்களு்்டய  ஓர 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்டக் ்கபாண்க.

 5.   ஒரு கநரக்க்கபாடும் ஒரு ்ரவை்ையமும் இரு புள்ளி்களுக்கு கமற்டடு பவைடடிக் ப்கபாள்ைபாது 
என்த்ன நிரூபிக்்க.

3.6 உயரபடி பல்லுறுப்புகநகோவைச் சமன்போடுகளின் மூலஙகள் 
       (Roots of Higher Degree Polynomial Equations)
 P x( ) = 0 என்து ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பா்டபாகும் என்்த நபாம் அறிகவைபாம். ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின தீரவு என்தும், மூலம் என்தும் ஒனறுதபான.  எனகவை இரு 
்க்லச்பசபாற்க்ையுகம நபாம் ்யன்டுத்துகிக்பாம்.

 ஒரு எண்ணப்  பிரதியிடுவைதன மூலம் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடுக்கு அது மூலமபா்க 
இருக்குமபா அலலது இருக்்கபாதபா என்்த எளிதில கசபாதித்து அறியலபாம். ஆனபால அச்சமன்பாடு 
இரு்டிச் சமன்பா்டபா்க இருக்கும்வை்ர இத்த்்கய கசபாதித்து அறிதல முயறசி மூலங்க்ைக் ்கண்டறிய 
எளிய வைழியபாகும். ஆனபால, உயர்டி ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகுப் ப்பாதுவைபா்க எளிதபானதபா்க 
இருக்்கபாது. 

 நபானகு அடிப்்்்ட ்கணித பசயற்பாடு்கைபான(கூட்டல, ப்ருக்்கல, 
்கழித்தல மறறும் வைகுத்தல) மறறும் விகிதமுறு அடுக்க்கற்ம் ( வைரக்்கம், ்கனம், 
வைரக்்கமூலம் மறறும் ்கனமூலம் க்பான்  விகிதமுறுஎண அடுக்கு்கைபா்க) 
மறறும் ப்கழுக்்க்ை மடடும் ்யன்டுத்தி எழுதப்்டும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 
சமன்பாடடின தீரவு விகி்முறுத் தீர்வு எனப்்டும்.  ஐ்நதபாம் ்டி மறறும் அதறகு 
கமலுள்ை ப்பாது ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின தீரவி்ன  விகிதமுறுத் 
தீரவைபா்க எழுத முடியபாது என்்த ஏப்ல நிரூபித்தபார.

 உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களின தீரவு்க்ை எடடுவைதறகுப் ்யன்டும் 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்க்ைப் ்றறிய சில முடிவு்கள் கீழ்க்்கபாணும் வை்்கயில 
எடுத்து்ரக்்கப்்டுகின்து.

 • ஒகர மபாறி உள்ை ஒவபவைபாரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையும்  -லிரு்நது  -க்கு ஒரு 
பதபா்டரச்சியபான சபார்பாகும்.

 • இரட்்டப்்்்ட ்டியுள்ை P x( ) = 0  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு −∞-்ய 
x  பநருஙகும்க்பாது ¥-்ய P x( ) பநருஙகுகி்து. அகதக்பால ¥-்ய x  பநருஙகும்க்பாதும்  
¥-்ய P x( ) பநருஙகுகி்து. அதபாவைது x→±∞  எனும்க்பாது P x( )→∞எனகவை 
இரட்்ட்்்ட ்டியுள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின வை்ர்்டம் கமறபு் உச்சியில துவைஙகி 
வைலது கமறபு் உச்சி்ய பசன்்்டவை்தப் க்பால ்கபாணப்்டுகின்து.
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123 சமன்பாட்டியல்

 • ்திகனபாரபாம் வைகுப்பு முதல பதபாகுதி ்பா்டநூலில உள்ை உருமபாற்த்்தப் 
்யன்டுத்திச் சபாரபு்க்ை வை்ர்்டமபாக்குதல ்குதியில ஆய்நத அ்னத்து முடிவு்களும் 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களின வை்ர்்டங்களுக்குப் ப்பாரு்நதும். உதபாரணமபா்க, ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மபாறிலி உறுப்பின மபாற்ம், வை்ர்்டத்்த கமறபு்மபா்ககவைபா அலலது 
கீழ்ப்பு்மபா்ககவைபா ந்கரத்தும்.

 • ஒவபவைபாரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையும் எணணற் மு்் வை்்க்ம உ்்டயதபா்க இருக்கும்.

 • x  அச்்ச P x( ) = 0 என் வை்ைவை்ர பவைடடுமி்டத்தில உள்ை புள்ளி்கைபா்க P x( ) = 0 என் 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின  பமயபயண மூலங்கள் உள்ைது.

 • P a( ) மறறும் P b( ) ஒனறுக்ப்கபானறு எதிரகுறி்கைபா்க இருக்குமபாறு அ்மயும் a மறறும் b
ஆகிய இரு பமயபயண்கள் எனில,

  - P c( ) = 0  என அ்மயுமபாறு பமயபயணக்கபாடடில c எனும் ஒரு புள்ளி இருக்கும்.

  - a மறறும் b -க்கி்்டகய ஒரு மூலம் உள்ைது.

  - கமறகுறிப்பிட்ட புள்ளி்களுக்கி்்டகய ஒகர ஒரு மூலம் மடடும்தபான இருக்்க கவைணடும்  
எனும் அவைசியமில்ல. 3 5 7, , ,  என அ்மயலபாம். அதபாவைது,  a மறறும் b -க்கி்்டகய 
ஒற்்ப்்்்ட எணணிக்்்கயில பமயபயண மூலங்கள் உள்ைது எனலபாம் மறறும் 
இரட்்டப் ்்்ட எணணி்்கயில மூலங்கள் இருக்்கபாது. 

 ஆயினும், மூலங்க்ைப் ்றறிய சில விவைரங்கள் பதரி்நதிரு்நதபால பி் மூலங்க்ை ்கண்டறிய நபாம் 
முயலலபாம். உதபாரணமபா்க, விகிதமுறு ப்கழுக்்களு்்டய ஓர ஆறு ் டி ் லலுறுப்பு க்கபா்வை சமன்பாடடின 

இரு மூலங்கள் 2 3+ i  மறறும் 4 5− எனில, அப்்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு 2 3− i மறறும் 

4 5+ ஆகிய்வையும் மூலங்கைபா்க இருக்கும். எனகவை இ்நநபானகு ்கபாரணி்கைபால வைகுக்்க, 
ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை ்கணக்கு இரு்டி சமன்பாடடு ்கணக்்கபா்க கு்்க்்கப்்டடு எளிதில தீரவு 
்கண்டறியப்்டுகின்து. இப்்பா்டப்்குதியில உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களின மூலங்க்ைப் ்றறிய 
சில விவைரங்களின அடிப்்்்டயில மூலங்க்ைக் ்கண்டறிய சில வைழிமு்்்க்ைக் ்கபாணக்பாம்.

3.7 கூடுதல் விைைஙகளுைன் கூடிய பல்லுறுப்புக நகோவைகள்
       (Polynomials with Additional Information)
 இனி உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களுக்குத் தீரவு ்கபாணத் கத்வைப்்டும் சில கூடுதல 
விவைரங்க்ைப் ்றறி ஆரபாயகவைபாம்.  சில சமயங்களில கூடுதல த்கவைல்கள் கநரடியபா்க அதபாவைது 
ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ஒரு மூலம் 2 3i+  எனத் தரப்்டடிருக்கும்.  சில சமயங்களில ம்்மு்கமபா்க அதபாவைது 
ப்கழுக்்களின கூட்டல பதபா்்க பூச்சியம் எனத் தரப்்டடு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையி்ன ஆய்நது 
்கண்டறியும் வை்்கயில இருக்கும்.

3.7.1 கறபவன மூலஙகள் அல்லது முருடு மூலஙகள்

         (Imaginary or Surds Roots)

 பமயபயண ப்கழுக்்களு்்டய ஒரு நபாற்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின ஒரு மூலம் 
α β+ i  என் ஒரு பமயயற் ்கலப்ப்ண எனில α β− i -ம் ஒரு மூலமபாகும்; எனகவை, ( ( ))x i− +α β

மறறும் ( ( ))x i− −α β ஆகிய்வை ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின ்கபாரணி்கைபாகும்.  எனகவை அதன 

ப்ருக்குத்பதபா்்கயும் ்கபாரணியபாகும். அதபாவைது, x x2 2 22− + +α α β என்தும் ்கபாரணியபாகும்.  எனகவை 
ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்ட இக்்கபாரணியபால வைகுக்்க, இரு்டி 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையபா்க ஈவு ப்்ப்்டும். அத்ன பதரி்நத வைழிமு்்்க்ைப் ்யன்டுத்தி தீரப்்தன 
மூலம் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின அ்னத்து மூலங்க்ையும் ்கண்டறிய இயலும்.
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 விகிதமுறு ப்கழுக்்க்ைக் ப்கபாண்ட ஒரு இரு்டிச் சமன்பாடடின ஒரு மூலம் 2 3+ எனில, 

2 3−  மறப்பாரு மூலமபாகும்; எனகவை ( ( )) ( ( ))x x− + − −2 3 2 3 -ம் ஒரு ்கபாரணியபாகும்;  

x x2 4 1− +  -ம் ஒரு ்கபாரணியபாகும். இக்்கபாரணியபால ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய வைகுத்து ஈவைபா்க 

ப்்ப்்டும் இரு்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்யத் பதரி்நத வைழிமு்்்க்ைப் ்யன்டுத்தித் தீரக்்க 

இயலும். 2 3+ இ்டத்தில இ்டம் ப்றும் அ்னத்து முருடு்களுக்கும் இகத வைழிமு்்ப் ப்பாரு்நதும். 
இத்னப் ்யன்டுத்தி நபாற்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின அ்னத்து மூலங்க்ையும் 
நம்மபால ்கண்டறிய இயலும்.

 விகிதமுறு எண ப்கழுக்்களு்்டய ஓர அறு்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின ஒரு மூலம் பமயயற் 
்கலப்ப்ண மறறும் ஒரு மூலம் முருடு என அறி்நதபால, ்டிப்்டியபா்க ஆறு்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 
சமன்பாடடின தீரவு ஒரு இரு்டி சமன்பாடடின தீரவு ்கணக்்கபா்க மபாற்ப்்டடு விடும்.

எடுத்துககோடடு 3.15
 2+ i மறறும் 3 2− ஆகிய்வை x x x x x x6 5 4 3 213 62 126 65 127 140 0− + − + + − =  எனும் 
சமன்பாடடின மூலங்கள் எனில அ்னத்து மூலங்க்ையும் ்கபாண்க.

தீரவு

 சமன்பாடடின ப்கழுக்்கள் அ்னத்தும் விகிதமுறு எண்கள் என்தபாலும் 2+ i மறறும் 3 2−

ஆகிய்வை மூலங்கள் என்தபாலும் ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடிறகு 2− i

மறறும் 3 2+ ஆகிய்வையும் மூலங்கைபா்க அ்மயும். எனகவை, ( ( )),x i− +2  ( ( )), ( ( ))x i x− − − −2 3 2

மறறும் ( ( ))x − +3 2 ஆகிய்வையும் ்கபாரணி்கைபாகும். ஆ்்கயபால இவைறறின ப்ருக்்கல 

(( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))x i x i x x− + − − − − − +2 2 3 2 3 2

என்தும் ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு ஒரு ்கபாரணியபாகும். அதபாவைது,
( ) ( )x x x x2 24 5 6 7− + − +

என்து ஒரு ்கபாரணி. ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாட்்ட இக்்கபாரணியபால வைகுக்்க, 
மறப்பாரு ்கபாரணியபா்க ( )x x2 3 4− − ப்்ப்்டுகி்து. இதிலிரு்நது 4 மறறும் −1ஆகிய்வை மற் இரு 
மூலங்கைபாகும். எனகவை,

2 2 3 2 3 2 1+ − + − −i i, , , , , மறறும் 4

ஆகிய்வை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின மூலங்கைபாகும்.

3.7.2 இைடவைப்பவை அடுககுகள் மடடும் ககோண்ை பல்லுறுப்புகநகோவைச் சமன்போடுகள்

        (Polynomial equations with Even Powers Only)
 2n  ்டியுள்ை P x( ) எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடில x -ன இரட்்டப்்்்ட 

அடுக்கு்கள் மடடுகம உள்ைது (அதபாவைது ஒற்்ப்்்்ட அடுக்கு்களின ப்கழுக்்கள் 0 ஆகும்)   எனில 

x y2 = என பிரதியி்ட y -ல n -்டி உள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச்  சமன்பாடு கி்்டக்கும்; 

இப்்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு y y yn1 2, , ஆகிய்வை மூலங்கள் என்க. இனி x yr
2 = என n

சமன்பாடு்க்ை மடடும் ்கருதும்க்பாது ஒவபவைபாரு r -க்கும் x  -க்கு இரு மதிப்பு்கள் கி்்டக்கும்; இ்நத 

2n  மதிப்பு்ககை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட x -ல உள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடிறகு  மூலங்கைபா்க 

அ்மயும்.
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எடுத்துககோடடு 3.16

 x x4 29 20 0− + = எனும் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.

தீரவு

 ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை சமன்பாடு  x x4 29 20 0− + = ஆகும்.

 இது ஒரு நபாற்டிச் சமன்பா்டபாகும். x y2 = எனப் பிரதியி்ட y y2 9 20 0− + =  எனும் இரு்டி 

சமன்பாடு கி்்டக்கி்து. இதன தீரவு 4 மறறும் 5 ஆகும். இனி x2 4= மறறும் x2 5= என எடுத்துக் 

ப்கபாண்டபால, ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடிறகு 2 2 5 5, , ,− − என்து தீரவு்கைபாகும்.

 கமற்கண்ட வைழிமு்்்ய, x x ax bx ck k6 3 217 30 0 0− + = + + =, மறறும் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் 

சமன்பாடு்களுக்கும் மறறும்  a x a x a x an
kn

n
k n k+ + + +−

−
1

1
1 0

( )
 (இஙகு k  என்து ஏகதனும் ஒரு முழு 

எண) என் மு்்யில அ்மயும் ப்பாதுவைபான ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகும் ் யன்டுத்தலபாம் 
என்து குறிப்பி்டத்தக்்கது.

3.7.3 அவனத்து ககழுககளின் கூடைல்கதோவக பூச்சியமோகும்

         (Zero Sum of all Coefficients)

 P x( ) = 0 எனும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின ப்கழுக்்களின கூடுதல பூச்சியம் 

என்க.  ப்கழுக்்களின கூட்டலபதபா்்க என்து உண்மயில எனன? ப்கழுக்்களின கூட்டல என்து 
P 1( ) என அறிகவைபாம். எனகவை ப்கழுக்்களின கூடுதல பூச்சியம் எனில P 1 0( ) =  என்தபால P x( ) -ன 

ஒரு மூலம் 1 ஆகும். இனி மீதமுள்ை சமன்பாடடின தீரவு ்கபாண்து எளிதபாகும்.

எடுத்துககோடடு 3.17
 x x x3 23 33 35 0− − + = என் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.

தீரவு

 இஙகு ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடடின ப்கழுக்்களின கூடுதல பூச்சியமபாகும். எனகவை 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின ஒரு மூலம் 1 ஆகும். மீதமுள்ை மூலங்க்ைக் ்கண்டறிய 

x x x3 23 33 35− − + -ஐ x −1ஆல வைகுக்்க, x x2 2 35− − என்து ஈவைபா்கக் கி்்டக்கின்து. இத்னத் 

தீரக்்க 7 மறறும் −5 மூலங்கைபாகும். எனகவை 1 7 5, ,− ஆகிய்வை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடிறகு தீரவு 

ஆகும்.

3.7.4 ஒறவ்றப்படி உறுப்புகளின் ககழுககளின் கூடுதலும் இைடவைப் படி  
         உறுப்புகளின் ககழுககளின்  கூடுதலும் சமம்

          (Equal Sums of Coefficients of Odd and Even Powers)

 ஒற்்ப்்டியுள்ை உறுப்பு்களின ப்கழுக்்களின கூடுதலும் இரட்்டப் ்டியுள்ை உறுப்பு்களின 
ப்கழுக்்களின கூடுதலும் சமமபா்க இருக்கும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு P x( ) = 0  என்க. 
இவவைபாறு உ்ரப்்தன ப்பாருள் எனன? a  என்து P x( ) = 0  -ல ஒற்்ப் ்டியிலுள்ை உறுப்பின 
ப்கழு எனில P x−( ) = 0  -ல, அகத ஒற்்ப் ்டியிலுள்ை உறுப்பின ப்கழு −a  என இருக்்ககவைணடும். 
P x( ) = 0  மறறும் P x−( ) = 0  -ல உள்ை இரட்்டப்்்்ட ்டியிலுள்ை உறுப்பு்களின ப்கழுக்்கள் 
சமமபா்க இருக்்க கவைணடும். எனகவை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட நி்்நத்னயின்டி P x−( ) = 0  -ல உள்ை 
அ்னத்து ப்கழுக்்களின கூடுதல பூச்சியமபா்க இருக்கும். எனகவை P x−( ) = 0 -ன ஒரு மூலம் 1 ஆகும்.
ஆ்்கயபாலP x( ) = 0 -ன ஒரு மூலம் −1 ஆகும். இனி மீதி சமன்பாடடு ்கணக்்்கத் தீரப்்து மி்கவும் 
எளிதபாகும்.
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எடுத்துககோடடு 3.18
 2 11 9 18 03 2x x x+ − − = என் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.
தீரவு

 இஙகு ஒற்்ப் ்டியுள்ை உறுப்பு்களின ப்கழுக்்களின கூடுதலும் இரட்்டப் ்டியுள்ை 
உறுப்பு்களின ப்கழுக்்களின கூடுதலும் சமமபா்க இருக்கின்து. எனகவை,−1 என்து இச்சமன்பாடடின  
ஒரு மூலமபாகும். இனி பி் மூலங்க்ைக் ்கண்டறிய 2 11 9 183 2x x x+ − − -ஐ x +1ஆல வைகுத்து 

2 9 182x x+ − என்்த ஈவைபா்கப் ப்றுகிக்பாம். இத்னத் தீரப்்தன மூலம், 
3
2

மறறும் −6  ஆகியவைற்் 

மூலங்கைபா்க ப்றுகிக்பாம். எனகவை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடிறகு− −6 1 3
2

, ,  ஆகிய்வை தீரவு்கைபா்க 

அ்மயும்.

3.7.5 கதோைரமுவ்றயில் உள்ை மூலஙகள் (Roots in Progressions)
 உயர்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்க்ைத் தீரக்்க முனனகர குறிப்பிட்டது க்பால 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்க்ை ்றறிகயபா அலலது சமன்பாடடின தீரவு்க்ை ்றறிகயபா சில விவைரங்கள் 
கூடுதலபா்கத் கத்வைப்்டும். “மூலங்கள் கூடடுத்பதபா்டர மு்்யபா்க உள்ைன”, “மூலங்கள் 
ப்ருக்குத்பதபா்டர மு்்யபா்க உள்ைன” என்்வை அத்த்்கய சில விவைரங்கைபாகும். இவவைபா்பான 
சமன்பாடு்களில ஒன்்ப் ்றறி இஙகு ஆரபாயகவைபாம்.
எடுத்துககோடடு 3.19
 x px qx r3 2 0+ + + = -ன மூலங்கள் கூடடுத் பதபா்டரமு்்யில இருப்்தற்கபான நி்்நத்ன்யப்    
ப்று்க.
தீரவு

 மூலங்கள் கூடடுத்பதபா்டரில உள்ைன என்க. பினனர அம்மூலங்கள் α − d ,α ,α + d ஆகும். 

வியட்டபாவின சூத்திரத்்தப் ்யன்டுத்த,  நபாம் ப்றுவைது

 ( ) ( )α α α− + + +d d = −
p
1
= p ⇒ 3α = − p ⇒ α = −

p
3

.

 ஆனபால, ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடிறகு α  ஒரு மூலம் என்தபால, 

 −






 + −







 + −







+ = ⇒ = +

p p p q p r pq p
3 3 3

0 9 2
3 2

3 227r  இதுகவை, ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடின 

மூலங்கள் கூடடுத் பதபா்டர அ்மயத் கத்வையபான நி்்நத்னயபாகும்.

எடுத்துககோடடு 3.20
 ax bx cx d3 2 0+ + + = எனும் சமன்பாடடின மூலங்கள் ப்ருக்குத் பதபா்டரமு்்யில 

இருப்்தற்கபான நி்்நத்ன்யக் ்கபாண்க. இஙகு  a b c d, , , ¹ 0  எனக்ப்கபாள்்க.

தீரவு
 மூலங்கள் ப்ருக்குத் பதபா்டரமு்்யில உள்ைன என்க. எனகவை, அவைற்் 

α
λ

α αλ, ,  எனக் 

்கருது்க.
 வியட்டபாவின சூத்திரங்க்ைப் ்யன்டுத்த நமக்குக் கி்்டப்்து

  å1  = α
λ

λ
1 1+ +






  =  − b

a
 … (1)

  å2  =  α
λ

λ2 1 1+ +





  =  c

a
 … (2)
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  å3  =    α 3  =   − d
a

.    … (3)

 சமன்பாடு (2)-ஐ சமன்பாடு (1)-ஆல வைகுக்்க,

                                                  α  =  − c
b

 … (4)

 (4)-ஐ (3)-இல பிரதியி்ட  −






c
b

3

= −
d
a
⇒ ac db3 3= .

எடுத்துககோடடு 3.21
 x px qx r3 2 0+ + + =  -ன  மூலங்கள் இ்சத்பதபா்டர மு்்யில உள்ைன எனில, 9 27 22 3pqr r q= +

என நிரூபிக்்க. இஙகு  p, q, r ≠ 0 என்க.
தீரவு

 மூலங்கள் இ்சத் பதபா்டரமு்்யில உள்ைன என்க. எனகவை அவைறறின ப்ருக்்கல த்லகீழி்கள் 
கூடடுத் பதபா்டர மு்்யில இருக்கும். கமலும்,

                                1 1 1 0 1 0
3 2

3 2

x
p
x

q
x

r rx qx px





 + 






 + 






 + = ⇔ + + + =  .             … (1)

 (1) –ன மூலங்கள் கூடடுத்பதபா்டர மு்்யில இருப்்தபால அவைறறி்ன a d− , a , a d+  என்க. 

வியட்டபாவின சூத்தரங்க்ைப் ்யன்டுத்த,

         å1 = ( ) ( )α α α− + + +d d = −
q
r
⇒ 3α = −

q
r
⇒ α = −

q
r3

.

 ஆனபால (1)-ன மூலம் α என்தபால,

 r q
r

q q
r

p q
r

q q pqr r−





 + −






 + −






 + = ⇒ − + − +

3 3 3
1 0 3 9 27

3 2
3 3 22 3 20 9 2 27= ⇒ = +pqr q r .

எடுத்துககோடடு 3.22
 x x x3 26 4 24 0− − + =  என் சமன்பாடடின மூலங்கள் கூடடுத் பதபா்டர மு்்யபா்க உள்ைது என 

அறியப் ்டுகி்து.  சமன்பாடடின மூலங்க்ைக் ்கபாண்க.

தீரவு

 மூலங்கள் a d a a d− +, , என்க. எனகவை மூலங்களின கூடுதல 3a என்து ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட 
சமன்பாடடின்டி 6 -க்கு சமம்.  எனகவை 3 6a =  ஆகும்.  ஆ்்கயபால a = 2 ஆகும். மூலங்களின 
ப்ருக்்கல a ad3 2− என்து சமன்பாடடின்டி −24 -க்கு சமம். a -ன மதிப்்்ப் பிரதியி்ட 8 2 242− = −d
என ஆகும். எனகவை, d = ±4 ஆகும். d = 4  எனில −2 2 6, ,  என மூலங்கள் கி்்டக்கும். கமலும் d = −4  
எனில, 6 2 2, ,−  (அகத மூலங்கள் பினகனபாக்கு வைரி்சயில)  என மூலங்கள் கி்்டக்கும்.

பயிறசி 3.3
 1.  2 18 9 03 2x x x− − + =  எனும்  முப்்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின மூலங்களில 

இரணடின கூட்டல பதபா்்க பூச்சியபமனில சமன்பாடடின தீரவு ்கபாண்க.

 2. 9 36 44 16 03 2x x x− + − = -ன மூலங்கள் கூடடுத் பதபா்டரில அ்ம்நத்வை எனில,  
சமன்பாட்்டத் தீரக்்க. 

 3. 3 26 52 24 03 2x x x− + − = -ன மூலங்கள் ப்ருக்குத்பதபா்டரில அ்ம்நத்வை எனில, 
சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.
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 4. 2 6 3 03 2x x x k− + + =  எனும் சமன்பாடடின ஒரு மூலம் மற்  இரு மூலங்களின கூடுதலின 

இரு ம்டஙகு  எனில, k -ன மதிப்்்க் ்கபாண்க. கமலும் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.  

 5. 1 2+ i மறறும் 3 ஆகிய்வை x x x x x x6 5 4 3 23 5 22 39 39 135− − + − − + என்  ்லலுறுப்புக் 

க்கபா்வையின இரு பூச்சியமபாக்கி்கள் எனில அ்னத்து பூச்சியமபாக்கி்க்ையும் ்கண்டறி்க.

 6. பினவைரும் முப்்டி சமன்பாடு்க்ைத் தீரக்்க:    

  (i) 2 9 10 33 2x x x− + =     (ii)  8 2 7 3 03 2x x x− − + =

 7. x x4 214 45 0− + =  எனும் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.

3.7.6 பகுதி கோைணிபடுத்தப்படை பல்லுறுப்புகநகோவைகள்

       (Partly Factored Polynomials)

 ax b cx d px q rx s k+( ) +( ) +( ) +( )+ = 0 , k ¹ 0  எனும் வகைககு மபாறறி எழு்ககூடிே 
α β λ α β µx x x x k2 2 0+ +( ) + +( )+ =

 பினவைரும் எடுத்துக்்கபாடடு்களின மூலம் இதுக்பான் சமன்பாடு்க்ை தீரக்கும் வைழிமு்்்ய 
விைக்குகவைபாம்.
எடுத்துககோடடு 3.23
 தீரக்்க : ( ) ( ) ( ) ( )x x x x− − − + +2 7 3 2 19  =  0 . 
தீரவு

 இ்நநபாற்டி சமன்பாட்்ட ப்பாருத்தமபா்க மபாறறி எழுதி பிரதியி்டல மு்்்யக் ்க்்டபிடிப்்தன 
மூலம் இத்னத் தீரக்்கலபாம். 
   ( ) ( ) ( ) ( )x x x x− − − + +2 3 7 2 19  =  0 . 

 எனச் சமன்பாட்்ட மபாறறி எழுதலபாம். எனகவை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடு,

   ( ) ( )x x x x2 25 6 5 14 19− + − − +  =  0  என்பாகி்து. 

 x x2 5− -ஐ y எனப் பிரதியி்ட, சமன்பாடு ( ) ( ) ;y y+ − + =6 14 19 0  என மபாறுகி்து. 
அதபாவைது,
   y y2 8 65− −  =  0 . 

 இச்சமன்பாட்்டத் தீரக்்க y =13 மறறும் y = −5 எனக் கி்்டக்கும். இவைற்்ப் பிரதியி்ட நமக்கு 

x x2 5 13 0− − = மறறும் x x2 5 5 0− + =  என இரு இரு்டி சமன்பாடு்கள் கி்்டக்கின்ன. அவைற்் 

வைழக்்கமபான மு்்்களில தீரக்்க இயலும். இவவிரு சமன்பாடு்களிலிரு்நது ப்்ப்்ட்ட தீரவு்கள் 

அ்னத்்தயும் ஒனறு கசரத்து 
5 77

2
±

,
5 5

2
±

 என எழுதலபாம்.  

எடுத்துககோடடு 3.24
 ( )( )( )( )2 3 6 1 3 2 2 5 0x x x x− − − − − =  எனும் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க. 

தீரவு

 ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாட்்ட மபாறறிய்மக்்க,

   ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 6 1 2 5x x x x- - - - -  =  0 .

 கசபாடி்கைபா்கப் ப்ருக்்க,
   ( ) ( )6 13 6 6 13 2 52 2x x x x− + − + −  =  0 .

 இதில y x x= −6 132  எனப் பிரதியி்ட, சமன்பாடு
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   ( ) ( )y y+ + −6 2 5  =  0

 என மபாறுகி்து. அதபாவைது,
   y y2 8 7+ +  =  0 .

 இச்சமன்பாட்்டத் தீரக்்க, y=−1 மறறும் y=−7  எனக் கி்்டக்கி்து.

 y x x= −6 132 -ல y -ன மதிப்பு்க்ை பிரதியி்ட,
   6 13 12x x− +  =  0

   6 13 72x x− +  =  0
எனப் ப்றுகிக்பாம்.  இவவிரு சமன்பாடடு்க்ையும் தீரக்்க,

   x x x= =1 7
6

, ,  =  13 145
12

+  மறறும் x = −13 145
12

 

என சமன்பாடடின மூலங்க்ைப் ப்றுகிக்பாம்.

பயிறசி 3.4
 1. தீரக்்க : (i)  x x x x−( ) −( ) +( ) +( ) =5 7 6 4 504    (ii) ( )( )( )( )x x x x− − − + =4 7 2 1 16

 2. தீரக்்க : ( )( )( )( )2 1 3 2 2 3 20 0x x x x− + − + + =

3.8 கூடுதல் விைைம் இல்லோத பல்லுறுப்புகநகோவைச் சமன்போடுகள்
      (Polynomial Equations with no Additional Information)

3.8.1 விகிதமுறு மூலத் நதற்றம் (Rational Root Theorem)

 சில ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களின மூலங்களில சிலவைற்் கசபாதித்தறிதல மு்்யில 
்கபாணலபாம். உதபாரணமபா்க, 
   4 8 23 2x x x− − +  =  0  ... (1)
 எனும் சமன்பாட்்டக் ்கருது்க. இது இதுவை்ர நபாம் ஆய்நத எ்நதபவைபாரு மு்்்களிலும் தீரக்்க 
இயலபாத ஒரு மூன்பாம்்டி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பா்டபாகும். (1)-இன ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய 
P x( )  எனக் குறிப்பிட்டபால, P( )2 0= என்திலிரு்நது x − 2  என்து ஒரு ்கபாரணியபாகும்.  ்கணக்கின 
மீதமுள்ை சமன்பாடடிறகு தீரவு ்கபாண்து இனி எளிது என்தபால ்யிறசிக்கு வி்டப்்டுகி்து.
எடுத்துககோடடு 3.25
 x x x3 25 4 20 0− − + = எனும் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.

தீரவு

 சமன்பாடடிலுள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய P x( ) எனக் குறிப்பிட்டபால, P( )2 0= ஆகும்.  
எனகவை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைசமன்பாடடின ஒரு மூலம் 2 ஆகும். பி் மூலங்க்ைக் ்கண்டறிய 
x x x3 25 4 20− − + -ஐ x − 2 -ஆல வைகுக்்க, x x2 3 10− − என்து ஈவைபா்க கி்்டக்கி்து. இத்னத் தீரக்்க,
−2 மறறும் 5 மூலங்கைபா்கக்  கி்்டக்கி்து. எனகவை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடின தீரவு்கள் 2 2 5, ,−

ஆகும்.

 கசபாதித்தறிதல மு்்யின மூலம் ஓர எண்ண மூலமபா்க ஊகிப்்து எளிதபான 
பசயலனறு. ஆனபால ப்கழுக்்கள் முழுக்்கைபாகும் எனில, த்ல்மக்ப்கழு 
மறறும் மபாறிலி உறுப்பு இவைற்் ்யன்டுத்தி சில விகிதமுறு எண்க்ை 
சபாத்தியக்கூறுள்ை மூலங்கைபா்கப் ்டடியலி்ட இயலும். விகிதமுறு மூலத் கதற்ம் 
அத்த்்கய விகிதமுறு மூலங்களின சபாத்தியக்கூறுள்ை  ் டடிய்ல  நபாம் உருவைபாக்்க 
உதவுகின்து. விகிதமுறு ப்கழுக்்களு்்டய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்ட 
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ப்பாருத்தமபான எண்கைபால ப்ருக்கும்க்பாது அகத மூலங்க்ையு்்டய முழு எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கக் 
ப்கபாண்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்டப் ப்்லபாம் என்்த நி்னவு கூரகவைபாம். எனகவை 
கீகழ ப்கபாடுக்்கப்்டும் விகி்முறு மூேத் ல்றறம் விகிதமுறு எண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின சில மூலங்க்ை ஊகிக்்க ்யன்டுத்துகவைபாம். நிரூ்ணமினறி 
அத்கதற்த்தி்னக் கூறுகவைபாம்.

நதற்றம் 3.5 (விகிதமுறு மூலத்நதற்றம்) (Rational Root Theorem) 

 முழு எண்க்ைக்  ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு 
a x a x an

n + + + = 1 0 0  என்க. (இஙகு an ¹ 0  மறறும் a0 0¹ , ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடடின 

ஒரு மூலம் 
p
q

 (இஙகு ( , )p q =1 எனில, a0 -ன ்கபாரணி p ஆ்கவும் an -ன ்கபாரணி q ஆ்கவும் இருக்கும்.

 an =1எனும்க்பாது, 
p
q

என்து ஒரு விகிதமுறு மூலம் எனிலan -ன ்கபாரணி q என்தபால q = ±1 

எனறிருக்்க கவைணடும்.  எனகவை p ஒரு முழு எணணபா்கத்தபான இருக்்க கவைணடும். எனகவை முழு 

எண்க்ைக் ப்கழுக்்கைபா்கக்  ப்கபாண்ட ஓர த்லஒற்்ப் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடிறகு முழு 
எண இலலபாத விகிதமுறு மூலங்கள் இருக்்கபாது.  எனகவை an =1எனும்க்பாது, ஒரு கவை்ை விகிதமுறு 
மூலம் எனறு இரு்நதபால அது முழு எணணபா்கவும் a0 -ஐ வைகுக்்கக்கூடிய எணணபா்கவும்தபான இருக்்க 

கவைணடும்.  (ஒரு முழு எண a  என்து b -ஐ மீதமினறி வைகுத்தபால ஏகதனும் ஒரு முழு எணணிறகு 

b ad= ஆகும்).

 உதபாரணமபா்க x x2 5 6 0− − = என் சமன்பாட்்டக் ்கருதுகவைபாம். விகிதமுறு மூலத் கதற்த்தின்டி 
இச்சமன்பாடடின சபாத்தியக்கூறு தீரவு்கைபா்க ± ± ± ±1 2 3 6, , ,  மடடுகம இருக்கும்.  இதனபால இ்வை 
அ்னத்தும் தீரவு்கைபா்க அ்மயும் எனக் ்கருத முடியபாது. −1 மறறும் 6 ஆகிய்வை மடடுகம 
சமன்பாட்்டத் நி்்வு பசயயும் ஏ்னய மதிப்பு்கள் சமன்பாட்்ட நி்்வு பசயயபாது.
 கமலும், விகிதமுறு மூலத் கதற்த்தின்டி x2 4 0+ =  எனும் சமன்பாடடிறகு சபாத்தியக்கூறு 
தீரவு்கைபா்க ± ± ±1 2 4, ,  அ்ம்நதபாலும் இவைறறுள் எதுவும் தீரவைபா்கபாது. எனலவ விகி்முறு 
மூேத்ல்றறம் தீர்விறகு ஊைத்க்  மட்டுலம  ்ரும். தீர்விகனத் ்ரபாது.

எடுத்துககோடடு 3.26

 2 3 2 3 03 2x x x+ + + = -ன மூலங்க்ைக் ்கபாண்க.

தீரவு

 நமது குறியி்டல மு்்ப்்டி an = 2 மறறும் a0 3= ஆகும். ்லலுறுப்புக் க்கபா்வைச் சமன்பாடடின 

( , )p q =1 எனும்்டி ஒரு மூலம் 
p
q

எனில, p மூன்பால வைகு்்ட கவைணடும் மறறும் q இரண்டபால 

வைகு்்ட கவைணடும். பதளிவைபா்க p -ன சபாத்தியக்கூறு்கைபா்க 1 1 3 3, , ,− − மறறும் q -ன சபாத்தியக்கூறு்கைபா்க 

1 1 2 2, , ,− − இருக்கும். இதன மூலம் ±
1
1

,±
1
2

,±
3
2

,±
3
1

எனும் பினனங்க்ை உருவைபாக்்கலபாம். இ்நத 

எடடு சபாத்தியக்கூறு்களில, கசபாதித்தறிதல மு்்ப்்டி, 
−3
2

என்துதபான ஒகர விகித மூலமபாகின்து. 

மற் மூலங்க்ைக் ்கபாண 2 3 2 3 03 2x x x+ + + =  என் சமன்பாட்்ட 2 3x+ ஆல வைகுக்்க x2 1+  
என் ஈவும் மீதி பூச்சியமும் கி்்டக்கின்து. x2 1 0+ = -ஐ தீரக்்க i  மறறும் -i  மூலங்கள் 

கி்்டக்கின்து. எனகவை, ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடின மூலங்கள் - -
3
2

, ,i i ஆகும்.
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3.8.2 தவலகீழ் சமன்போடுகள் (Reciprocal Equations)
   2 3 2 7 2 3 26 5 4 3 2x x x x x x− + + + − +  =  0. ... (1)
 என் சமன்பாடடின ஒரு தீரவு α என்க.  இஙகு α ¹ 0  என்து பதளிவு.  இனி,

 2 3 2 7 2 3 2 06 5 4 3 2α α α α α α− + + + − + =

 (1)-ன இ்டப்்க்்கத்தில x -க்கு 
1
α

எனப் பிரதியி்ட

 2 1 3 1 2 1 7 1 2 1 3 16 5 4 3 2

α α α α α α






 − 






 + 






 + 






 + 






 − 






 + 2 .

                        = 
2 3 2 7 2 3 2 0 0

2 3 4 5 6

6 6

− + + + − +
= =

α α α α α α
α α

.

 எனகவை, 
1
α

என்து (1)-க்கு ஒரு தீரவைபாகி்து. இகத க்பானறு 

   2 3 4 4 3 25 4 3 2x x x x x+ − + − −  =  0   ... (2)

 சமன்பாடு (2)-க்கு α  ஒரு தீரவு எனில, 1
α

-ம் ஒரு தீரவு ஆகும்.

 (1) மறறும் (2) சமன்பாடு்களுக்குள் இருக்கும் ப்பாதுவைபான ்ணபு எனனபவைனில, சமன்பாடடில  

x -ஐ 
1
x

-ஆல பிரதியிட்டபால அகத சமன்பாடு மீணடும் கி்்டக்கும். உ்டனடியபா்க நம் மனதில எழும் 

க்கள்விகய ”ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாட்்டப் ் பாரத்தவு்டன அது கமற்கண்ட ் ண்்ப் ப்றறிருக்கின்தபா 
இல்லயபா என்்த இனம் ்கபாண்து எவவைபாறு?” இவவினபாவிறகு கதற்ம் 3.6 வி்்டயளிக்கி்து.  

ைவையவ்ற 3.1 

 n -்டி உள்ை P x( ) எனும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை த்லகீழி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை எனில, 

கீழ்க்்கபாணும் கூறறு்களில ஒனறு பமயயபாகும்.

 (i) P x x P
x

n( ) = 







1  (ii) P x x P
x

n( ) = − 







1 .

 n -்டி உள்ை P x( ) எனும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை ,P x x P
x

n( ) = 







1
 என இரு்நதபால முதல 

வை்்க த்லகீழ் சமன்பாடு எனப்்டும்.

 n -்டி உள்ை P x( ) எனும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை ,P x x P
x

n( ) = − 







1
 என இரு்நதபால 

இரண்டபாம் வை்்க த்லகீழ் சமன்பாடு எனப்்டும்.

நதற்றம் 3.6 
   (i)  a an = 0 ,    a an− =1 1 ,   a an− =2 2

   (ii) a an = − 0 , a an− = −1 1 , a an− = −2 2 ,  என் 

கூறறு்களில ஒனறு பமய எனில,  a x a x a x a x a x an
n

n
n

n
n+ + + + + +−

−
−

−
1

1
2

2
2

2
1 0 = 0  (இஙகு a ¹ 0 ) 

என் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு த்லகீழி ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு எனப்்டும். 

இதன மறுத்லயும் உண்ம.

நிரூபைம்
 ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு
          P x( )  =  a x a x a x a x a x an

n
n

n
n

n+ + + + + +−
−

−
−

1
1

2
2

2
2

1 0 = 0 . … (1)

 (1)-ல x -ஐ 
1
x

-ஆல பிரதியிட்டபால,
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                                   P
x
1






   =  a

x
a
x

a
x

a
x

a
x

an
n

n
n

n
n+ + + + + +−

−
−
−

1
1

2
2

2
2

1
0 = 0 .  … (2)

 எனக் கி்்டக்கும். (2)-ன இருமருஙகும் xn -ஆல ப்ருக்்க,

                          x P
x

n 1





  =  a x a x a x a x a x an n n

n n n0 1
1

2
2

2
2

1+ + + + + +− −
− − = 0 .   … (3)

 எனக் கி்்டக்கும். இனி (1) என்து த்லகீழ் சமன்பாடு  ⇔   P x x P
x

n( ) = ± 





  1
⇔ (1) மறறும்  

(3) ஆகிய இரு சமன்பாடு்களும் ஒனக்யபாகும்.

 இது சபாத்தியம், ⇔  a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

n n n

n n n0

1

1

2

2

2

2

1

1

0= = = = = =− −

− −

 .   

 என இருக்்ககவைணடும். இஙகு விகிதபாச்சபாரம் λ என்க. எனகவை, 
a
a
n

0

= λ மறறும் 
a
an

0 = λ எனக் 

கி்்டக்கி்து. இவவிரு சமன்பாடு்க்ையும்  ப்ருக்கினபால, λ 2 1= எனக் கி்்டக்கி்து. எனகவை, λ =1
மறறும் λ = −1என இரு நி்ல்கள் கி்்டக்கின்ன.

நிகே (i) : 
 λ =1  இ்நநி்லயில a an = 0 , a an− =1 1 , a an− =2 2 ,…எனக் கி்்டக்கி்து. அதபாவைது, (1)–ல  

முதலிலிரு்நதும் ்க்்டசியிலிரு்நதும் சமதூரத்தில உள்ை ப்கழுக்்கள் சமமபா்க உள்ைன.

நிகே (ii) :
 λ = −1 இ்நநி்லயில a a a a a an n n= − = − = −− −0 1 1 2 2, , ,     எனக் கி்்டக்கி்து. அதபாவைது,  

சமன்பாடு (1) –ல முதலிலிரு்நதும் ்க்்டசியிலிரு்நதும் சமதூரத்தில உள்ை ப்கழுக்்கள் எணணைவில 
சமமபா்கவும் மறறும் எதிர குறி்யயும் ப்றறிருக்கும்.

குறிப்பு 
 முதலவை்்க த்லகீழ் சமன்பாடு்களில    ப்கழுக்்கள் முதலில இரு்நதும் (இறுதியில இரு்நதும்) 
சமமபா்க உள்ைன.   உதபாரணத்திறகு, 6 43 43 6 05 4 3 2x x x x x+ − − + + =  எனும் சமன்பாடு முதலவை்்க 
த்லகீழ் சமன்பா்டபாகும்.
 இரண்டபாம்வை்்க த்லகீழ் சமன்பாடு்களில ப்கழுக்்கள் முதலில இரு்நதும் (இறுதியில இரு்நதும்) 
எணணைவில சமமபா்கவும் குறி்கள் கநர எதிரபா்கவும்  உள்ைன. உதபாரணத்திறகு, 
6 41 97 97 41 6 05 4 3 2x x x x x− + − + − = எனும் சமன்பாடு இரண்டபாம் வை்்க த்லகீழ் சமன்பா்டபாகும்.

குறிப்புவை

 (i) த்லகீழ் சமன்பாடடிறகு 0 ஒரு தீரவைபா்கபாது.

 (ii) ப்கழுக்்களும் தீரவு்களும் பமயபயண்கள் வைரம்பிறகுள் உட்டுத்தப் ்்டவில்ல

 (iii) “P x( ) = 0 எனும் ் ல்லுறுப்புலைபாகவ சமன்பாட்டில் எப்ப்பாழுப்ல்ேபாம் α ஒரு மூேமபாகிறல்பா 

அப்ப்பாழுப்ல்ேபாம் 
1
α

-ம் ஒரு மூேமபாை இருககும் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவச் சமன்பாடு 

்கேகீழ் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவ சமன்பா்பாைத்்பான இருகைலவணடும்” என் கூறறு 
உண்மயலல.  உதபாரணமபா்க 2 9 12 4 03 2x x x− + − =  என் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 

சமன்பாடடின மூலங்கள் 2 2 1
2

, , ஆகும்.  x P
x

P x3 1




≠± ( )  என்தபால, இச்சமன்பாடு த்லகீழ் 

சமன்பா்டபா்கபாது. த்லகீழ் சமன்பாடு்கள் a an r r− = அலலது a an r r− = − என்்தப் ப்பாறுத்து 
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முதலவை்்க மறறும் இரண்டபாம் வை்்க என இரு வை்்கப்்டும். நிரூ்ணமினறி சில முடிவு்கள் 
இஙகு தரப்்டுகி்து. :

  • முதலவை்்க சபார்நத ஓர ஒற்்ப் ் ்்ட ் டி த்லகீழ் சமன்பாடடிறகு, x = −1  ஒரு தீரவைபாகும்.

  • இரண்டபாம்வை்்க சபார்நத ஓர ஒற்்ப் ்்்ட ்டி த்லகீழ் சமன்பாடடிறகு, x =1  ஒரு 
தீரவைபாகும்.

  • இரண்டபாம்வை்்க சபார்நத ஓர இரட்்டப் ்்்ட ்டி த்லகீழ் சமன்பாடடிறகு, ்மய உறுப்பு 
பூச்சியமபா்கத் தபான இருக்கும். கமலும் x =1   மறறும் x = −1  தீரவு்கைபாகும்.

  • இரட்்டப்்்்ட த்லகீழ் சமன்பாடு்களில x
x

+
1

 அலலது x
x

−
1

 ஐ, y எனப் பிரதியி்ட, 

ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின ்டி மதிப்பில ்பாதி ்டியபா்க ஒரு 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்டப் ப்றுகிக்பாம். இப்்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்ட 
தீரப்்தன மூலம் கத்வையபான ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிற்கபான மூலங்கள் ப்் 
இயலும்.  

 எடுத்துக்்கபாட்டபா்க,
6 35 56 56 35 6 06 5 4 2x x x x x− + − + − =  

என்து இரட்்டப்்்்ட இரண்டபாம் வை்்க த்லகீழ் சமன்பா்டபாகும். எனகவை 1மறறும் −1ஆகிய்வை 

சமன்பாடடின இரு தீரவு்கள் என்தபால  x2 1− என்து ்லலுறுப்புக் க்கபா்வையின ஒரு ்கபாரணியபாகும். 

எனகவை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய  x2 1− -ஆல வைகுக்்க, 6 35 62 35 64 3 2x x x x− + − + என ஒரு ்கபாரணி 

கி்்டக்கி்து. இக்்கபாரணி்ய x2 -ஆல வைகுத்து உறுப்பு்க்ை ஒழுஙகு்டுத்த 

6 1 35 1 622
2x

x
x

x
+






 − +






 + எனக் கி்்டக்கி்து. u x

x
= +








1
எனப் பிரதியி்ட, சமன்பாடு 

6 2 35 62 02u u−( ) − + = என இரு்டி சமன்பா்டபாகி்து. கமலும் 6 35 50 02u u− + = என எளி்ம்டுத்தப் 

்டுகி்து. இத்னத் தீரக்்க u =
10
3

5
2

, எனக் கி்்டக்கி்து. u =
10
3

என்தன மூலம், x = 3 1
3

, என் 

மதிப்பு்களும் u =
5
2

என்தன மூலம்  x = 2 1
2

, என் மதிப்பு்களும் கி்்டக்கி்து. எனகவை + −1 1 2 1
2

3 1
3

, , , , ,

ஆகிய்வை தீரவு்கைபா்க அ்மகின்ன.

எடுத்துககோடடு 3.27
 7 43 43 73 2x x x− = − என் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.

தீரவு

 ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாட்்ட 7 43 43 7 03 2x x x− − + =  என மபாறறி எழுதலபாம். இது 

முதலவை்்க்யச் சபார்நத ஒற்்ப்்்்ட ் டி த்லகீழ் சமன்பாடு. எனகவை −1ஒரு தீரவைபாகும். ஆ்்கயபால 

x +1ஒரு ்கபாரணியபாகும். 7 43 43 73 2x x x− − +  என் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய x +1ஆல வைகுக்்க 

7 50 72x x− + எனும் ஒரு ்கபாரணி கி்்டக்கி்து. இத்னத் தீரக்்க 7 மறறும் 
1
7

 மூலங்கைபா்கக் 

கி்்டக்கி்து. எனகவை ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடடிறகு −1 1
7

7, , தீரவு்கைபா்க அ்மயும்.

எடுத்துககோடடு 3.28
 x x x x4 3 210 26 10 1 0− + − + = என் சமன்பாட்்டத் தீரக்்க.
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தீரவு

 இது இரட்்டப்்்்ட முதல வை்்க த்லகீழ் சமன்பா்டபாகும். எனகவை இத்ன,

 x x
x

x
x

2 2
2

1 10 1 26 0+





 − +






 +









 =  x ¹ 0  எனகவை x

x
x

x
2

2

1 10 1 26 0+





 − +






 + =  

 என மபாறறி எழுதலபாம். y x
x

= +







1
  என்க.

 y y2 2 10 26 0−( ) − +  = ⇒ y y2 10 24 0− +( ) = ⇒ y y−( ) −( ) =6 4 0 .

நிகே (i)

 y = 6  எனில,  x
x

+ =
1 6  ⇒   x x= + = −3 2 2 3 2 2, .

நிகே (ii)

 y = 4    எனில, x
x

+ =
1 4  ⇒  x x= + = −2 3 2 3,

 எனகவை, மூலங்கள்  3 2 2 2 3± ±,  ஆகும்.

3.8.3 பல்லுறுப்புகநகோவையற்ற சமன்போடுகள் (Non-polynomial Equations)
 சில ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையற் சமன்பாடு்க்ையும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களின 

து்ணகயபாடு தீரக்்க இயலும். உதபாரணமபா்க 15 2− =x x என் சமன்பாட்்டக் ்கருதுகவைபாம். 

முதற்கண  இது ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை  அனறு என்து குறிப்பி்டத் தக்்கது. இரு்க்்கமும் வைரக்்கம் ்கபாண

x x2 2 15 0+ − = எனக் கி்்டக்கும். இ்நத ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாட்்ட எவவைபாறு தீரப்்து 
என்்த நபாம் அறிகவைபாம். ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின தீரவு்களிலிரு்நது ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாட்்ட 
ஆரபாய்நதபால 3  மறறும் −5 ஆகிய்வை x x2 2 15 0+ − = -க்கு தீரவு்கைபா்க அ்மயும். ·  மதிப்பிறகு 
கு்்யற் மதிப்பு்க்ை மடடுகம ஒதுக்கீடு பசயவைது என்்த ்கருத்தில ப்கபாண்டபால  x = 3என்து  
மடடுகம மூலமபாகும். அத்த்்கய ஒதுக்கீடு இல்லபயனில x = −5 என்தும் தீரவைபாகும்.

எடுத்துககோடடு 3.29
   2 9 42cos cosx x− +  =  0 . ... (1)

 எனும் சமன்பாடடிறகுத் தீரவு இருப்பின ்கபாண்க. 

தீரவு

 சமன்பாடடின இ்டப்்க்்கம் இருப்்து ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை அலல.  ஆனபால ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 
க்பால கதபாற்மளிக்கி்து. உண்மயில, இத்ன cos x -ல இருக்கும் ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை 
எனலபாம். எனினும் (1) –ல உள்ை சமன்பாட்்டத் தீரக்்க ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்க்ைப்  
்றறி நபாம் அறி்நதவைற்்ப் ்யன்டுத்தலபாம். cos x -ஐ y  எனப் பிரதியி்ட 2 9 4 02y y− + = எனும் 

்லலுறுப்பு க்கபா்வைச் சமன்பாடு கி்்டக்கி்து.  4 மறறும் 
1
2

 ஆகிய்வை இதன தீரவு்கைபாகும்.

 இதிலிரு்நது cos x = 4 அலலது cos x = 1
2

-க்கு ஏற்தபா்க x அ்மயகவைணடும். ஆனபால cos x = 4

என்து சபாத்தியமிலலபாதது.  cos x = 1
2

-எனும்க்பாது எணணற் ்ல பமயபயண மதிப்புள்ை x  
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அ்மகின்து. உண்மயில அ்னத்து n∈ -க்கும் x n= ±2
3

π
π

என்து ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட சமன்பாடு 

(1) க்கு தீரவைபாகும்.

 cos cos2 9 20 0x x− + = என் சமன்பாடடிறகு இகத வைழிமு்்்க்ை ்க்்டபிடித்தபால 

சமன்பாடடிறகு தீரகவை இல்ல என்து புலனபாகி்து.

குறிப்புவை

 • வைருவிக்்கப்்ட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடடின அ்னத்து தீரவு்களும் ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட 
சமன்பாடடிறகு ஒரு தீரவைபா்க ஆ்கபாது.

 • ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்க்ைப்  க்பால கதபாற்மளித்தபாலும் ் லலுறுப்புக்க்கபா்வையற் 
சமன்பாடு்களுக்கு எணணற்த்  தீரவு்கள் இருக்்கலபாம்.

 • அத்த்்கய சமன்பாடு்களுக்கு தீரவு இலலபாமலும் இருக்்கலபாம்.

 • அடிப்்்்ட இயற்கணித கதற்ம் ் லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களுக்கு மடடுகம நிரூபிக்்கப்்டடுள்ைது.  
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையற்்வை்களுக்கு ்டி்யப் ்றறிகய கூ் முடியபாததபால 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையற்்வை்க்ை மனதில ப்கபாணடு அடிப்்்்ட இயற்கணித கதற்த்தில 
எ்நத குழப்்மும் கத்வையில்ல.

பயிறசி 3.5
 1. பினவைரும் சமன்பாடு்க்ைத் தீரக்்க 

   (i) sin sin2 5 4 0x x− + =  (ii) 12 8 29 43 2x x x+ = −  

 2. விகிதமுறு மூலங்கள்உள்ைதபா என ஆரபாய்க.

   (i) 2 1 03 2x x− − =   (ii) x x8 3 1 0− + = . 

 3. தீரக்்க : 8 8 63
3

2
3

2x xn n− =
−

 4. தீரக்்க : 2 3 6x
a

a
x

b
a

a
b

+ = + .  

 5. சமன்பாடு்க்ைத் தீரக்்க:

   (i) 6 35 62 35 6 04 3 2x x x x− + − + =   (ii) x x x4 33 3 1 0+ − − =

 6. 4 3 2 2 02 5x x− ( ) + =+ எனும் சமன்பாட்்ட நி்்வு பசயயும்  அ்னத்து பமயபயண்க்ையும் 

்கபாண்க.

 7. 6 5 38 5 6 04 3 2x x x x− − − + = எனும் சமன்பாடடின ஒரு தீரவு  
1
3

 எனில,  சமன்பாடடின தீரவு 

்கபாண்க.

3.9 கைஸகோரடநை விதி (Descartes Rule)

 இப்்குதியில  -ல உள்ை ஒரு ் லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு மி்்கபயண மூலங்களின எணணிக்்்க, 
கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்க மறறும் பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்களின எணணிக்்்க 
ஆகியவைறறிறகு சில வைரம்பு்க்ைப் ்றறி ஆயகவைபாம். அத்த்்கய வைரம்பு்க்ைக் ்கணிக்்க உதவும் ஒரு 
சி்்நத மு்் ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதியபாகும். 
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3.9.1 கைஸகோரடநை விதியின் கூறறு (Statement of Descartes Rule)

 விதி்யப் ்றறி ்பாரக்குமுன ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின பைழுகைளின குறிைள மபாறறம் எனும் 
்கருத்்த அறிமு்கப்்டுத்துகவைபாம். பினவைரும் ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை்ய ்கருது்க.

2 3 4 5 6 7 87 6 5 4 3x x x x x x− − + + − +

 இப்்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின ப்கழுக்்களின குறி்க்ை ‘+ ’மறறும் ’− ’ எனும் குறியீடு்க்ைப் 
்யன்டுத்தி

+ − − + + − +, , , , , ,

 என எழுதுகவைபாம். இஙகு x2 -உறுப்புக்்கபான குறியீடு எ்தயும் நபாம் குறிப்பி்டவில்ல என்்த 
்கவைனிக்்கவும். கமலும், 4  மு்் குறி மபாற்ங்கள்  நி்கழ்்நதுள்ைது (அதபாவைது  x x x6 4 1, ,  மறறும் x0

இ்டங்களில) என்து ்கவைனிக்்கத்தக்்கது.

ைவையவ்ற 3.2
 x j+1 -ன ப்கழுவும் x j -ன ப்கழுவும் அலலது x j−1 -ன ப்கழுவும் x j -ன ப்கழுவும் பவைவகவைறு 
குறி்ககைபாடு இரு்நதபால, P x( ) எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையில x -ன j -வைது அடுககில் 
பைழுகைளின குறிைளில் ஒரு மபாறறம் நிைழும் எனப்்டும். (ப்கழு பூச்சியமபா்க இருப்பின,  பூச்சியக் 
ப்கழு உள்ை உறுப்பின உ்டனடி முனனபால உறுப்பின பூச்சியமற் ப்கழுவின குறி்க்ை எடுத்துக் 
ப்கபாள்ை கவைணடும். 

 குறி மபாற்ங்களின எணணிக்்்க்யப் ப்பாறுத்து ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதியி்னப் ்யன்டுத்தி 
்லலுறுப்புக் க்கபா்வையின மூலங்க்ைப் ்றறி சில விவைரங்க்ைப் ப்றுகவைபாம். இதன நிரூ்ணம் 
்பா்டநூலின ்பா்டத்திட்டத்திறகு அப்்பாற்ட்டது என்தபால நிரூ்ணமினறி கதற்ம் மடடும் 
தரப்்டுகின்து.

நதற்றம் 3.7 (கைஸகோரடநை விதி) (Descartes Rule)

 P x( )  எனும் பமயபயண்க்ை ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட P x( ) எனும் ஒரு 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க p மறறும் P x( ) -ன 

ப்கழுக்்களின குறி மபாற்ங்களின எணணிக்்்க s எனில, s p− என்து ஒரு கு்்யற் 

இரட்்டப்்்்ட முழு எணணபாகும்.

 P x( )  எனும் ் லலுறுப்புக் க்கபா்வையின  மி்்க பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க  P x( )  -ல உள்ை 

குறி மபாற்ங்களுக்கு மி்கபாமல இருக்கும் எனத்கதற்ம் கூறுகி்து. கமலும் P x( )  -ல உள்ை 

ப்கழுக்்களின குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்கக்கும் P x( )  -ன மி்்க பூச்சியமபாக்கி்களின 

எணணிக்்்கக்கும் உள்ை வித்தியபாசம் இரட்்டப்்்்ட எணணபா்க இருக்கும். 

 P x( )  -ன கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி என்து P x−( ) -ன மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி என்தபால 

கதற்த்தி்னப் ்யன்டுத்தி கீழ்க்்கபாணுமபாறு முடிவுக்கு வைரலபாம்.

 P x(( ))  எனும் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவயின குகறபேண பூச்சிேமபாககிைளின எணணிககை  
P x−−(( )) -ன பைழுகைளின குறிமபாறறஙைளின எணணிககைககு மிைபாது.   P x−−(( )) -ன பைழுகைளின 

குறிமபாறறஙைளின எணணிககைககும் P x( )  எனும் ்ல்லுறுப்புகலைபாகவயின குகறபேண 
பூச்சிேமபாககிைளின எணணிககைககும் உளை வித்திேபாசம் ஒரு இரட்க்ப்்க் எண்ணபாகும்.
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 ஏகதனும் சில மி்்க எண k -க்கு,  xk -ஆல ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்யப் ப்ருக்குவைதபால 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்கயில மபாற்ம் இரபாது. 

ப்கழுக்்களின குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்கயிலும் மபாற்ம் வைரபாது. எனகவை ் லலுறுப்புக்க்கபா்வையின 

மபாறிலி உறுப்பு ் றறிக் ்கவை்லப்்்ட கவைணடியதில்ல. சில நூலபாசிரியர்கள் ் லலுறுப்புக்க்கபா்வையின 

மபாறிலி உறுப்பு பூச்சியமற் எணணபா்க இருக்்க கவைணடும் என எணணுகின்னர.

 ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதியில பூச்சியம் ஒரு மூலமபா்க எதுவும் கூ்ப்்்டபாதது குறிப்பி்டத்தக்்கது.  ஒரு 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வை வைழக்்கமபான மரபு மு்்யில எழுதப்்டடிரு்நதபால, ்பாரத்தவு்டகனகய ஒருவைரபால 

அப்்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு 0  மூலமபா்க இருக்குமபா அலலது இரபாதபா எனக் கூறிவி்ட முடியும். இனி 

ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதியி்ன சில குறிப்பிட்ட ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களின மூலம் ்ரிகசபாதிப்க்பாம்.

3.9.2  ைைம்பிவன அவைதல் (Attainment of bounds)
3.9.2 (a) பமயபேண மூேஙைளின எணணிககைகைபான வரம்புைள
              (Bounds for the number of real roots)
 P x x x x x i x i( ) = + − − + −( )( )( )( )( )1 1 2 எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு − −1 1 2, , , ,i i  ஆகிய 

பூச்சியங்கள் உள்ைன. வைழக்்கமபான மு்்யில இத்ன x x x5 42 2− − +  என் ் லலுறுப்புக்க்கபா்வையபா்க 

எழுதலபாம். இப்்லலுறுப்புக்க்கபா்வை P x( ) -க்கு 2  மு்் குறிமபாற்ங்கள் அதபாவைது நபான்கபாவைது 

மறறும் பூச்சிய அடுக்கு இ்டங்களில நி்கழ்்நதிருக்கி்து. கமலும்,

P x x x x( )− = − − + +5 42 2

ஒரு மு்் குறி மபாற்ம் நி்கழ்்நதுள்ைது. நமது ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதிப்்டி P x( ) -ல உள்ை மி்்கபயண 

பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க 2  -க்கு மி்கபாது; P x( ) -ல உள்ை கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்களின 

எணணிக்்்க 1 -க்கு மி்கபாது. பதளிவைபா்ககவை 1மறறும் 2  மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்கைபா்கவும் −1 

என்து ஒகர கு்்பயண பூச்சியமபாக்கியபா்கவும் x x x5 42 2− − + எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு 

உள்ைது. எனகவை மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்களின வைரம்பு 2  எனறும் கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்களின 

வைரம்பு 1 எனறும் அ்்டயப்்ட்டது. இஙகு i மறறும் −i  ஆகிய்வை மி்்கபயணணும் அலல; 

கு்்பயணணும் அலல. 

 ( )( )( )( )x x x i x i+ + + −2 3  என்து − − −2 3, , ,i i  எனும் மூலங்க்ையு்்டய ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை 

என நபாம் அறிகவைபாம்.  ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை P x( ) -ஐ வைழக்்கமபான மு்்யிலஎழுதும்க்பாது

 x x x x4 3 25 7 5 6+ + + +  என எழுதுகவைபாம். P x( ) -ல ஒரு த்ட்வைகூ்ட குறி மபாற்ம் நி்கழவில்ல. 

கமலும் P x x x x x( )− = − + − +4 3 25 7 5 6 -ல 4 த்ட்வை குறி்கள் மபாறியுள்ைது. ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதிப்்டி 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வை P x( )  -க்கு எணணிக்்்க 0 -க்கு கமல மி்்கஎண பூச்சியமபாக்கி்கள் இருக்்கபாது. 

கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க 4 -க்கு கமல இருக்்கபாது. 

 மறறுபமபாரு உதபாரணமபா்க,

x C x C x C x C xn n n n n n n n n
n

n− + − + + − + −− − − −
−1

1
2

2
3

3 1
11 1 ( ) ( )( ) .

 எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்யக் ்கருதுகவைபாம். இது ( )x n−1 -ன விரிவைபாக்்கமபாகும். இ்நத 

்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின ப்கழுக்்களில n மபாற்ங்களும் P x−( )  -ன ப்கழுக்்களின குறி்களில 
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மபாற்மிலலபாமலும் உள்ைது. இது, ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்களின 
எணணிக்்்க n -க்கு கமலிரபாது என்தும் கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க 0 -க்கு 
கமலிரபாது என்்தக் ்கபாடடுகி்து. கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்க்ைப் ்றறிய கூறறின்டி 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்ககை இல்ல என்து ்யனுள்ை த்கவைலபாகும்.  
ஆனபால மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்க்ைப் ்றறி எவவித ்யனுள்ை த்கவைலும் இல்ல. இருப்பினும் 
அதறகு சரியபா்க n  மி்்க எண பூச்சியமபாக்கி்கள் உள்ைது;  உண்மயில n -்டியுள்ை 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு n -வி்ட பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க அதி்கமபா்கபாது. எனகவை மி்்க எண 
பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க n  -க்கு கமல இரபாது.  

3.9.2 (b) பமயேறற ைேப்ப்ண மூேஙைளின எணணிககைகைபான வரம்பு
               (Bounds for the number of Imaginary (Nonreal Complex)roots)
 ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதியி்னப் ்யன்டுத்தி பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்களின எணணிக்்்கக்கு ஒரு 
கீழ் வைரம்்் நம்மபால ்கணிக்்க இயலும்.  n  ்டியுள்ை P x( ) -ல உள்ை ப்கழுக்்களின குறிமபாற்ங்களின 
எணணிக்்்க்ய m  என்க. P x−( )  -ல உள்ை ப்கழுக்்களின குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்க்ய k  
என்க.  எனகவை கு்்்நத்டசம் n m k− +( ) பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்கள் P x( ) எனும் 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு உள்ைது. விதியின பி் முடிவின்டி அதபாவைது, மூலங்களின 
எணணிக்்்கக்கும் குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்கக்குமபான கவைறு்பாடு இரட்்டப்்்்ட எணணபா்க 
இருக்கும் என்்த ்வைத்து குறிப்பிட்ட ச்நதரப்்ங்களில வைரம்்் துலலியமபா்க ்கணிக்்க இயலும்.

எடுத்துககோடடு 3.30
 9 2 7 2 09 5 4 2x x x x+ − − + =  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு கு்்்நத்டசம் ஆறு 
பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்கள் இருக்கும் எனக் ்கபாடடு்க.

தீரவு

 ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட P x( )  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடிறகு பதளிவைபா்ககவை 2  மு்் 

குறிமபாற்ங்கள்  இருப்்தபால P x( ) -ன மி்்கபயண மூலங்களின எணணிக்்்க இரணடிறகு 

கமலிரபாது. கமலும் P x x x x x( )− = − − − − +9 2 7 29 5 4 2 -ல P x−( ) -க்கு ஒகர ஒரு மு்் குறிமபாற்ம் 

இருப்்தபால கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்க ஒனறுக்கு கமற்டடு இல்ல. பதளிவைபா்ககவை 0
ஒரு மூலம் இல்ல. எனகவை பமயபயண மூலங்களின எணணிக்்்க அதி்க்டசம் 3 ஆகும். எனகவை 
கு்்்நத்டசம் ஆறு பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்கள் உணடு.

குறிப்புவை

 கமற்கண்ட ஆயவிலிரு்நது ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதியபானது மி்்கபயண மூலங்களின 
எணணிக்்்கக்கும் கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்கக்கும் உச்ச வைரம்்் மடடுகம அளிக்கி்து 
என்து குறிப்பி்டத்தக்்கது; துலலியமபா்க மி்்கபயண மூலங்களின எணணிக்்்க்யகயபா அலலது 
கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்க்யகயபா தருவைதில்ல. ஆனபால சில ச்நதரப்்ங்களில நம்மபால 
துலலியமபா்க மி்்கபயண மூலங்களின எணணிக்்்க, கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்க மறறும் 
பமயயற் மூலங்களின எணணிக்்்க முதலியவைற்் ்கண்டறிய இயலும். கமலும் இது மூலங்க்ைக் 
்கண்டறிய எவவித மு்்்யயும் அளிப்்தில்ல.

எடுத்துககோடடு 3.31
 பினவைரும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களின மூலங்களின தன்ம ்றறி ஆரபாய்க::

 (i) x x x x2018 1950 8 61947 15 26 2019 0+ + + + =      (ii) x x x x5 4 3 219 2 5 11 0− + + + =

தீரவு

 ்கருதப்்டும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்ய P x( ) என்க.

 (i) P x( )  மறறும் P x−( ) -ல குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்க பூச்சியம் என்தபால மி்்க எண 
மூலங்ககைபா  கு்்பயண மூலங்ககைபா இல்ல. பதளிவைபா்ககவை பூச்சியம் மூலம் இல்ல. 
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எனகவை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு பமயபயண மூலங்கள் இல்ல. ஆ்்கயபால 
்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின அ்னத்து மூலங்களும் பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்கைபாகும்.

 (ii) P x( )  மறறும் P x−( ) -ல குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்க மு்்கய 2  மறறும் 1 ஆகும். 
எனகவை அதி்க்டசம் இரு மி்்கபயண மூலங்களும் அதி்க்டசம் ஒரு கு்்பயண 
மூலங்களும் உணடு. P x−( ) -ல உள்ை குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்கக்கும் கு்்பயண 
மூலங்களின எணணிக்்்கக்கும் உள்ை கவைறு்பாடு இரட்்டப்்்்ட எண என்தபால பூச்சிய 
எணணிக்்்கயில கு்்பயண மூலங்கள் இல்ல. எனகவை கு்்பயண மூலங்களின 
எணணிக்்்க 1 ஆகும்.

  P x( ) -ல உள்ை குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்கக்கும் மி்்கபயண மூலங்களின 
எணணிக்்்கக்கும் உள்ை கவைறு்பாடு இரட்்டப்்்்ட எண என்தபால  பூச்சிய 
எணணிக்்்கயில அலலது இரு மி்்க எண மூலங்கள் உணடு. ஆனபால ப்கழுக்்களின 
கூடுதல பூச்சியம் என்தபால 1 ஒரு மூலமபாகும்.  எனகவை இரணக்ட இரணடு மி்்க எண 
மூலங்கள் உணடு. பதளிவைபா்க பி் இரு மூலங்களும் பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்கைபாகும்.

பயிறசி 3.6
 1. 9 4 4 3 2 7 7 2 09 8 7 6 5 3 2x x x x x x x x− + − + + + + + = எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின 

அதி்க்டச சபாத்தியமபான மி்்க எண மறறும் கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்க்ய 
ஆரபாய்க

 2. x x2 5 6− + மறறும் x x2 5 16− + ஆகிய ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்களின அதி்க்டச சபாத்தியமபான  
மி்்க எண மறறும் கு்்பயண பூச்சியமபாக்கி்களின எணணிக்்்க்ய ஆரபாய்க. 
வை்ைவை்ர்களின கதபாரபாய வை்ர்்டம் வை்ர்க.

 3. x x x x9 5 4 25 4 2 1 0− + + + = என் சமன்பாடடிறகு கு்்்நத்டசம் 6 பமயயற் ்கலப்ப்ண 
தீரவு்கள் உணடு எனக் ்கபாடடு்க. 

 4. x x x9 8 75 14 0− − = எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின மி்்கபயண மறறும் 
கு்்பயண மூலங்களின எணணிக்்்க்ய தீரமபானிக்்க.

 5. x x x x x9 7 5 39 7 5 3+ + + + எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின பமயபயண மறறும் பமயயற் 
்கலப்ப்ண பூச்சியமபாக்கி்களின துலலியமபான எணணிக்்்க்யக்  ்கண்டறி்க.

பயிறசி 3.7

 ப்கபாடுக்்கப்்ட்ட நபானகு வி்்ட்களிலிரு்நது சரியபான அலலது மி்கப் ப்பாருத்தமபான வி்்ட்யத் 
கதர்நபதடுக்்க.
 1. x3 64+ -ன ஒரு பூச்சியமபாக்கி
	 	 ( 1 ) 	 0  (2 ) 	 4  (3 ) 	 4i   (4 ) - 4

 2. f மறறும் g  என்ன மு்்கய m மறறும் n  ்டியுள்ை 

  ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை்கள் மறறும் h x f g x( ) ( )= ( ) எனில, h -ன ்டியபானது     

  (1)mn  (2)	m n+   (3)	mn  (4) nm  

 3. x -ல n ்டியுள்ை ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு ப்றறுள்ை மூலங்கள் 

  (1) n பவைவகவைறு மூலங்கள் (2) n பமயபயண மூலங்கள்

  (3) n ்கலப்ப்ண மூலங்கள்  (4) அதி்க்டசம் ஒரு மூலம்
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140XII - கணிதவியல்

 4. x px qx r3 2+ + + -க்குα β, மறறும் γ  என்்வை பூச்சியமபாக்கி்கள் எனில, 
1
α∑ -ன மதிப்பு

  (1)− q
r

 (2)− p
r

 (3) q
r

 (4) − q
p

 5. விகிதமுறு மூலத் கதற்த்தின்டி பினவைருவைனவைறறுள் எ்நத எண 4 2 10 57 4 3x x+ − −

என்தறகு சபாத்தியமற் விகிதமுறு பூச்சியமபாகும்?

  (1)−1 (2) 5
4

 (3) 4
5

 (4) 5  

 6. x kx x3 2 9− +  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு மூனறு பமயபயண பூச்சியமபாக்கி்கள் 
இருப்்தறகு கத்வையபானதும் மறறும் க்பாதுமபானதுமபான நி்்நத்ன

  (1) k £ 6  (2) k = 0  (3) k > 6  (4) k ≥ 6  

 7. [ , ]0 2p -ல  sin sin4 22 1x x− + -ஐ நி்்வு பசயயும்  பமயபயண்களின எணணிக்்்க

  (1) 2  (2) 4  (3)1 (4) ¥  

 8. x x ax3 212 10 1999+ + + -க்கு நிச்சயமபா்க ஒரு மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி இருப்்தறகு 
கத்வையபானதும் மறறும் க்பாதுமபானதுமபான நி்்நத்ன 

  (1) a ≥ 0  (2) a > 0  (3) a < 0  (4) a £ 0  

 9. x x3 2 3+ +  எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு

  (1) ஒரு கு்் மறறும் இரு பமயபயண பூச்சியமபாக்கி்கள் இருக்கும்

  (2) ஒரு மி்்க மறறும் இரு பமயயற் ்கலப்ப்ண பூச்சியமபாக்கி்கள் இருக்கும்

  (3) மூனறு பமயபயண பூச்சியமபாக்கி்கள் இருக்கும்

  (4) பூச்சியமபாக்கி்கள் இல்ல

 10.  
r

n n

r
r rC x

=
∑ −

0
1( ) எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்களின 

எணணிக்்்க
  (1) 0  (2) n  (3)< n  (4) r

போைச்சுருககம்

 • ்டி 2 அலலது 3 உ்்டய ்லலுறுப்புக் க்கபா்வை சமன்பாடடிற்கபான வியட்டபாவின சூத்திரம் n > 3.

 • இயற்கணிதத்தின அடிப்்்்டத் கதற்ம்: n ≥1 ்டியுள்ை ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைக்கு  -ல  

கு்்்நத்டசம் ஒரு பூச்சியமபாக்கியபாவைது உணடு.

 • இ்ண ்கலப்ப்ண மூலத் கதற்ம்: ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின  ப்கழுக்்கள் 
பமயபயண்கள் எனில பமயயற் ்கலப்ப்ண மூலங்கள் இ்ண கசபாடி்கைபா்கத்தபான 
நி்கழ்கின்ன.

 • விகிதமுறு மூலத் கதற்ம்: a x a x an
n + + + = 1 0 0 (இஙகு an ¹ 0 மறறும் a0 0¹ ) என்து 

முழுக்்க்ைக் ப்கழுக்்கைபா்கக் ப்கபாண்ட ஒரு ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பா்டபாகும். 
p
q

(இஙகு

( , )p q =1ஆகும்) என்து ்லலுறுப்புக்க்கபா்வை சமன்பாடடின மூலம் எனில, a0 -ன ்கபாரணி  

p  ஆ்கவும், an -னின ்கபாரணி q ஆ்கவும் இருக்கும்.
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 • இரட்்டப் ்்்ட எண அடுக்கு்க்ை மடடும் ப்கபாணடிருக்கும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் 
சமன்பாடு்கள், ் குதி ்கபாரணி்டுத்தப்்ட்ட ் லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்கள், ப்கழுக்்களின 
கூடுதல பூச்சியமபா்க உள்ை ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்கள், த்லகீழ் சமன்பாடு்கள் 
க்பான் சில சி்ப்்பான ்லலுறுப்புக்க்கபா்வைச் சமன்பாடு்களி்னத் தீரக்்க வைழிமு்்்கள்.

 • ப்டஸ்்கபாரடக்ட விதி:P x( ) எனும் ்லலுறுப்புக்க்கபா்வையின மி்்கபயண பூச்சியமபாக்கி்களின 
எணணிக்்்க p எனில மறறும் P x( ) -ன ப்கழுக்்களின குறிமபாற்ங்களின எணணிக்்்க s
எனில s p− ஒரு கு்்யற் இரட்்டப்்்்ட முழு எணணபாகும்.   

இவையச் கசயல்போடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/vchq92pg அல்லது Scan the QR Code
 இ்ணய உலபாவி்ய தி்க்்கவும், ப்கபாடுக்்கப்்டடுள்ை உரலி/வி்ரவுக் 
குறியீட்்ட தட்டச்சு பசயயவும். GeoGebra-வின "12th Standard Mathematics" 
்க்்கம் கதபானறும். இப்்ணித்தபாள் புத்த்கத்தின இ்டது ்க்்கம் உங்கள் ்பா்டநூலு்டன 
பதபா்டரபு்்டய ்ல அத்தியபாயங்கள் ்கபாணப்்டும். அவைறறில "Theory of Equations" 
எனும் அத்தியபாயத்்தத் கதரவு பசய்க. இப்ப்பாழுது இப்்பா்டம் பதபா்டர்பான ்ல 
்ணித்தபாள்்க்ை இப்்க்்கத்தில ்கபாணபீர்கள். "Relation between roots and co-efficients" 
்யிறசித்தபா்ை கதரவு பசய்க.
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4.1 அறிமுகம் (Introduction)
 நம் அன்றாட வறாழ்க்கையில் அளவீட்டு்க கைருவிகை்ள்க ககைறாண்டு அளவிட 
முடியறாத கைண்ககுகைளு்ககு ம்்முகை அளவீடுகைளறால் தீர்வு கைறாணப்படுகி்து.  
ம்ைகைள் மற்றும் உயரமறான கைட்டிடஙகைளின உயரஙகை்ள அளவீட்டு்க 
கைருவிகை்ள்க ககைறாண்டு கைண்டறிய இயைறாதப்பறாது அ்வகை்ள்க கைண்டறிய 
மு்கபகைறாணவியல் நம்ககு உதவுகி்து. க்பறாறியியல் மற்றும் இயற்பியல் உள்ளிட்ட 
இதர அறிவியல் பிரிவுகைளில் மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளும் மற்றும் அவற்றின 
பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளும் ்பரவைறாகைப ்பயன்படுததப்படுகி்து. 
பமலும் இசசறார்புகைள், ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணததில் இரு ்ப்ககைஙகைளின நீளஙகை்ள மட்டுபம 

அறிந்து அம்மு்கபகைறாணததிற்கு தீர்வு கைறானும் கைண்ககுகைளில் மட்டுமல்ைறாமல், 
1

2 2a x
dx

−
∫ ,  

1
2 2x a

dx
+∫  ப்பறான் குறிபபிட்ட கதறா்கையிடல்  கைண்ககுகைளு்ககு தீர்வு கைறாண உதவுகின்ன. ்சன 

சறார்பின பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் ்சன சறார்்பறான arcsine ( )x -்ககு sin-1 x  எனும் குறியீட்்ட 

முதல் மு்்யறாகை ஆஙகிை கைணிதவியைறாளர் ஜறான  F.W. கெர்பச (1792-1871) ( John F.W. Herschel) 
என்பவர் அறிமுகைப்படுததினறார். 1826-ல் தன தந்்தயுடன பசர்ந்து ்பணியமறாற்றிய்ம்ககைறாகை இரறாயல் 
வறானவியல் கைழகைததின தஙகை ்பத்ககைம் இவரு்ககு அளி்ககைப்பட்டது.
 மினசறாதன அ்ைவு கைறாட்டி (Oscilloscope) எனும் கைருவி ்சன 
சறார்பின வ்ளவ்ரகை்ளப ப்பறானறு மினசமி்க்கைகை்ள வ்ர்படஙகைளறாகை 
மறாற்றுகி்து. கைட்டுப்பறாட்டு்ககைருவிகை்ள்க ககைறாண்டு ்சன வ்ளவ்ரயின 
வீசசு, கைறாைஅளவு மற்றும் நி்ை மறாற்்த்த மறாற்்ைறாம். மனித உடலின 
இதயததுடிபபுகை்ள்க அளவிடுதல் ப்பறானறு ்பல்பவறு ்பயன்பறாடுகைளில் 
அ்ைவு்ககைறாட்டி்க கைருவிப ்பயன்படுததப்படுகி்து. அதத்கைய ்பயன்பறாடுகைளில் 
மு்கபகைறாணவியலின சறார்புகைள் மு்ககிய ்பஙகு வகி்ககி்து.
 பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகை்ள சிை எளிய எடுததுகைறாட்டுகைளின மூைம் விள்ககுபவறாம்.
விளகக எடுத்துகககாட்டு-1 (சகாய்வு கணககு) 
 y mx b= + எனும் பநர்பகைறாட்்ட்க கைருதுகை. x அசசுடன பநர்்கபகைறாடு 

ஏற்்படுததும் பகைறாணம் θ -ஐ  சறாய்வு m மூைம், கைறாண்ப்பறாம். ஒரு சறார்பின சறாய்வு 
என்பது அதன மறாறு வீதமறாகை வ்ரயறு்ககைப்படும். சறாய்வு அல்ைது சறாய்வுவிகிதம் 

க்பறாதுவறாகை m y
x

=
∆
∆

 என்க கைண்ககிடப்படுகி்து. ்படததிலுள்ள கசஙபகைறாண 

மு்கபகைறாணததிலிருந்து, tanθ =
∆
∆
y
x

.  எனபவ, tanθ = m . இஙகு θ   வின 

மதிப்்ப்க கைண்டறிய மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின பநர்மறாறு பத்வப்படுகி்து. 

இத்ன “பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பு (inverse tangent function) ” எனப்பறாம். 

* க்பரும்்பறாலும் ஒன்்  மற்க்றான்றாகை  மறாற்றுவதும் வடிவிய்ை கமறாழியில் 
மறாற்றுவதும் கைணிதததின ஆற்்ைறாகும்*

--மார்கஸ் டு சாட�ாய்

்படம். 4.1

ஜறான F.W. கெர்பச

( , )x y2 2

= −y y y2 1

= −x x x2 1

( , )x y1 1

θ

θ

 

x

y

: m y
x

= =
∆
∆

tanθrha;t[
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143 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

விளகக எடுத்துகககாட்டு-2  ( திரைப்பட அைங்கின் திரைகள்)

 தி்ரயரஙகைததின தி்ர 7 மீட்டர் உயரம் ககைறாண்டது எனகை.  ஒருவர் அமர்ந்த 
நி்ையில் தி்ரயின அடி்பகுதியறானது ்பறார்்வ மட்டததிற்கு 2 மீட்டர் உயரததில் 
உள்ளது. ்பறார்்வயிலிருந்து தி்ரயின அடிமட்டம் வ்ர வ்ரயப்படும் 
கி்டமட்டபகைறாட்டிற்கும், ்பறார்்வயிலிருந்து தி்ரயின முகைட்டிற்கு 
வ்ரயப்படும் பநர்்கபகைறாட்டிற்கும் இ்டபய ஏற்்படும் பகைறாணம் ்பறார்்வ்க 
பகைறாணம் எனகை. ்படததில், θ  என்பது ்பறார்்வ்கபகைறாணமறாகும். தி்ரயிலிருந்து 
x  மீட்டர் தூரததில் ஒருவர் அமர்ந்திருப்பதறாகை ககைறாள்பவறாம்.   ்பறார்்வ்க  

பகைறாணம் θ -ஐ்க  கைண்டறிய ்பயன்படும் சறார்பு θ ( ) tan tan .x
x x

= 





 − 








− −1 19 2
  இஙகு 

்பறார்்வ்க பகைறாணம் θ  என்பது x-ன சறார்பு என்ப்த கைவனி்ககை.

விளகக எடுத்துகககாட்டு-3 ( இழுப்புப்்காலம் )

  ்படததில் கைறாண்்பது ப்பறான் இரட்்டமடிப ்பைகு இழுபபுப்பறாைம் 
ஒனறி்ன்க கைருதுபவறாம். ஒவகவறாரு மடிப்பைகும் 40 மீட்டர் நீளம் 
ககைறாண்டது. 33 மீட்டர் அகைைமு்டய கைப்பகைறானறு ்பறாைத்த்க 
கைட்ககை பவண்டும். ்பறாைத்த்க கைப்பல் கைட்ககை, ஒவகவறாரு மடிப்பைகும் 
தி்ப்பதற்கு ஏற்்படுததும் மீசசிறுபகைறாணம் θ -ஐ்க கைண்டறிய பநர்மறாறு 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்பு ்பயன்படுகி்து.
 அைகு வட்டததி்னப ்பயன்படுததி, கமய்கயண்கைளின 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் (இஙகு ஆ்ரயனில் பகைறாணஙகைள் மதிபபிடப்படுகின்ன) குறிதது 
்பதிகனறான்றாம் வகுபபில் ்படிதபதறாம். இப்பறாடப்பகுதியில், பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள், 
அதன வ்ர்படஙகைள் மற்றும் ்பண்புகை்ளப ்பற்றி கைற்்றிபவறாம்.  வழ்ககைம்ப்பறால்   மற்றும்   என்ப்வ 
மு்்பய கமய்கயண்கைளின கைணத்தயும் மற்றும் முழுகவண்கைளின கைணத்தயும் குறி்ககின்ன.  
ஆறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின கைறாைவட்ட ஒழுஙகு்ட்ம (periodicity), சறார்்பகைம் (domain) மற்றும் 
வீசசகைம் (range) முதலியனவற்றின வ்ரய்்கை்ள  நி்னவுகூர்பவறாம். 

கற்றலின் ந�காககஙகள்

 இப்பறாடப்பகுதி நி்்வுறும்ப்பறாது, மறாணவர்கைள் அறிந்திரு்ககை பவண்டிய்வகைள்:
	 ●	 பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின வ்ரய்்கைள்
	 ●	 பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின முதன்ம மதிபபுகை்ள மதிபபிடும் விதம்
	 ●	 மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் மற்றும் அதன பநர்மறாறு சறார்புகைளின வ்ர்படஙகைள் வ்ரயும் 

விதம்
	 ●	 	பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின ்பண்புகை்ளப ்பயன்படுததுதல் மற்றும் சிை 

பகைறா்வகைளின மதிபபுகை்ள்க கைண்டறிதல் 

4.2  சில அடிப்்டைக கருத்துகள் (Some Fundamental Concepts)

வடையட்ற 4.1 ( ககாலவட்ை  ஒழுஙகுடைடை)

 ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு  f  - ன சறார்்பகைததில் உள்ள அ்னதது x–்ககும், ஒரு மி்கை எண் p –ஐ,  
x p+  ஆனது f  -ன சறார்்பகைததில் இரு்ககுமறாறும்   f x p f x( ) ( )+ =  எனவும் கைறாண இயலுமறாமனறால்,  
f  ஐ  திரும்்ப சறார்பு அல்ைது கைறாைவட்டச சறார்பு எனப்பறாம்.

 அவவறா்றான எண்கைளில் மிகைசசிறிய எண்,  f  என் சறார்பின கைறாைம் (period)  எனப்படும்.

எடுதது்ககைறாட்டறாகை, sin , cos , secx x x xcosec , மற்றும் eix  ஆகிய்வ கைறாைம் 2p   ஆ்ரயனகைள் 
ககைறாண்ட கைறாை வட்டச சறார்புகைளறாகும்.  மறா்றாகை  tan , cotx x  ஆகிய்வ p   ஆ்ரயனகைள் ககைறாண்ட  
கைறாை வட்டச  சறார்புகைளறாகும். 

்படம் 4.2

்படம் 4.3
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2
x 
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144XII - கணிதவியல்

வடையட்ற 4.2 ( ஒறட்ற ைறறும் இைட்டைச் சகார்புகள்)

 ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு f–ன சறார்்பகைததில் உள்ள ஒவகவறாரு x ்ககும்,  -x  என்பதும்  
f – ன சறார்்பகைததில் இருந்து,  f x f x( ) ( )− = என்வறாறு இருந்தறால் ,  f ஐ  ஓர் இரட்்டச சறார்பு (even 

function) எனப்பறாம்.
 ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு f –ன சறார்்பகைததில் உள்ள ஒவகவறாரு x –்ககும், -x  என்பதும்  
f –ன சறார்்பகைததில் இருந்து,  f (x) = –f (x) என்வறாறு இருந்தறால் ,  f ஐ   ஓர் ஒற்்்ச சறார்பு (odd 

function)  எனப்பறாம்.

 எடுதது்ககைறாட்டறாகை, x x x x3, sin , , tancosec  மற்றும் cot x ஆகிய்வ ஒற்்்சசறார்புகைளறாகும். 

ஆனறால், x x2 , cos மற்றும் sec x  ஆகிய்வ இரட்்டசசறார்புகைளறாகும். 

குறிப்புடை

 g  மற்றும் h ்ககு கைறாைம் இருந்து, f g h= ±  என்வறாறு இருந்தறால் f -ன கைறாைம் மி.சி.ம  
{கைறாைம் g, கைறாைம் h } என இரு்ககும்.
 எடுதது்ககைறாட்டறாகை, y x x= +cos sin6 4  -ன கைறாைம் p  மற்றும் y x x= −cos sin  -ன கைறாைம் 2p  

ஆகும்.

4.2.1 முகநககாணவியல் சகார்புகளின் சகார்்கம் ைறறும் வீச்சகம்
       (Domain and Range of trigonometric functions)
 மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின சறார்்பகைஙகைள் மற்றும் வீசசகைஙகைள் பினவரும் அட்டவ்ணயில் 
ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளன.

மு்கபகைறாணவியல் 
சறார்பு sin x cos x tan x cosec x sec x cot x

சறார்்பகைம்
 

� �\ ( ) ,2 1
2

n n+ ∈







π
� �\ ,n nπ ∈{ } � �\ ( ) ,2 1

2
n n+ ∈








π
� �\ ,n nπ ∈{ }

வீசசகைம் −[ ]1 1, −[ ]1 1,   \ ,−( )1 1  \ ,−( )1 1 

4.2.2  சகார்புகளின் வடை்ைஙகள் (Graphs of  functions)
 f : →  என்பது ஒரு கமய்மதிபபு்டயச சறார்பு எனகை.  அதன சறார்்பகைததில் உள்ள ஒரு புள்ளி  
x –ல் சறார்பு f-ன மதிபபு f (x) எனகை.  பினனர், x f x x, ( ) ,( ) ∈  என் புள்ளிகைளின கதறாகுபபு்க 
கைணம்,  சறார்பு f-ன வ்ர்படத்த தீர்மறானி்ககி்து. க்பறாதுவறாகை, xy –தளததில் உள்ள ஒரு வ்ர்படம்,  
ஒரு சறார்பி்ன்க குறி்ககும் என கூ்முடியறாது. இருந்தப்பறாதிலும், ஒரு வ்ர்படம் நி்ை்க குதது்க 
பகைறாட்டுச பசறாத்ன்ய (ஒரு நி்ை்ககுதது்கபகைறாடு ஒரு வ்ர்படத்த கவட்டுமறானறால், அ்கபகைறாடு 
அதிகை்பட்சமறாகை ஒபரகயறாரு புள்ளியில் மட்டும் கவட்டும்) நி்்வு கசய்தறால், அவவ்ர்படம் ஒரு 
சறார்பி்ன்க குறி்ககும். 
 நம் அன்றாட வறாழவில், அ்ைகைள், இரவு/்பகைல் சுழற்சி ப்பறானறு பநரத்தப க்பறாறுதது 
கைறாைவட்டததி்ன உள்ளட்ககிய ்பல்பவறு நிகைழவுகை்ள்க கைறாண்கிப்றாம். மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் 
அ்னததும் திரும்்பச சறார்புகைள் என்பதறால், இதத்கைய நிகைழவுகை்ள மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் 
மூைமறாகை அறிந்துணரைறாகும்.  மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகை்ள அ்வகைளின வ்ர்படஙகைள் வறாயிைறாகைப 
்பறார்தது அறிந்து ககைறாள்வதின மூைம்,  கைறாை வட்ட ஒழுஙகு்ட்மயுள்ள நிகைழவுகைளின ்பண்புகை்ள 
ஆரறாய்ந்தறியைறாம்.
 மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின வ்ர்படத்த xy –தளததில் வ்ரய, சறாரறா மறாறி x ஐ  ஆ்ரயனில் 
உள்ள பகைறாண அளவுகை்ள்க குறி்ககும்.  சறார்ந்த மறாறி்ய y  எனவும் குறிபபிடுபவறாம்.  ் சன சறார்பி்ன 
y x= sin  என எழுதுகிப்றாம்.  இ்தபப்பறாைபவ மற்் மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகை்ளயும் எழுதைறாம். 

இனி வரும் ்பறாடப்பகுதிகைளில், மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் மற்றும் பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் 
சறார்புகைளின வ்ர்படஙகை்ள எவவறாறு வ்ரயைறாம் எனவும் மற்றும் அவற்றின ்பண்புகை்ளப ்பற்றியும் 
்படி்ககை உள்பளறாம்.
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4.2.3 வடை்ைத்தின் வீச்சு ைறறும் ககாலம்  (Amplitude and Period of a graph)
 x - அசசிலிருந்து ஒரு சறார்பின வ்ர்படததிற்கு உள்ள மீபக்பரு தூரம் அசசறார்பின வீசசு 
(amplitude)  ஆகும்.  இவவறா்றாகை ஒரு சறார்பின வீசசு ஆனது  x -அசசிலிருந்து அதன   மீபக்பரு அல்ைது 
மீசசிறு மதிபபிற்கு உள்ள உயரம் ஆகும். ஒரு முழுசசுற்றி்ன பூர்ததி கசய்ய சறார்பு்ககு பத்வப்படும் 
தூரம் அசசறார்பின கைறாைம் (period) ஆகும்.
குறிப்புடை

(i) கைறாைவட்டச சறார்பின கைறாை அளவிற்கு (period) சமமறான நீளம் ககைறாண்ட இ்டகவளியில் 
வ்ரயப்படும் வ்ர்படப்பகுதிபய திரும்்ப திரும்்ப வரும் ்பை வ்ர்படப ்பகுதிகை்ள்க 
ககைறாண்டதறாகை அசசறார்பின கமறாதத வ்ர்படம் அ்மயும்.

(ii) ஒற்்்ச சறார்பின வ்ர்படம் ஆதி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகைவும் மற்றும் இரட்்டச சறார்பின  
வ்ர்படம் y –அச்சப க்பறாறுதது சமசசீரறாகைவும் இரு்ககும்.

4.2.4  ந�ர்ைகாறு சகார்புகள் (Inverse  functions)
 உள்ளீடு கசய்யப்படும் ஒரு மதிபபு்ககு எபக்பறாழுதும் ஒபரகயறாரு தனிதத மதிபபி்ன 
வி்டயறாகைத தரும் விதிமு்்பய ஒரு சறார்்பறாகும் என்ப்த நி்னவு கூர்பவறாம். சறார்பின பநர்மறாறு 
இருததலு்ககு பமற்கைண்ட சறார்பிற்கைறான பத்வ்யப பூர்ததி கசய்தல் அவசியமறாகி்து.  இத்ன நறாம் 
ஒரு எடுதது்ககைறாட்டு மூைம் விள்ககுபவறாம்.
 இரட்்டயர் அல்ைறாத அ்னதது மறானிடர்கைளின கைணததி்ன்க கைருதுபவறாம். அ்ககைணததிலுள்ள 
ஒவகவறாருவரும் ஒரு இரதத வ்கை மற்றும் ஒரு மர்பனு (DNA) கதறாடர்சசி்ய  க்பற்றுள்ளறார். மறானிட்ர 
உள்ளீடறாகைவும் இரதத வ்கை அல்ைது மர்பனு கதறாடர்சசி்ய  கவளியீடறாகைவும் இருப்பதறால் இ்வ 
சறார்புகைளறாகின்ன. ஒபர இரதத வ்கை ககைறாண்டுள்ள மனிதர் ்பைருண்டு என்பத்ன நறாம் அறிபவறாம். 
இருபபினும் மர்பனு கதறாடர்சசி்ய  க்பறாருததவ்ர ஒவகவறாரு தனி மனிதனு்ககும் மரப்பனு கதறாடர்சசி 
தனிததனிபய இரு்ககும். இத்ன பினபனறா்ககி ்படி்ககும்ப்பறாது இரதத மறாதிரியின இரதத  வ்கை 
கதரிந்திருந்தறால் அதன மூைம் அம்மறாதிரி இரதத வ்கை குறிப்பறாகை யறாரிடமிருந்து க்ப்ப்பட்டது என்க கூ் 
முடியுமறா?  முடியறாது என்பபத  இதற்கு வி்டயறாகும். மறா்றாகை ஒரு மர்பனு கதறாடர்சசி்ய  கதரிந்திருந்தறால் 
கைணததிலுள்ள அதற்குரிய மனித்ர்க கைண்டறிய இயலும்.  இவவ்றாகை மர்பனு கதறாடர்சசி மூைம் 
மனித்ர்க கைண்டறியும் பினபனறா்ககுபதபை பநர்மறாறு சறார்பின இருததலு்ககைறான அடிப்ப்டயறாகி்து. 
இதத்கைய பினபநறா்ககி கைண்டறிதபை பநர்மறாறு சறார்்பறாகும். மர்பனு கதறாடர்சசி எடுததுகைறாட்டுப ப்பறால், 
சறார்்பறானது ஒனறு்க ககைறானறு சறார்்பறாகை இருந்தறால், அதற்கு பநர்மறாறு சறார்பு இரு்ககும்.  பதறாரறாயமறாகை 
கூறும்ப்பறாது  சறார்பு கசய்யும் கசய்ை அதன பநர்மறாறு சறார்பு அசகசய்ை, கசயலிழ்ககை ்வ்ககி்து.
 ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணததின ஒரு குறுஙபகைறாணமும் மற்றும் ஒரு ்ப்ககை நீளமும் 
ககைறாடு்ககைப்பட்டிருந்தறால், பி் பகைறாணஙகை்ளயும் மற்றும் பி் ்ப்ககை நீளஙகை்ளயும் கைண்டறிவது 
எளிதறாகும். ஆனறால் ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணததின இரு ்ப்ககைஙகைள் மட்டுபம தரப்பட்டிருந்தறால்,  
்ப்ககைஙகைளின விகிதத்தப ்பயன்படுததி பகைறாணத்த்க கைறாண்்பதற்கு ஒரு வழிமு்் பத்வப்படுகி்து. 
இதத்கைய தருணததில்தறான மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின பநர்மறாறு சறார்பு எனும் கைருததறா்ககைம் 
மு்ககியததுவம் க்பறுகி்து.
 எந்தகவறாரு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பும் அதன முழு்ம சறார்்பகைததினமீது ஒனறு்கககைறானறு சறார்பு 

அல்ை என்ப்த நறாம் அறிபவறாம். எடுததுகைறாட்டறாகை, sin .θ =0 5  என்க ககைறாடு்ககைப்பட்டிருந்தறால், 

θ
π π π π π

= − −
6

5
6

13
6

7
6

11
6

, , , , , ஆகிய எண்ணற்்  θ –வின மதிபபுகைள் ககைறாடு்ககைப்பட்ட 

சமன்பறாட்்ட பூர்ததி கசய்யும். எனபவ,  ககைறாடு்ககைப்பட்ட sinθ –விற்கு ஏற்்ப θ –்ககு தனிதத மதிப்்ப்க 
கைறாண இயைறாது. இவவறாறு ஒபர மதிபபிற்கு ்பை பகைறாணஙகை்ள பகைறார்்ககும் நி்ை ஏற்்படுவ்த 
தவிர்்ககை,  பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பி்ன வ்ரயறு்ககும் முனனபர, த்ககை எல்்ை்க 
கைட்டுப்பறாட்டிற்கு உட்்பட்டவறாறு சறார்பிற்கைறான சறார்்பகைத்த வ்ரய்்ச கசய்ய பவண்டும். 
 மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின பநர்மறா்் உருவறா்ககும்ப்பறாது, கைட்டு்படுததப்பட்ட இ்டகவளியில் 
அசசறார்பு ஒனறு்கககைறானறு சறார்்பறாகை அ்மயும்்படி  ப்பறாதுமறானகதறாரு சிறிய இ்டகவளி்ய்க 
கைருதுபவறாம். ஆனறால், அவவறாறு கைட்டு்படுததப்பட்ட இ்டகவளி்யச சறார்்பகைமறாகை்க ககைறாண்ட 
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சறார்பின வீசசகைம் அசசறார்பின முழு்மயறான  வீசசகைமறாகை இரு்ககைபவண்டும். இப்பறாடப்பகுதியில் 
கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைஙகைளில் வ்ரயறு்ககைப்பட்ட மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின பநர்மறாறு 
சறார்புகை்ள வ்ரய்் கசய்பவறாம்.

4.2.5 ந�ர்ைகாறு சகார்புகளின் வடை்ைஙகள் (Graph of inverse  functions)
 f என்பது ஒரு இருபு்ச சறார்்பறாகைவும் மற்றும் f -ன பநர்மறாறு f -1  எனவும் கைருதுபவறாம்.  

ஆகைபவ y f x= ( )  எனில், எனில் மட்டுபம  x f y= −1( ) ஆகும். எனபவ  ( , )a b என்பது,  f-ன  வ்ர்படததில் 
ஒரு புள்ளியறாகை அ்மவதற்குத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன அபபுள்ளி்ககு 
ஒதத புள்ளியறாகை ( , )b a   எனும் புள்ளி f -1 -ன வ்ர்படததில்  அ்மயபவண்டும். இ்ககைருததின 
வறாயிைறாகை f-ன வ்ர்படததில் உள்ள x மற்றும்  y அசசுகை்ள ஒனறு்கககைறானறு இடமறாற்்ம் 
கசய்வதனமூைம்,  f -1  ன வ்ர்படத்தப க்ப்ைறாம் என்பது புைனறாகின்து.  மறா்றாகை y x=  எனும் 
பநர்்கபகைறாட்டின ஊடறாகை f-ன வ்ர்படததின கைண்ணறாடி பிம்்பமறாகை (mirror image)  f -1 -ன வ்ர்படம் 
உள்ளது எனவும் கூ்ைறாம் அல்ைது y x=  எனும் பநர்்கபகைறாட்டின ஊடறாகை f -ன வ்ர்படததின 
பிரதி்பலிப்பறாகை  (reflection) f -1  ன வ்ர்படம் உள்ளது எனவும் கூ்ைறாம்.

4.3 டசன் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு டசன் சகார்பு 

      (Sine Function and Inverse Sine Function)
 



–ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் [ , ]-1 1 –ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டபத ்சன சறார்பு என்ப்த 
நி்னவு கூர்பவறாம். ்சன சறார்்்ப y x= sin எனவும் மற்றும் பநர்மறாறு ்சன சறார்்்ப y x= −sin 1

 
அல்ைது y x= arcsin( ) எனவும் குறிபபிடுபவறாம். இஙகு  -1 எனும் குறியீடு ்படி்ககுறி அனறு. பமலும் 
இ்ககுறியீடு பநர்மறா்்்க குறி்ககி்பத அனறி த்ைகீழி்ய அல்ை.

 அ்னதது கமய்கயண்கைள் x –்ககும் sin sinx x+( ) =2π  என்பது கமய்யறாகி்து. பமலும்
0 2< <p π –இல் sin x p+( ) –ன மதிபபு sin x  – ்ககு சமமறாகை இரு்ககை பவண்டிய அவசியமில்்ை. 
எனபவ, ்சன சறார்பின கைறாை மு்் 2p ஆகும்.

4.3.1 டசன் சகார்பின் வடை்ைம் (The graph of sine function)
 ்சன சறார்பின வ்ர்படமறானது y x= sin  என்பதன வ்ர்படமறாகும். இஙகு x  ஒரு 
கமய்கயண்ணறாகும். ்சன சறார்பின கைறாைம் 2p  என்பதறால், பினவரும் ஒவகவறாரு இ்டகவளியிலும் 



, −[ ]2 0π , , 0 2, π[ ] , 2 4π π,[ ] , 4 6π π,[ ] ,   .்சன சறார்பின வ்ர்படம் ஒபர வடிவததில் 

அ்மகின்து. எனபவ x ∈[ ]0 2, π - எனும் மதிபபுகைளு்ககு மட்டும் வ்ர்படத்த தீர்மறானிததறாபை 
ப்பறாதுமறானதறாகும். x ∈[ ]0 2, π  எனில் y x= sin  ன  வ்ர்படததில்  உள்ள ( , )x y  புள்ளிகைளில் அறிந்த  
சிை புள்ளிகைளின மதிபபுகை்ள்க கைறாண கீழ்ககைறாணும் அட்டவ்ண்ய உருவறா்ககுபவறாம்.

x ( ஆ்ரயனில் )  0
p
6

p
4

p
3

p
2 p

3
2
p

2p

y x= sin 0
1
2

1
2

3
2

1 0 -1 0

அட்டவ்ணயின்படி y x= sin , 0 2≤ ≤x π , இன வ்ர்படம் 

ஆதியிலிருந்து கதறாடஙகுகி்து என்பது கதளிவறாகி்து. 0 முதல் 
p
2

 

வ்ர  மதிபபு அதிகைரி்ககும்ப்பறாது,   y x= sin -ன மதிபபும் 0 முதல் 

1 வ்ர அதிகைரி்ககின்து. 
p
2

 முதல் p வ்ர  ன  மதிபபு அதிகைரிதது,  ்படம் 4.4

y

x
O

-1

1

p
2

3
2
p 2pp

ßr;R

y; y x= sin[ , ]0 2p
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கதறாடர்ந்து 3
2
p  வ்ரயிலும் அதிகைரி்ககும்ப்பறாது  y ன மதிபபு 1 முதல் 0 வ்ர கு்்கி்து,  அத்ன 

கதறாடர்ந்து –1 ்ககு கு்்கி்து.   
3
2
p

 முதல் 2p  வ்ர x ன மதிபபு அதிகைரி்ககும்ப்பறாது y ன மதிபபு –1 

முதல் 0 வ்ர அதிகைரி்ககி்து. அட்டவ்ணயிலுள்ள புள்ளிகை்ள வ்ர்படததில் குறிதது இ்ழவறான 

வ்ளவ்ர வ்ரகை. வ்ர்படததின ஒரு ்பகுதி ்படம்.4.4-ல் 

கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது

 y x= sin  என்பது 2p கைறாைம் ககைறாண்டது 
என்பதறால்,  y x= sin -ன முழு வ்ளவ்ரயில் 0 2, π[ ]  
இ்டகவளியில் அ்மந்த வ்ர்படபம இருமருஙகும் 
திரும்்ப திரும்்ப அ்மந்துள்ளது. ்படம். 4.5 –ல் ்சன 
சறார்பின முழு வ்ர்படம் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது. 0  முதல் 
2p  வ்ரயுள்ள ்சன வ்ளவ்ரயின ்பகுதி்ய ஒரு சுழற்சி எனப்பறாம்.   அதன வீசசு 1 ஆகும்.
குறிப்பு

 0 ≤ ≤x π -ல் முதல் மற்றும் இரண்டறாம் கைறாற்்பகுதியில் ்சன சறார்பின மதிபபுகைளு்ககு  sin x ≥ 0
ஆகும். π π< <x 2 -ல் மூன்றாம் மற்றும் நறானகைறாம் கைறாற்்பகுதியில் ்சன மதிபபுகைளு்ககு sin x < 0  

ஆகும்.

4.3.2 டசன் சகார்பின் ்ண்புகள் (Properties of the sine function)

 y x= sin  ன வ்ர்படததிலிருந்து கீழ்ககைறாணும் ்சன சறார்பின  ்பண்புகை்ளப ்பற்றி கைறாணைறாம்.
 (i) வ்ளவ்ரயில் கதறாடர்சசியின்மபயறா அல்ைது முறிவுகைபளறா இல்்ை. ்சன சறார்பு 

கதறாடர்சசியறானது.
 (ii) வ்ர்படம் ஆதிபுள்ளி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகை இருப்பதறால் ்சன சறார்பு ஒற்்்ச 

சறார்்பறாகும்.
 (iii) ்சன சறார்பின மீபக்பரு மதிபபு 1 ஐ x = − , , , ,π π π

2 2
5
2

ஆகிய மதிபபுகைளில் க்பறுகி்து. 

மீசசிறு மதிபபு –1 ஐ x = − , , , ,π π π
2

3
2

7
2

 ஆகிய மதிபபுகைளில் க்பறுகி்து.  மறா்றாகை 

அ்னதது x Î ்ககும்  − ≤ ≤1 1sin x    என்ககூ்ைறாம்.

4.3.3 ந�ர்ைகாறு டசன் சகார்பு ைறறும் அதன் ்ண்புகள்

         (The inverse sine function and its properties)

 ்சன சறார்்பறானது அதன முழு சறார்்பகைம் 


-ல் ஒனறு்கககைறான்றானது அல்ை.  இத்ன  
y b b= − ≤ ≤, ,1 1 எனும் ஒவகவறாரு கி்டமட்ட்கபகைறாடும் y x= sin -ன வ்ர்படததி்ன எண்ணற்் 

மு்் கவட்டுவ்த்க ககைறாண்டு இத்ன நறாம் அறியைறாம்.  அதறாவது, ஒனறு்கககைறான்றான சறார்்பறா என 

பசறாதி்ககும் கைருவியறான கி்டமட்டச பசறாத்னயில் ்சன சறார்பு பதறால்விய்டகி்து. −





π π
2 2

, என 

்சன சறார்பின சறார்்பகைம் கைட்டு்படுததப்பட்டறால், அதன வீசசகைம் [ , ]-1 1  என்பபதறாடு மட்டுமில்ைறாமல் 

்சன சறார்பு  ஒனறு்கககைறானறு மற்றும் பமற்பகைறார்ததைறாகைவும் இரு்ககி்து. தற்ப்பறாது [ , ]-1 1 -ஐ 

சறார்்பகைமறாகைவும் , −





π π
2 2

, –ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு ்சன சறார்்்ப வ்ரய்் 

கசய்யைறாம்.

்படம் 4.5

x

y

−4π 4π3π2ππ− π−2 π−3π O

y x x= ∈sin , 

-1

1
fhyk;
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வடையட்ற 4.3

 − ≤ ≤1 1x -ல், sin-1 x -ஐ y ∈ −





π π
2 2

,  எனும் தனிதத எண்்ண sin y x=  எனுமறாறு 

வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.  அதறாவது, sin : [ , ] ,− − → −





1 1 1
2 2
π π

 
எனும் பநர்மறாறு ்சன சறார்்்ப, 

sin ( )− =1 x yஎன வ்ரயறு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன sin y x=

மற்றும் y ∈ −





π π
2 2

, ஆகும். 

குறிப்பு

 (i) −





π π
2 2

, எனும் கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் ்சன சறார்பு ஒனறு்கககைறானறு ஆகும். ஆனறால், 

பூஜ்ஜியத்த உள்ளட்ககிய இத்ன விடப க்பரிய இ்டகவளியில் ் சன சறார்பு ஒனறு்கககைறானறு 

சறார்்பறாகைறாது.

 (ii) sin-1 x –ன வீசசகைமறான −





π π
2 2

, –ல் ககைறா்சன சறார்பு கு்்யற்் எண் மதிப்்பப க்பறுகி்து. 

இந்த முடிவு, கதறா்கை நுண்கைணிதததில் சிை மு்கபகைறாணவியல் பிரதியிடலில் மு்ககியமறாகைப 

்பயன்படுததப்படுகி்து.

 (iii) ்சன சறார்பின பநர்மறா்்ப ்பற்றி குறிபபிடும்ப்பறாகதல்ைறாம், sin : , ,−





→ −[ ]π π
2 2

1 1  மற்றும் 

sin : , ,− −[ ] → −





1 1 1
2 2
π π  என  நி்னவில் ககைறாள்ள பவண்டும்.

 (iv) … − −





− −

















5
2

3
2

3
2 2 2

3
2

3
2

5
2

π π π π π π π π, , , , , , , ……
 

ஆகிய இ்டகவளிகைளில் ஏபதனும் 

ஒரு இ்டகவளி்ய ்சன சறார்பின சறார்்பகைமறாகை்க கைட்டுப்படுததைறாம். அவவறா்றான 

இ்டகவளிகைளிலும் ்சன சறார்பு ஒனறு்கககைறான்றான சறார்்பறாகைவும் மற்றும் [ , ]-1 1  என்பது 

அதன வீசசறாகைவும் இரு்ககும்.

 (v) கைட்டுப்படுததப்பட்ட இ்டகவளி −





π π
2 2

, ஆனது ்சன சறார்பின முதன்ம சறார்்பகைம் 

(principal domain)  எனவும், − ≤ ≤1 1x -ல் y x= −sin 1 எனும் சறார்பின மதிபபுகைள் முதன்ம 

மதிபபுகைள் (principal value)  எனவும் அ்ழ்ககைப்படுகி்து.

y x= −sin 1 -ன வ்ரய்்யிலிருந்து பினவருவனவற்்் அறிந்து ககைறாள்ளவும்.

 (i) − ≤ ≤1 1x  மற்றும் − ≤ ≤
π π
2 2

y  எனறிரு்ககும்ப்பறாது, y x= −sin 1  எனில், எனில் மட்டுபம 

x y= sin  ஆகும்.

 (ii) x £1  எனில்  sin sin−( ) =1 x x  ஆகும். x >1  எனும்ப்பறாது sin sin−( ) =1 x x  அர்ததமற்்தறாகி்து.

 (iii) − ≤ ≤
π π
2 2

x  எனில் sin sin− ( ) =1 x x ஆகும். sin (sin )-1 2p = ≠0 2p  என்பத்ன்க கைவணததில் 

ககைறாள்கை.
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 (iv) π π
2

3
2

≤ ≤x  எனில், sin sin− ( ) = −1 x xπ ஆகும். 
π π
2

3
2

≤ ≤x  எனும்ப்பறாது − ≤ − ≤
π

π
π

2 2
x  

என்க கி்ட்ககும் என்பத்ன்க கைவனி்ககைவும்.

 (v) y x= −sin 1 என்பது ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்.

குறிப்புடை

 sin x =
1
2  

மற்றும் x = 







−sin 1 1
2

ஆகிய சமன்பறாடுகைளு்ககு இ்டபய உள்ள பவறு்பறாட்்ட்க 

கைறாண்ப்பறாம். sin x =
1
2  

எனும் சமன்பறாட்்டத தீர்்ககைபவண்டும் எனில் ( , )−∞ ∞ எனும் இ்டகவளியில் 

sin x =
1
2

எனுமறாறு உள்ள அ்னதது  x மதிபபுகை்ளயும் கைண்டறிய பவண்டும். ஆயினும்,  

x = 







−sin 1 1
2

-ல் உள்ள x மதிப்்ப்க கைண்டறிய −





π π
2 2

,  எனும் இ்டகவளியில் sin x =
1
2   

எனுமறாறு உள்ள தனிதத மதிப்்ப்க கைண்டறியபவண்டும்.

4.3.4 ந�ர்ைகாறு டசன் சகார்பின் வடை்ைம் (Graph of the inverse sine function)

 sin-1 : −[ ]1 1, → −





π π
2 2

, , எனும் பநர்மறாறு ்சன சறார்பு 

−[ ]1 1, இ்டகவளியில் x எனும் கமய்கயண்்ண உள்ளீடறாகை்க 

ககைறாண்டு −





π π
2 2

,
 
இ்டகவளியில் y எனும் கமய்கயண்்ண  

கவளியீடறாகைத தருகி்து. வழ்ககைம்ப்பறால் y = sin–1x சமன்பறாட்்டப 

்பயன்படுததி ( , )x y  எனும் சிை புள்ளிகை்ள்க கைண்டறிந்து 

அவற்்் xy தளததில் குறிபப்பறாம். x –ன மதிபபு –1 லிருந்து 1 

வ்ர அதிகைரி்ககும்ப்பறாது y–னமதிபபு -
p
2  

-லிருந்து 
p
2

வ்ர 

அதிகைரி்ககின்து. இபபுள்ளிகை்ள இ்ழவறான வ்ளவ்ரயறால் இ்ண்ககும்ப்பறாது y x= −sin 1  ன 
வ்ர்படம் கி்ட்ககின்து. அது ்படம். 4.6–ல் ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது.  

குறிப்புடை

 y x= −sin 1
 ன  வ்ர்படமறானது,

 (i) −





π π
2 2

,
 
இ்டகவளியில் y x= sin  ன  வ்ர்படததின ்பகுதி்ய y x= எனும் பகைறாட்டின 

ஊடறாகை பிரதி்பலி்ககும் ்பகுதியறாகைபவறா அல்ைது y x= sin  ன வ்ர்படததில் x மற்றும் y அசசுகை்ள 

இடமறாற்றுவதன மூைமறாகைவும் க்ப்ைறாம்.

 (ii) ஆதி வழிபய கசல்கி்து

 (iii)  ஆதி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகை இருப்பதறால் y x= −sin 1
 என்பது ஒற்்்ச  சறார்்பறாகி்து.

y x x= − ≤ ≤sin , π π
2 2

 மற்றும் y x x= − ≤ ≤−sin ,1 1 1  ஆகிய்வகைகைளின வ்ர்படஙகைள் 

தனிததனியறாகைவும், இரு வ்ர்படஙகை்ளயும் ஒருஙகி்ணததும் புரிதலு்ககைறாகை கீபழ 

ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது.

்படம். 4.6

x
−1 1

π
2

−
π
2

y

O

x y

−1 −
π
2

−
2

2
−
π
4

0 0

2
2
1

π
4
π
2

y = sin–1x
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 ்படம். 4.7 ்படம். 4.8 ்படம். 4.9

 y x= −sin 1 -ன வ்ர்படமறானது y x=  எனும் பகைறாட்டி்னப க்பறாறுதது y x x= − ≤ ≤sin , π π
2 2

 ன 

வ்ர்படததின மீதறான பிம்்பம் என்ப்த ்படம் 4.9 கைறாட்டுகி்து. பமலும் ் சன சறார்பும் மற்றும் பநர்மறாறு 

்சன சறார்பும் ஆதி்யப க்பறாறுதது  சமசசீரறாகை உள்ளன என்ப்தயும்  கைறாட்டுகி்து. 

எடுத்துகககாட்டு  4.1

 
ஆ்ரயன மற்றும் ்பறா்கைகைளில் sin− −








1 1
2

–ன முதன்ம மதிப்்ப்க கைறாண்கை. 

தீர்வு

  sin− −





 =1 1

2
y  எனகை. எனபவ,  sin y = −

1
2

ஆகும்.

 sin-1 x  -ன முதன்ம மதிபபுகைளின வீசசகைம் −





π π
2 2

,
 
ஆகும். எனபவ sin y = −

1
2

 என்வறாறு

y ∈ −





π π
2 2

,  ஐ கைண்டறியபவண்டும். ஆகைபவ y = −
π
6

என்க கி்ட்ககின்து. எனபவ sin− −







1 1
2

-ன 

முதன்ம மதிபபு −
π
6

ஆகும். அதன ஒதத மதிபபு − °30 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு  4.2

 sin− ( )1 2 -ன முதன்ம மதிபபு இருபபின, அத்ன கைண்டறிகை.

தீர்வு

 y x= −sin 1 –ன சறார்்பகைம் −[ ]1 1,  என்பதறாலும் 2 1 1∉ −[ ],  என்பதறாலும் sin− ( )1 2 -்ககு முதன்ம 

மதிபபு இல்்ை.

எடுத்துகககாட்டு  4.3  
 முதன்ம மதிப்்ப்ககைறாண்கை.  

 (i)  sin− 







1 1
2

  (ii)		 sin sin− −

















1

3
π

  (iii)		 sin sin− 

















1 5
6
π

.

தீர்வு

 
sin : , ,− −[ ] → −





1 1 1
2 2
π π

என்பது sin− =1 x y  என ககைறாடு்ககைப்படத பத்வயறானதும் மற்றும் 

ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன   x y= sin  ஆகும். இஙகு − ≤ ≤1 1x  மற்றும் − ≤ ≤
π π
2 2

y .  எனபவ,

−1

−
π
2

π
2

x

1

y

O
x

−1 1

π
2

−
π
2

y

O π
2

y

x

π
2

−
π
2

−
π
2

O

y = sin–1x

y = si
n–

1 x

y = sin x
y = x

y;−












π π
2 2

, y x= sin
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 (i) 
π π π
4 2 2

∈ −





,  மற்றும் sin π
4

1
2

=
 
என்பதறால்  sin− 








1 1
2

 = p
4

.   

 (ii) − ∈ −





π π π
3 2 2

,  என்பதறால் sin sin− −















 = −1

3 3
π π

 ஆகும்.

 (iii) 
π π π
6 2 2

∈ −





,  என்பதறால் sin sin− 

















1 5
6
π

= sin sin− −















 =1

6
π

π sin sin− 





 =1

6 6
π π

.

எடுத்துகககாட்டு  4.4

 sin− −( )1 22 3x –ன சறார்்பகைத்த்க கைறாண்கை.    

தீர்வு  sin− ( )1 x  -ன சறார்்பகைம் [ , ]-1 1 ஆகும். 

 எனபவ − ≤ − ≤1 2 3 12x .  ஆ்கையறால் − ≤ − ≤ −3 3 12x .

 − ≤ −3 3 2x , எனும்ப்பறாது x2 1£  (1)

 − ≤ −3 12x , எனும்ப்பறாது  x2 1
3

≥  (2)

 சமன்பறாடுகைள்(1) மற்றும் (2), ஆகியவற்றிலிருந்து  1
3

12£ £x
 
என்க கி்ட்ககி்து. 

 எனபவ, 1
3

1£ £x . 

 a x b£ £  என்பதிலிருந்து x b a a b∈ − −[ ]∪[ ], ,  என கி்ட்ககும் என்பதறால்,

  எனபவ, x ∈ − −





∪ 





1 1

3
1
3

1, , . 

்யிறசி 4.1
 1. x -ன அ்னதது மதிபபுகை்ளயும் கைறாண்கை

  (i) − ≤ ≤10 10π πx  மற்றும் sin x = 0  (ii)  − ≤ ≤3 3p px  மற்றும் sin x = −1. 
 2. பினவருவனவற்றின கைறாைம்  மற்றும் வீசசு கைறாண்கை.

  (i) y x= sin 7   (ii)	 y x= − 





sin 1

3
  (iii)	 y x= −4 2sin( )  .

 3. 0 6≤ <x π  எனும்ப்பறாது y x= 





sin 1

3
 ன வ்ர்படம் வ்ரகை.

 4. மதிபபு கைறாண்கை (i)		 sin sin− 

















1 2
3
π

  (ii)	 sin sin− 

















1 5
4
p

.

 5. x –ன எந்த மதிபபிற்கு sin sinx x= −1 ஆகும்?

 6. பினவருவனவற்றிற்கு சறார்்பகைம் கைறாண்கை 

  (i) f x
x
x

( ) sin=
+









−1
2 1
2

		  (ii)		 g x x( ) sin= −( ) −−2 2 1
4

1 π
.

 7.  மதிபபு கைறாண்கை sin sin cos cos sin− +







1 5
9 9

5
9 9

π π π π
.
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4.4 கககாடசன் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு கககாடசன் சகார்பு
       (The Cosine Function and Inverse Cosine Function)

 

–ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் [ , ]-1 1 –ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்ட சறார்ப்ப ககைறா்சன சறார்பு 
ஆகும். ககைறா்சன சறார்்்ப y x= cos  எனவும் மற்றும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பி்ன y x= −cos 1

 
அல்ைது y x= arccos( )  எனவும் குறிபபிடப்படுகின்ன. அ்னதது கமய்கயண்கைள் x–்ககு  
cos cosx x+( ) =2π  என்பது கமய்யறாகும். பமலும், 0 2< <p π , x ∈ –்ககு cos x p+( )  மற்றும் cos x  

ஆகியன சமமறாகை இரு்ககைபவண்டிய அவசியமில்்ை. எனபவ y x= cos -ன கைறாைம் 2p ஆகும்.

4.4.1 கககாடசன் சகார்பின் வடை்ைம்  (Graph of cosine function)
 ககைறா்சன சறார்பின வ்ர்படமறானது y x= cos –ன வ்ர்படமறாகும். இஙகு x ஒரு கமய் எண்ணறாகும். 
ககைறா்சன சறார்பின கைறாைமு்் 2p  என்பதறால்  , ,− −[ ]4 2π π , −[ ]2 0π , ,  0 2, π[ ] , 2 4π π,[ ] , 
4 6π π,[ ] ,    . ஆகிய இ்டகவளிகைளில் ஒவகவறாரு இ்டகவளியிலும் ககைறா்சன சறார்பின வ்ர்படம் 

ஒபர வடிவததி்ன திரும்்பவும் க்பறுகின்து. எனபவ  x ∈[ , ]0 2π –்ககு உரிய ககைறா்சன சறார்பு 

வ்ர்படததின ்பகுதி்யத தீர்மறானிததறாபை ப்பறாதுமறானது. x ∈[ , ]0 2π  எனில் y x= cos  ன 
வ்ர்படததில்  உள்ள ( , )x y  புள்ளிகைளில் அறிந்த  சிை புள்ளிகை்ள குறிப்பதற்கு கீழ்ககைறாணும் 
அட்டவ்ண்ய உருவறா்ககுபவறாம்.

x ( ஆ்ரயனில் )  0
p
6

p
4

p
3

p
2

p
3
2
p

2p

y x= cos 1 3
2

 
1
2

1
2 0 -1 0 1

 y x= cos , 0 2≤ ≤x π , ன  வ்ர்படம் (0,1) புள்ளியிலிருந்து  
கதறாடஙகுகி்து என்ப்த அட்டவ்னயிலிருந்து அறியைறாம். x ன மதிபபு 
0 முதல் p  வ்ர  அதிகைரி்ககும்ப்பறாது,   y x= cos -ன மதிபபும் 1 முதல் -1 
வ்ர கு்்கின்து. x ன மதிபபு p முதல் 2p  வ்ர  அதிகைரி்ககும்ப்பறாது, 
y -ன மதிபபும் –1 முதல் 1 வ்ர அதிகைரி்ககின்து.  அட்டவ்ணயிலுள்ள 
புள்ளிகை்ள வ்ர்படததில் குறிதது அவற்்் இ்ண்ககும் இ்ழவறான 
வ்ளவ்ர்ய வ்ரகை. y x= cos -ன வ்ர்படததின ஒரு ்பகுதியி்ன 
்படம். 4.10-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது. 

 0 2, π[ ]  இ்டகவளியின இருபு்மும் பமபை உள்ள 

வ்ர்படப ்பகுதி்ய திரும்்ப திரும்்ப ககைறாண்டிரு்ககும் வ்கையில்  
y x= cos -ன முழுவ்ர்படம் அ்மந்திரு்ககும். ்படம்.4.11–ல் 

ககைறா்சன சறார்பின முழு வ்ர்படம் ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது. 

ககைறா்சன சறார்பின வ்ர்படததிலிருந்து cosx-ன மதிபபு முதல் 

கைறாற்்பகுதியில் 0
2

≤ ≤





x π  மி்கைகயண்ணறாகைவும், இரண்டறாவது கைறாற்்பகுதியில்   π

π
2

< ≤





x  மற்றும் 

மூன்றாவது கைறாற்்பகுதியில் π
π

< <





x 3

2
 ஆகியவற்றில் கு்்கயண்ணறாகைவும், மீண்டும் நறானகைறாவது 

கைறாற்்பகுதியில் 
3
2

2π
π< <






x  மி்கைகயண்ணறாகைவும் உள்ளது என்ப்த கைறாண்கிப்றாம்.

 ்படம். 4.10

 ்படம். 4.11

4π−4π 3π−3π 2π−2π −π π

−1

1

x

y

O

y x x= ∈cos , 

π
2

2π3
2
ππ

1

−1

x
O

y

y;[ , ]0 2π y x= cos
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153 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

குறிப்பு

 வ்ர்படததிலிருந்து, அ்னதது x மதிபபுகைளு்ககும்  cos( ) cos− =x x  என அறியைறாம். இது   

y x= cos  ஒரு இரட்்டச சறார்பு என்ப்த உறுதி கசய்கி்து.

4.4.2  கககாடசன் சகார்பின் ்ண்புகள் (Properties of the cosine function)
 y x= cos  ன வ்ர்படததிலிருந்து ககைறா்சன சறார்பின பினவரும் ்பண்புகை்ள்க கைறாணைறாம்.
 (i)  வ்ளவ்ரயில் எஙகும் முறிபவறா அல்ைது கதறாடர்சசியின்மபயறா இல்்ை. ககைறா்சன 

சறார்பு கதறாடர்சசியறானது.
 (ii)  y அச்சப க்பறாறுதது வ்ர்படம் சமசசீரறாகை இருப்பதறால் ககைறா்சன சறார்பு இரட்்டச 

சறார்்பறாகும்.
 (iii)  x = … − …, , , ,2 0 2π π  ஆகிய மதிபபுகைளில் ககைறா்சன சறார்பு மீபக்பரு மதிபபு 1 ஐ   

அ்டகி்து. x = … − …, , , , ,π π π π3 5  ஆகிய மதிபபுகைளு்ககு ககைறா்சன சறார்பு மீசசிறு மதிபபு 

–1  ஐ அ்டகி்து.  அதறாவது,  − ≤ ≤1 1cos x ,  x Î  ஆகும்.

குறிப்புடை

 (i)  y x= cos  ன வ்ர்படத்த 
p
2

 ஆ்ரயனகைள் அளவிற்கு வைபபு்ம் நகைர்தத, 

  y x= −





cos π

2
 -ன  வ்ர்படமறாகைப க்ப்ைறாம். இந்த வ்ர்படம் y x= sin  -ன வ்ர்படதது்ககு 

  ஒப்பறாகை அ்மகி்து. இஙகு cos x −







π
2

 = cos sinπ
2

−





 =x x . என்ப்த கைவனி்ககைவும். 

 (ii)  y A x= sinα  மற்றும் y B x= cos β  ஆகியன மு்்பய − ≤ ≤A A x Asinα மற்றும் 

− ≤ ≤B B x Bcos β  எனும் ஆகிய அசமன்பறாடுகை்ளத பூர்ததி கசய்கி்து. y x= A sinα –ன 

வீசசு மற்றும் கைறாைம் மு்்பய A  மற்றும் 
2π
α

ஆகும். y B x= cos β  –ன வீசசு மற்றும் கைறாைம் 

மு்்பய B  மற்றும் 
2π
β

 ஆகும். y A x= sinα  மற்றும் y B x= cos β ஆகியன ்சன 

வ்ளபகைறாட்டுச (Sinusoidal) சறார்புகைளறாகும்.

 (iii)  0 2, π
α









  மற்றும் 0 2, π

β








 -ன  மீதறான மு்்பய y A x= sinα  மற்றும் 

y B x= cos β  ஆகியவற்றின  ்பகுதி வ்ர்படஙகை்ள நீட்டி்ககை  y A x= sinα  

மற்றும்  y B x= cos β  ஆகியவற்றின  முழு  வ்ரப்படஙகைள் க்ப்ப்படுகின்து.
்யன்்காடுகள்

 கைறாைச சுழற்சியில் நிகைழும் நிகைழவுகைளறான, ்பருவ கவப்பநி்ை, கைடல் அ்ைகைள் ப்பறான் 
இயற்்கை நிகைழவுகைள் திரும்்ப திரும்்ப பநர்வதறால்,  ்சன வ்ளபகைறாட்்டப ்பயன்படுததி மறாதிரிகைள் 
வடிவ்ம்ககைப்படுகின்ன. எடுதது்ககைறாட்டறாகை, ்சன வ்ளபகைறாட்டுச சறார்பு y d a bt c= + −( )cos -ஐ 
்பயன்படுததி கைடல் அ்ைகை்ள மறாதிரியறாகை உருவறா்ககை  கீழ்ககைறாணும் ்படிகைள் தரப்படுகின்ன.
 (i)  ் சன வ்ளபகைறாட்டு வ்ர்படததின வீசசு என்பது, வ்ர்படததில் y -  ன மீபக்பரு மற்றும் 

மீசசிறு மதிபபுகைளின பவறு்பறாட்டின எண் மதிபபில் ்பறாதியறாகும். 

  அதறாவது, வீசசு,  a =
1
2

 ( மீபக்பரு மதிபபு – மீசசிறு மதிபபு);

  ்மய்கபகைறாடு y d=  ,   இஙகு d   =
1
2

 ( மீபக்பரு மதிபபு + மீசசிறு மதிபபு)  
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154XII - கணிதவியல்

 (ii)  கைறாைம்    p= ×2  (மீபக்பரு மதிபபிலிருந்து மீசசிறு மதிபபிற்கு இ்டபயயுள்ள கைறாை அளவு) ;   

b
p

=
2π

 

 (iii) c b= ×  (மீபக்பரு மதிப்்ப அ்டயும் பநரம்).

ைகாதிரி-1
 ஒரு கைப்பல்து்்யின எல்்ையில் கைடல் அ்ைகைளினறால் ஆழம் மறாறு்படுகின்து. கீழ்ககைறாணும் 
அட்டவ்ணயில் கவவபவறு பநரஙகைளில் நீரின ஆழம் (மீட்டரில்) ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது.

பநரம், t 12 முற்்பகைல் 2 முற்்பகைல் 4 முற்்பகைல் 6 முற்்பகைல் 8 முற்்பகைல் 10 முற்்பகைல் 12 முற்்பகைல்

ஆழம் 3.5 4.2 3.5 2.1 1.4 2.1 3.5

 t பநரததில் நீரின ஆழத்த்க கைறாண y = d + a	cos (bt–c) எனும் வடிவில் ஒரு ்சன வ்ளபகைறாட்டுச 

சறார்பி்ன கைருதுபவறாம்.  இஙகு, a d p b c= = = = =1 4 2 8 12
6 3

. . ; ;; ;π π . 

 பத்வப்படும் ்சன வ்ளபகைறாட்டுச சறார்பு y = +2 8 1 4. . cos π π
6 3

t −





  என ஆகும். 

குறிப்பு

 ்சன மற்றும் ககைறா்சன சறார்புகைளின உருமறாற்்ஙகைள் எண்ணற்் ்பயன்பறாடுகைளு்ககுப 
்பயன்படுகின்ன. ்சன அல்ைது ககைறா்சன சறார்பி்னப ்பயன்படுததி ஒரு வட்ட இய்ககை மறாதிரி 
ஒன்் உருவறா்ககை முடியும்.
ைகாதிரி-2
 ஆதி்ய ்மயமறாகைவும் ஆரம் 4 ம் உள்ள ஒரு 
வட்டப்பறா்தயில் ஒரு புள்ளி நகைர்கி்து. சுழலும் 
பகைறாண சுழற்சி்ய  சறார்்பறாகை்க ககைறாண்டு அபபுள்ளியின  
y -ஆய்ககூ்் கைறாணைறாம்.  
 ஆதி்ய ்மயமறாகை்க ககைறாண்டும் ஆரம் 4 ம் உள்ள ஒரு 
வட்டததின மீதுள்ள புள்ளியின y-ஆய்ககூறு, y a= sinθ
ஆகும், இஙகு θ  என்பது சுழலும் பகைறாண சுழற்சி. இஙகு  
y( ) sinθ θ= 4  எனும் சமன்பறாடு கி்ட்ககி்து.  (இஙகு 
θ   ஆ்ரயன, வீசசு 4 மற்றும் கைறாைம் 2p  ஆகும் ) வீசசு 
4 என்பதறால் ்சன சறார்பின y மதிபபுகைள் 4 கைறாரணியறாகை 
கசஙகுததறாகை நீளத்த நீள்கி்து.

4.4.3 ந�ர்ைகாறு கககாடசன் சகார்பு ைறறும் அதன்  
       ்ண்புகள்

         (The inverse cosine function and its properties)
 ககைறா்சன சறார்பு  அதன முழு சறார்்பகைம் 



-ல் ஒனறு்கககைறானறு அல்ை. எனினும் கைட்டு்படுததப்பட்ட 
சறார்்பகைம் 0, π[ ]  மீது ககைறா்சன சறார்பு ஒனறு்கககைறானறு சறார்்பறாகும் மற்றும் அதன வீசசகைம் −[ ]1 1,  
ஆகும்.   தற்ப்பறாது [ , ]-1 1 -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும்  மற்றும் 0, π[ ]–ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு 
ககைறா்சன சறார்்்ப வ்ரய்் கசய்யைறாம்.

வடையட்ற 4.4
− ≤ ≤1 1x , -ல் cos-1 x  ஆனது 0, π[ ]-ல் தனிதத y –ஆகை cos y x=  எனுமறாறு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. 

அதறாவது cos : , ,− −[ ] → [ ]1 1 1 0 π  எனும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு, cos ( )− =1 x y  என வ்ரயறு்ககைத 

பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன cos y x=  மற்றும் y ∈[ ]0, π . ஆகும்.

 ்படம். 4.12

−3

4
3
2
1

−1
−2

−4

y

4p3p2pp−p−2p−3p−4p O
θ

y= 4sinθ

4 myFfs;
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155 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

குறிப்பு 

 (i) cos-1 x -ன வீசசகைமறான 0, π[ ]  எனும் இ்டகவளியில் ் சன சறார்பு கு்்யற்் எண் மதிப்்பப 
ககைறாண்டுயிரு்ககி்து. இந்த முடிவு, கதறா்கை நுண்கைணிதததில் சிை மு்கபகைறாணவியல்  
பிரதியிடலு்ககு மு்ககியமறாகைப ்பயன்படுததப்படுகி்து.

 (ii) பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்்்பப  ்பற்றி்க குறிபபிடும்ப்பறாகதல்ைறாம்  cos : , ,x 0 1 1π[ ] → −[ ]  
மற்றும் cos : , ,− −[ ] → [ ]1 1 1 0x π  என  நி்னவில் ககைறாள்ள பவண்டும்.

 (iii)   , , , , , ,−[ ] [ ]π π π0 2  ஆகிய இ்டகவளிகைளில் ஏபதனும் ஒரு இ்டகவளி்ய ககைறா்சன 
சறார்பின  சறார்்பகைமறாகை  கைட்டுப்படுததைறாம்.  அவவறா்றாகை இ்டகவளிகைளிலும் ககைறா்சனசறார்பு 
ஒனறு்கககைறான்றான சறார்்பறாகைவும் மற்றும்  [-1,  1] என்பது அதன வீசசறாகைவும் இரு்ககும்.

 கைட்டு்படுததப்பட்ட இ்டகவளி 0, π[ ]ஆனது ககைறா்சன சறார்பின முதன்ம சறார்்பகைம் 
எனவும், − ≤ ≤1 1x -ல் சறார்பு y x= −cos 1  எனும் சறார்பின மதிபபுகைள் முதன்ம மதிபபுகைள் எனவும் 
அ்ழ்ககைப்படுகி்து.
y x= −cos 1  எனும் வ்ரய்்யிலிருந்து பினவரும் கைருதது்ககை்ள்க கைவனி்ககைவும்.

 (i)  − ≤ ≤1 1x  மற்றும் 0 ≤ ≤y π  எனறிரு்ககும்ப்பறாது y x= −cos 1   எனில், எனில் மட்டுபம 
x y= cos  ஆகும்.

 (ii)  x £ 1 எனில் cos cos−( ) =1 x x  ஆகும். x >1  எனும்ப்பறாது cos cos−( ) =1 x x  என்பது 
அர்ததமற்்தறாகி்து.     

 (iii)  cos-1 x -ன வீசசகைமறான 0 ≤ ≤x π  ல் cos cos− ( ) =1 x x என ஆகும். cos cos .− ( ) =1 3π π  
என்பத்ன கைவனி்ககைவும்.

4.4.4  ந�ர்ைகாறு கககாடசன் சகார்பின் வடை்ைம் (Graph of the inverse cosine function)
 cos-1 : −[ ]1 1, → 0, π[ ]  எனும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு −[ ]1 1,  இ்டகவளியில் x  எனும் 
கமய்கயண்்ண உள்ளீடறாகை்க ககைறாண்டு 0, π[ ]  இ்டகவளியில் y (ஆ்ரயனகைளில்) எனும் 
கமய்கயண்்ண  கவளியீடறாகை தருகி்து. y x= −cos 1  சமன்பறாட்்டப ்பயன்படுததி ( , )x y  எனும் சிை 
புள்ளிகை்ள்க கைண்டறிந்து xy  தளததில் குறிபப்பறாம். x–ன மதிபபு –1 லிருந்து 1 வ்ர அதிகைரி்ககும்ப்பறாது 
y–னமதிபபு p லிருந்து 0 வ்ர கு்்கின்து. பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு  அதன சறார்்பகைததில் 
கு்்யும் சறார்்பறாகைவும் மற்றும் கதறாடர்சசியறானதறாகைவும் இரு்ககி்து. இபபுள்ளிகை்ள இ்ழவறான 
வ்ளவ்ரயறால் இ்ண்ககும்ப்பறாது ்படம் 4.14–ல் கைறாண்்ப்தப ப்பறானறு y x= −cos 1  எனும் வ்ர்படம்  
நம்ககு கி்ட்ககின்து.

 ்படம். 4.13 ்படம். 4.14
குறிப்பு

 (i)  y x= −cos 1  ன வ்ர்படமறானது, y x= cos  ன வ்ர்படததின x  மற்றும் y அசசுகை்ள 
இடமறாற்றுவதன மூைமறாகைவும் க்ப்ைறாம். 

 (ii) y x= −cos 1
  எனும் சறார்பின x  -கவட்டுததுண்டு 1  மற்றும் y -கவட்டுததுண்டு  

p
2

ஆகும்.  

 (iii)  ஆதி்யப க்பறாறுதபதறா அல்ைது y -அச்சப க்பறாறுதபதறா y x= −cos 1 -ன வ்ர்படம் சமசசீர் 

அல்ை. எனபவ சறார்பு y x= −cos 1  இரட்்டச சறார்ப்பறா அல்ைது ஒற்்்ச சறார்ப்பறா அல்ை.

y

x
ππ

2

−1

1

O

[0, �]y; y = cos x

y

π

π
2

x
−1 O 1

x

−1

−
2

2

0

2
2
1

y

π

3
4
π

π
2
π
4

0

y = cos –1x
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எடுத்துகககாட்டு 4.5  

 cos− 









1 3
2  -ன முதன்ம மதிப்்ப்க கைறாண்கை  .

தீர்வு

 cos− 







 =1 3

2
y  எனகை. எனபவ,  cos y =

3
2

 ஆகும்.

 y x= −cos 1  -ன முதன்ம மதிபபு வீசசகைம் 0, π[ ]  என நறாம் அறிபவறாம். எனபவ,  cos y =
3

2
 

எனும்்படி y மதிபபு 0, π[ ]-ல் கைறாண பவண்டும். ஆனறால், cos π
6

3
2

=  மற்றும் 
π

π
6

0∈[ , ]  என்பதறால் 

y =
π
6

 ஆகும். எனபவ, cos− 









1 3
2

-ன முதன்ம மதிபபு 
p
6

ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு  4.6  ைதிப்பு ககாண்க 

 (i)  cos− −







1 1
2

 (ii)  cos cos− −

















1

3
π  (iii)  cos cos− 


















1 7
6
π

தீர்வு

 cos : , ,− −[ ] → [ ]1 1 1 0 π  எனும் பநர்மறாறு ககைறா்சன சறார்பு வ்ரய்்யின்படி,  cos− =1 x y  

எனில், எனில் மட்டுபம cos y x= . இஙகு − ≤ ≤1 1x  மற்றும் 0 ≤ ≤y π  ஆ்கையறால்,

 (i) cos− −







1 1
2

= 3
4
p ,  ஏகனனில் 3

4
0π

π∈[ ],  மற்றும் cos cos cos .3
4 4 4

1
2

π
π

π π
= −






 = − = −

 (ii) cos cos− −

















1

3
π = cos cos− 


















1

3
π = p

3
, ஏகனனில் − ∉[ ]π

π
3

0, , ஆனறால் π
π

3
0∈[ ], .

 (iii) cos cos− 

















1 7
6
π = 5

6
p ,  ஏகனனில்  cos cos cos7

6 6
3

2
5
6

π
π

π π





 = +






 = − = 






  மற்றும் 

5
6

0π
π∈[ ], .

எடுத்துகககாட்டு  4.7 

 cos sin− +







1 2
3

x
-ன சறார்்பகைம் கைறாண்கை.

தீர்வு  

 y x= −cos 1  -ன சறார்்பகைம் − ≤ ≤1 1x  அதறாவது x £1ஆகும்.

  எனபவ, − ≤
+

≤1 2
3

1sin x  என்ப்த  − ≤ + ≤3 2 3sin x  எனைறாம்.

 எனபவ, − ≤ ≤5 1sin x  என்ப்த சுரு்ககி, − ≤ ≤1 1sin x எனப க்ப்ைறாம்,

 இதிலிருந்து − ≤ ≤− −sin ( ) sin ( )1 11 1x  அல்ைது − ≤ ≤
π π
2 2

x எனப க்ப்ைறாம்.

 ஆ்கையறால் cos sin− +







1 2
3

x
-ன சறார்்பகைம் −





π π
2 2

, ஆகும்.

Chapter 4 Inverse Trigonometry.indd   156 05-02-2020   18:22:48



157 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

்யிறசி 4.2
 1. அ்னதது x -ன மதிபபுகை்ளயும் கைறாண்கை 
  (i) − ≤ ≤6 6π πx  மற்றும் cos x = 0     (ii)   − ≤ ≤5 5π πx  மற்றும் cos x =1 . 

 2. cos cos− −















 ≠ −1

6 6
π π

 
என இருப்பதற்கைறான கைறாரணத்த்க கூறுகை.

 3.  cos ( ) cos ( )− −− = −1 1x xp  என்பது கமய்யறாகுமறா?  வி்ட்ககு த்ககை கைறாரணம் கூறுகை.

 4. cos− 







1 1
2

-ன முதன்ம மதிபபு்க கைறாண்கை. 

 5.  மதிபபு கைறாண்கை 

  (i)  2 1
2

1
2

1 1cos sin− −





 + 






  (ii)  cos sin− −






 + −( )1 11

2
1

  (iii)  cos cos cos sin sin− −







1

7 17 7 17
π π π π

.

 6. சறார்்பகைம் கைறாண்கை (i) f x
x x

( ) sin cos=
−







 +

−









− −1 12
3

1
4

 (ii) g x x x( ) sin cos= +− −1 1     

 7. x -ன எந்த மதிபபிற்கு,  சமனி்ை 
π

π
2

3 11< −( ) <−cos x  கமய்யறாகும்?

 8.  மதிபபு கைறாண்கை

  (i) cos cos sin− −





 + 


















1 14
5

4
5

   (ii) cos cos cos cos .− −















 + 


















1 14
3

5
4

π π

4.5 கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பு
 (The Tangent Function and the Inverse Tangent Function)

 கைட்டிடம், ம்ை அல்ைது ககைறாடிகைம்்பம் ப்பறான்வற்றின உயரம் அல்ைது தூரத்த கைண்டறிவதற்கு 

y x= tan  எனும் கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்்்ப ்பயன்படுததுகிப்றாம்.  y x= tan =
sin
cos

x
x

 -ன  சறார்்பகைததில் 

்பகுதி்ய பூஜ்ஜியமறா்ககும் x-ன மதிபபுகைள் நீ்ககைப்படுகி்து. எனபவ x = − − , , , , ,3
2 2 2

3
2

π π π π . 

ஆகிய மதிபபுகைளு்ககு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ை .  ஆ்கையறால் y x= tan  -ன 

சறார்்பகைமறானது x x x k k: , ,∈ ≠ + ∈







� �π
π

2
= 

k

k k
=−∞

∞ + +







2 1
2

2 3
2

π π,
 

ஆகும். அதன வீசசகைம் 

−∞ ∞( ),  ஆகும். y x= tan  எனும் கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின கைறாைம் p  ஆகும்.

4.5.1 கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பின் வடை்ைம்  (The graph of tangent function)
 மீள்நிகைழ கைறாைமு்்யுள்ள இ்டகவளிகைளில் சறார்பின மதிப்்ப கைறாண்்பதற்கு கதறாடுபகைறாட்டுச 
சறார்பு ்பயனுள்ளதறாகை இரு்ககும். கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்.  ஆ்கையறால்  
y x= tan  -ன வ்ளவ்ர ஆதி்யப க்பறாறுதது சமசசீரறாகை இரு்ககும். கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின கைறாைம் 

p  என்பதறால் p  நீளமுள்ள ஏபதனும் ஒரு இ்டகவளியில்  y x= tan  ன வ்ர்படத்த வ்ரயைறாம்.

−







π π
2 2

,   எனும் இ்டகவளி்ய்க கைருதுகை. x ∈ −







π π
2 2

,  எனும்்படி y x= tan  ன வ்ளவ்ர 

வ்ரய கீழ்ககைறாணும் அட்டவ்ண்ய அ்மபப்பறாம். 
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   x ( ஆ்ரயனில் ) −
π
3

−
π
4

−
π
6

0 p
6

p
4

p
3

y x= tan - 3 -1 - 3
3

0 3
3

1 3
 

 இபப்பறாது அட்டவ்ணயிலுள்ள புள்ளிகை்ள வ்ர்படததில் 
குறிதது, அ்வகை்ள இ்ழவறான வ்ளவ்ரயில் இ்ணதது 

y x= tan , − < <
π π
2 2

x , ன வ்ர்படத்த வ்ரயைறாம். 
p
2

 மதிப்்ப x 

கநருஙகும்ப்பறாது அபத சமயம் 
p
2

-ஐ விட கு்்வறான மதிப்்பப 

க்பறும்ப்பறாது sin x  மதிபபு 1 -ஐ கநருஙகும் மற்றும் cos x  மி்கை எண் 
மதிப்பறாகைவும் 0-ஐ கநருஙகியும் இரு்ககும். ஆதைறால் x, p

2
-ஐ 

கநருஙகும்ப்பறாது 
sin
cos

x
x

 எனும் விகிதம் மி்கைகயண் மதிப்பறாகைவும் 

மற்றும் அதன மதிபபு அதிகைரிததும் ¥-ஐ கநருஙகுகி்து. எனபவ  x, p
2

  

எனும் பநர்்கபகைறாடு வ்ர்படததிற்கு கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடறாகை 

இரு்ககும். அபதப்பறால் x , −
π
2

-ஐ கநருஙகும்ப்பறாது 
sin
cos

x
x

 எனும் விகிதம் 

கு்்கயண் மதிப்பறாகைவும் மற்றும் எண்ணளவு அதிகைரிததும் −∞ -ஐ 

கநருஙகும். எனபவ x = −
π
2

எனும் பநர்்கபகைறாடும் வ்ர்படததிற்கு 

கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடறாகை  இரு்ககும். எனபவ, ்படம் 4.15 ல் 

கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது ப்பறால், − < <
π π
2 2

x  -்ககு,   y x= tan இன வ்ர்படததின ஒரு கி்ள 

கி்ட்ககும். y x= tan -ன முதன்ம சறார்்பகைம் −







π π
2 2

,  ஆகும்.

 x n n= + ∈( ) ,2 1
2
π

  மதிபபுகை்ளத தவிர ஏ்னய கமய்கயண்கைள்கைளு்ககு 

கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து மற்றும் அதிகைரி்ககும் சறார்்பறாகை இரு்ககி்து. 

x n n= + ∈( ) ,2 1
2
π

  -ல் கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகைள் உள்ளது.  x n n= ∈π ,  -ஐப 

க்பறாறுதது y x= tan  ன கி்ளகைள் சமசசீரறாகை உள்ளது.  y = tan x ன முழு வ்ர்படம் ்படம் 4.16-இல் 

கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

குறிப்பு

 வ்ர்படததிலிருந்து y x= tan  எனும் வ்ளவ்ரயறானது, 0 < <x p
2

-ல் மற்றும் p < <x 3
2
p -ல் 

மி்கைகயண் மதிப்பறாகை இரு்ககி்து;  π
π

2
< <x -ல் மற்றும் 

3
2

2π
π< <x -ல் கு்்கயண் மதிப்பறாகைவும் 

இரு்ககி்து.

்படம் 4.16

x

y

3
2
πππ

2
−
π
2

−π−
3
2
π O

y x= tan

்படம். 4.15

x

y

π
2

8

6

4

2

O−
π
2 −2

−4

−6

−8

b
j
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j
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, y x= tany;
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4.5.2 கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பின் ்ண்புகள்  (Properties of the tangent function)
 y x= tan  ன  வ்ளவ்ரயிலிருந்து கீழ்ககைறாணும் கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பின ்பண்புகை்ள 

அறியைறாம்.
 (i)  கதறாடுபகைறாட்டுசசறார்பின வ்ளவ்ர கதறாடர்சசியற்்து. 

  பமலும் x n n= +( ) ∈2 1
2
π ,   எனும் புள்ளிகைளில் y x= tan  கதறாடர்சசியற்்தறாகை உள்ளது.

 (ii) − < <
π π
2 2

x -்ககு y x= tan  எனும் வ்ளவ்ரயின ஒரு ்பகுதி  ஆதி்யப க்பறாறுதது 

சமசசீரறாகை உள்ளது.

 (iii) x n n= +( ) ∈2 1
2
π ,   ஆகிய இடஙகைளில், எண்ணற்் கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகைள்  உள்ளது.

 (iv) கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பிற்கு மீபக்பருமபமறா அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை.

குறிப்புடை

 (i)  y a bx= tan  -ன வ்ளவ்ர − < <
π π

2 2b
x

b  எனும் இ்டகவளியில் ஒரு முழு்மயறான 

சுழற்சியில் க்பற்றுள்ளது மற்றும்  அதன கைறாைம் 
p
b  ஆகும்.

 (ii)  y a bx= tan -்ககு கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகைள் x
b b

k k= + ∈
π π

2
,   ஆகும்.

 (iii)  கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பிற்கு மீபக்பருமபமறா அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை என்பதறால்  
tan x  ்ககைறான வீசசு வ்ரயறு்ககை முடியறாது. 

4.5.3 ந�ர்ைகாறு கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பு ைறறும் அதன் ்ண்புகள்

         (The inverse tangent function and its properties)

 கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்்பனது அதன முழுசறார்்பகைம் � �\ ,π
π

2
+ ∈








k k  -  ல் ஒனறு்கககைறான்றான 

சறார்பு அல்ை ஆயினும், tan : ,x −





 →

π π
2 2



 
என்பது இருபு்ச சறார்பு.  -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 

−







π π
2 2

,  வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்்்ப வ்ரய்் கசய்பவறாம். 

வடையட்ற 4.5 

 எவகவறாரு கமய்கயண் x -்ககும், tan y x=  என்வறாறு −







π π
2 2

, -ல் உள்ள தனிதத எண் y ஐ 

tan-1 x  என வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. அதறாவது, பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு 

tan : , ,− −∞ ∞( ) → −







1

2 2
π π

 ஐ tan ( )− =1 x y  என வ்்யறு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் 

ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன tan y x=  மற்றும் y ∈ −







π π
2 2

,  ஆகும். 
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y x= −tan 1
 வ்ரய்்யிலிருந்து பினவருவனவற்்் அறியைறாம்.

 (i)  y x= −tan 1
 என்பதற்கு பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன அ்னதது 

x ∈  மற்றும் − < <
π π
2 2

y   ற்கு  x y= tan ஆகும்.

 (ii)  ஒவகவறாரு கமய்கயண் x-்ககும் tan tan−( ) =1 x x  ஆகும். பமலும் y x= −tan 1  ஒரு ஒற்்்ச 

சறார்பு ஆகும்.

 (iii)  tan tan− ( ) =1 x x என இரு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன

− < <
π π
2 2

x  ஆகும். 

  இஙகு tan tan− ( ) =1 0π  ஆகுபம தவிர p  ஆகைறாது என்பத்ன்க கைவனி்ககைவும்.

குறிப்பு

 (i)  பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு ்பற்றி்க குறிபபிடும்ப்பறாகதல்ைறாம், tan : ,−





 →

π π
2 2

  

மற்றும் tan : ,− → −







1

2 2


π π
 என்ப்த நி்னவில் ககைறாள்ளபவண்டும்.

 (ii)  கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைமறான −







π π
2 2

,
 

என்பது கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின முதன்ம 

சறார்்பகைமறாகும். y x= −tan 1 , x ∈ , எனும் மதிபபுகைள் y x= −tan 1  வின முதன்ம 

மதிபபுகைளறாகும்.

4.5.4   ந�ர்ைகாறு கதகாடுநககாட்டுச் சகார்பின் வடை்ைம்

         (Graph of the inverse tangent function)

 y x= −tan 1
 ன சறார்பு கமய்கயண் பகைறாட்டின முழுவதுமறான −∞ ∞( ), -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 

−







π π
2 2

, -ஐ வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டுள்ளது. இஙகு -
p
2

  மற்றும் 
p
2  

ஆகிய இடஙகைளில் 

கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படவில்்ை என்பது குறிபபிடதத்ககைது. எனபவ y x= −tan 1  

வ்ர்படமறானது y = −
π
2

 மற்றும் y =
π
2  

ஆகிய இரு பகைறாடுகைளு்ககி்டபய மட்டும்தறான 

அ்மயபக்பற்றிரு்ககும் மற்றும் அவவிரு பகைறாடுகை்ளயும் எவவிடததிலும் கதறாடுவதில்்ை. மறா்றாகை, 

y = −
π
2

 மற்றும் y =
π
2

 ஆகிய இவவிரு பகைறாடுகைளும் y x= −tan 1 -்ககு கி்டமட்ட கதறா்ைத 

கதறாடுபகைறாடுகைளறாகை இரு்ககின்ன.

 ்படம் 4.17 மற்றும் ்படம் 4.18 ஆகிய இரு ்படஙகைளும் மு்்பய −







π π
2 2

, எனும் சறார்்பகைத்த்க 

ககைறாண்ட y x= tan  ன வ்ர்படத்தயும் மற்றும் ( , )−∞ ∞  எனும் சறார்்பகைத்த்க ககைறாண்ட  

y x= −tan 1  ன  வ்ர்படத்தயும் சிததரி்ககி்து.
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 ்படம். 4.17 ்படம். 4.18

குறிப்பு

 (i)   பநர்மறாறு கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பு திடமறாகை ஏறும் சறார்பு மற்றும் −∞ ∞( ),  எனும் சறார்்பகைததில் 
கதறாடர்சசியறானது.

 (ii)  y x= −tan 1
 -ன வ்ர்படம் ஆதி வழியறாகைச கசல்கி்து.

 (iii)   ஆதி்யப க்பறாறுதது வ்ளவ்ர சமசசீரறாகை இருப்பதறால் சறார்பு y x= −tan 1  ஆனது   ஒரு 
ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.8

 முதன்ம மதிபபு கைறாண்கை: tan− ( )1 3 .

தீர்வு 

  tan− ( ) =1 3 y  எனகை. எனபவ, tan y = 3 .  ஆ்கையறால், y =
π
3

. ஏகனனில் 
π π π
3 2 2

∈ −





, .  

 எனபவ, tan− ( )1 3  ன முதன்ம மதிபபு tan− ( ) =1 3
3
π

 ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.9 

 மதிபபு கைறாண்கை  (i) tan− −( )1 3  (ii)  tan tan− 







1 3
5
π

  (iii)  tan tan ( )−( )1 2019

தீர்வு

 (i) tan− −( )1 3 = tan tan− −















 = −1

3 3
π π ,  ஏகனனில்  − ∈ −








π π π
3 2 2

, .

 (ii) tan tan− 







1 3
5
π .  

   tanθ = tan 3
5
p  எனுமறாறு θ

π π
∈ −






2 2

,  ஐ  நறாம் கைண்டறிய பவண்டும்.

  கதறாடுபகைறாட்டுச சறார்பின கைறாைம் p  என்பதறால், tan 3
5
p = tan tan3

5
2
5

π
π

π
−






 = −






 .

   எனபவ,  tan tan− 







1 3
5
π = tan tan− −


















1 2
5
π = −

2
5
π

,   ஏகனனில் − ∈ −







2
5 2 2
π π π, ,

  (iii) tan tan ,−( ) = ∈1 x x x 

 
என்பதறால், tan tan ( )−( ) =1 2019 2019  ஆகும்.    

x

y

1 2 3−3 −2 −1

−
π
2

π
2

O

x

−1

y

−
π
4
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3
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π
6

0 0

1 π
4
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y

π
2

8

6

4

2

O−
π
2 −2

−4

−6

−8

y = tan –1x
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π π
2 2

, y x= tany;
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எடுத்துகககாட்டு 4.10  

 மதிபபு கைறாண்கை tan ( ) cos sin− − −− + 





 + −








1 1 11 1
2

1
2

.

தீர்வு

 tan ( )− − =1 1 y  எனகை. எனபவ, tan tan tany = − = − = −





1

4 4
π π

.

 இஙகு − ∈ −







π π π
4 2 2

, என்பது குறிபபிடத்ககைது.  எனபவ, tan ( )− − = −1 1
4
π

. 

  இனி,   cos− 





 =1 1

2
y  எனில் cos cosy = =

1
2 3

π
. 

 

π
π

3
0∈[ , ]   என்பதறால் cos-1 

1
2







  = 

p
3

.

 பமலும், sin− −





 =1 1

2
y  எனில் sin siny = − = −








1
2 6

π
.  

 − ∈ −





π π π
6 2 2

,  என்பதறால் sin− −







1 1
2

 = −
π
6

.

 எனபவ, tan ( ) cos sin− − −− + 





 + −






 = − + − = −1 1 11 1

2
1
2 4 3 6 12

π π π π .

எடுத்துகககாட்டு 4.11

 நிரூபி  tan sin , .−( ) =
−

− < <1

21
1 1x x

x
x

தீர்வு

 x = 0  எனில், இருபு்மும் 0 ஆகும். ... (1)
 0 1< <x .  எனகை.

  θ = −sin 1 x  எனகை.  எனபவ 0
2

< <θ
π .  ஆகும். தற்ப்பறாது sinθ =

x
1

 என்பதறால், tanθ =
−

x
x1 2

.

 எனபவ, tan sin .−( ) =
−

1

21
x x

x
 ... (2)

  அடுததறாகை − < <1 0x .  எனகை. எனபவ, θ = −sin 1 x  என்பதிலிருந்து − < <
π

θ
2

0.

 sinθ =
x
1  

என்பதறால்,  tanθ =
−

x
x1 2 .

 இம்மு்்யிலும்  tan sin−( ) =
−

1

21
x x

x  
என கி்ட்ககின்து. ... (3)

  சமன்பறாடுகைள் (1), (2) மற்றும் (3) ஆகியவற்றிலிருந்து tan sin , .−( ) =
−

− < <1

21
1 1x x

x
x

 
என 

நிறுவப்படுகின்து.

்யிறசி 4.3
 1. கீழ்ககைறாணும் சறார்புகைளின சறார்்பகைம் கைறாண்கை.

   (i) tan− −( )1 29 x     (ii) 1
2

1
4

1 2tan− −( ) −x π .

 2. மதிபபு கைறாண்கை     (i) tan tan− 







1 5
4
π     (ii) tan tan− −


















1

6
π .
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 3. மதிபபு கைறாண்கை    

  (i) tan tan− 

















1 7
4
π     (ii) tan tan− ( )( )1 1947     (iii) tan tan .− −( )( )1 0 2021 .

 4. மதிபபு கைறாண்கை     (i) tan cos sin− −





 − −


















1 11
2

1
2

    (ii) sin tan cos− −





 − 


















1 11
2

4
5

.

  (iii) cos sin tan .− −





 − 


















1 14
5

3
4

4.6 கககாசீகண்ட் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு கககாசீகண்ட் சகார்பு

       (The Cosecant Function and the Inverse Cosecant Function)

 ்சன சறார்பி்னப ப்பறானப், ககைறாசீகைண்ட் சறார்பும் ஓர் ஒற்்்ச சறார்்பறாகும்  மற்றும் அதன கைறாைம்  

2p  ஆகும். ககைறாசீகைண்ட் சறார்பு y x= cosec  -ன மதிபபுகைள் 2p  அளவு்ககுப பி்கு திரும்்பவும் 

அபத மதிபபுகை்ளப க்பறுகி்து. sin x = 0  எனும்ப்பறாது, y x
x

= =cosec 1
sin

ஐ வ்ரயறு்ககை இயைறாது.  

ஆதைறால் ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின சறார்்பகைம் � �\ :n nπ ∈{ }ஆகும்.  − ≤ ≤1 1sin x  என்பதறால் y x= cosec  
ஆனது -1  மற்றும் 1-்ககும் இ்டபய எம்மதிப்்பயும் க்பறுவதில்்ை.  எனபவ,  ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின 

வீசசகைம் ( , ] [ , )−∞ ∪ ∞1 1 ஆகும்.

4.6.1 கககாசீகண்ட் சகார்பின் வடை்ைம்

(Graph of the cosecant function)
 0 2, π( )  இ்டகவளியில், ககைறாசீகைண்ட் சறார்்பறானது 

x = π  எனும் புள்ளி்யத தவிர்தது ஏ்னய புள்ளிகைளில் 

கதறாடர்சசியறாகை இரு்ககும். இதற்கு மீபக்பருமபமறா 

அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை. க்பறாதுவறாகை, x ∈






0
2

, π
 

மதிபபுகைளு்ககு y x= cosec -ன மதிபபு, ¥  முதல் 1 வ்ர 

கு்்யும். x ∈ 






π
π

2
,  மதிபபுகைளு்ககு, y x= cosec -ன 

மதிபபுகைள் 1 முதல் ¥  வ்ர அதிகைரி்ககும்.  x ∈






π
π, 3
2

 

மதிபபுகைளு்ககு, y x= cosec -ன மதிபபுகைள் −∞  

முதல் –1 வ்ர அதிகைரி்ககும். x ∈ 






3
2

2π
π,  

மதிபபுகைளு்ககு, y x= cosec -ன மதிபபுகைள் –1 முதல் 
−∞  வ்ர கு்்யும். y x= cosec , 

x ∈ { }( , ) \0 2π π -ன வ்ர்படததி்ன ்படம் 4.19 -ல் 
கைறாண்கை.

   , , \− −( ) −{ }4 2 3π π π , −( ) −{ }2 0π π, \ ,

   2 4 3π π π, \ ,( ) { } 4 6 5π π π, \ , .( ) { } 

்படம். 4.19 

π
x

y

π
2

3
2
π 2π

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4

y=1

y=− 1
O

y x= cosec( , )0 2π y;

்படம். 4.20

4π
x

y

3π2ππ−3π−2π −π

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4

O

y x= cosec 

y=1

y=− 1
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ஆகிய இ்டகவளிகைளில் (0,2π)ல் y x= cosec  ன வ்ர்படததின இப்பகுதிபய திரும்்ப அ்மகின்து. 

y x= cosec -ன முழு வ்ர்படம் ஆனது  ்படம் 4.20-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

4.6.2 ந�ர்ைகாறு கககாசீகண்ட் சகார்பு (The inverse cosecant function)

 cosec : , , ( , ] [ , )−




 ∪ 







→ −∞ − ∪ ∞
π π
2

0 0
2

1 1
 

எனும் ககைறாசீகைண்ட் சறார்்பறானது 

−




 ∪ 







π π
2

0 0
2

, ,  எனும் கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் இருபு்சசறார்்பறாகை உள்ளது. எனபவ, 

( , ] [ , )−∞ − ∪ ∞1 1 -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் −




 ∪ 







π π
2

0 0
2

, ,  வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு 

ககைறாசீகைண்ட் சறார்பு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.

வடையட்ற 4.6

 
cosec− −∞ − ∪ ∞ → −




 ∪ 







1 1 1
2

0 0
2

: ( , ] [ , ) , ,π π
 எனும் பநர்மறாறு ககைறாசீகைண்ட் சறார்்்ப, 

cosec− =1( )x y  என வ்ரயறு்ககைத பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்ன  

cosec y x=  மற்றும் y ∈ −




 ∪ 







π π
2

0 0
2

, ,  ஆகும்.

4.6.3 ந�ர்ைகாறு கககாசீகண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் 

(Graph of the inverse cosecant function)

 ்படம். 4.21 ்படம். 4.22

 y x= −cosec 1

 எனும் பநர்மறாறு ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின சறார்்பகைம்  \ (- 1, 1) மற்றும் வீசசகைம் 

−





π π
2 2

, \ {0}.
 

ஆகும். அதறாவது, cosec− −∞ − ∪ ∞ → −




 ∪ 







1 1 1
2

0 0
2

: ( , ] [ , ) , ,π π
 ஆகும்.  

்படம் 4.21 மற்றும் ்படம் 4.22 –ல் முதன்ம சறார்்பகைததில் ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின வ்ர்படம்  மற்றும் 
பநர்மறாறு ககைறாசீகைண்ட் சறார்பின சறார்்பகைததில் அதன வ்ர்படம் ஆகிய்வ மு்்பய 
கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளன.

x

y

−
π
2

π
2

−4 −3 −2 −1 4321

y =
π
2

y = −
π
2

Ox

y

−1

1
y =1

y = −1O-
π
2

π
2

y = cosec–1xy; y x= cosec−





π π
2 2

0, \{ }
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4.7 சீகண்ட் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு சீகண்ட் சகார்பு
      (The Secant Function and Inverse Secant Function)

 சீகைண்ட் சறார்பு என்பது ககைறா்சன சறார்பின த்ைகீழசசறார்பு என வ்ரயறு்ககைப்பட்டுள்ளது. 

எனபவ, y x
x

= =sec 1
cos

 என்பது cos x = 0  எனும்ப்பறாது தவிர ஏ்னய x  மதிபபுகைளு்ககு 

வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. ஆ்கையறால், y x= sec -ன சறார்்பகைம் � �\ ( ) :2 1
2

n n+ ∈







π
 ஆகும். 

− ≤ ≤1 1cos x  என்பதறால், y x= sec  என்பது ( , )-1 1 -ல் எம்மதிபபுகை்ளயும் க்ப்றாது. எனபவ, சீகைண்ட் 

சறார்பின வீசசகைம் ( , ] [ , )−∞ ∪ ∞1 1 ஆகும். சீகைண்ட் சறார்பிற்கு மீபக்பருமபமறா அனறி மீசசிறுமபமறா 

இல்்ை. y x= sec  என்பது  2p  ககைறாண்ட கைறாைம் சறார்பு மற்றும் இரட்்டச சறார்்பறாகைவும் அ்மகி்து.

4.7.1 சீகண்ட் சகார்பின் வடளவடை (The graph of the secant function)

 0£ £x 2p , x ≠
π π
2

3
2

, -ல் சீகைண்ட் சறார்பின வ்ளவ்ர 

்படம் 4.23-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.  முதல் மற்றும் நறானகைறாம் 

கைறாற்்பகுதிகைளில் அதறாவது − < <
π π
2 2

x  இ்டகவளியில், y x= sec  

மி்கைகயண் மதிபபுகை்ள மட்டுபம க்பறுகி்து.  அபத சமயம் 

இரண்டறாவது மற்றும் மூன்றாவது கைறாற்்பகுதிகைளில் அதறாவது 

π π
2

3
2

< <x  இ்டகவளியில் கு்்கயண் மதிபபுகை்ளபய க்பறுகி்து.

 0£ £x 2p , x ¹
p p
2

3
2

, ,
 

எனும்ப்பறாது சீகைண்ட் 

சறார்பு கதறாடர்சசியறாகை இரு்ககும். x ∈ 




0

2
, π

 எனும்ப்பறாது 

சீகைண்ட் சறார்பின மதிபபு 1 முதல் ¥  வ்ர உயரும். 

பமலும், x ∈






π
π

2
,  எனும்ப்பறாது சீகைண்ட் சறார்பின 

மதிபபு −∞  முதல் –1 வ்ர உயரும்.  x ∈ 




π

π, 3
2

 

எனும்ப்பறாது –1 முதல் −∞  வ்ர இ்ஙகும். x ∈






3
2

2π
π,  

எனும்ப்பறாது ¥  முதல் 1 வ்ர இ்ஙகும். y x= sec  ஒரு 2p -கைறாைம் ககைறாண்ட சறார்்பறாகும், எனபவ 

0 2≤ ≤x π , x ≠
π π
2

3
2

, -்ககைறான வ்ளவ்ரப ்பகுதிபய, 2 4 5
2

7
2

π π
π π, \ ,[ ] 








, 4 6 9
2

11
2

π π
π π, \ , ,[ ] 









மற்றும், 


  − −[ ] − −







4 2 7
2

5
2

π π
π π, \ ,  −[ ] − −








2 0 3
2 2

π
π π, \ ,  ஆகிய இ்டகவளிகைளில் திரும்்ப, 

திரும்்ப அ்மகின்து. தற்ப்பறாது y x= sec -ன முழு வ்ர்படமும் ்படம் 4.24-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

2π3π
x

−7
−5
−3
−1

1
3
5
7

y=1

y=− 1

O

2
ππ

2

y
y; y x= sec[ , ]0 2π

்படம். 4.23

்படம். 4.24

x
−2π −π O π 2π 3π 4π

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4 y x= sec

y
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4.7.2 ந�ர்ைகாறு சீகண்ட் சகார்பு  (Inverse secant function)

 sec : , \ \ , x 0
2

1 1π
π[ ] 








→ −( )  எனும் சீகைண்ட் சறார்பு கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைமறான

0
2

, \π
π[ ] 








-ல் ஓர் இருபு்ச சறார்பு ஆகும். எனபவ பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பு என்பது  \ ,−( )1 1  

என்ப்த சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 0
2

, \π
π[ ] 








 வீசசகைமறாகைவும் ககைறாண்டு வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.

வடையட்ற 4.7  

 sec y x=  மற்றும் y ∈[ ] 







0
2

, \π
π

 எனும்ப்பறாது பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பு 

sec : \ , , \− −( ) → [ ] 







1 1 1 0
2

  π
π

  ஐ  sec ( )− =1 x y   என வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து.

4.7.3 ந�ர்ைகாறு சீகண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் (Graph of the inverse secant function)

 பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பு, y x= −sec 1  என்பது  \ ,−( )1 1 -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும்  

0
2

, \π
π[ ] 








-ஐ வீசசறாகைவும் ககைறாண்ட சறார்்பறாகும். அதறாவது , sec : \ , , \− −( ) → [ ] 







1 1 1 0
2

 π
π

.

்படம் 4.25 மற்றும் ்படம் 4.26 ஆகியவற்றில், மு்்பய முதன்ம சறார்்பகைததில் சீகைண்ட் 
சறார்பின வ்ர்படமும் மற்றும் பநர்மறாறு சீகைண்ட் சறார்பின வ்ர்படம் அதற்குறிய சறார்்பகைததில் 
கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

 ்படம். 4.25 ்படம். 4.26
குறிப்புடை  

 y x= sec  அல்ைது cosec x  எனும் வ்ர்படத்த எளிதறாகை வ்ரய கீழ்ககைறாணும் வழிமு்்்யப 
பின்பற்்வும்.  
 (i) y x= cos  அல்ைது sin x   வ்ர்படத்த வ்ரயவும். 
 (ii) x கவட்டுததுண்டுகைள் சந்தி்ககும் புள்ளிகைளில் கசஙகுதது கதறா்ைத கதறாடுபகைறாடுகை்ள 

வ்ரயவும். y மதிபபுகைளின த்ைகீழியறாகை எடுதது்க ககைறாள்ளவும்.

π
2

π x

y

O
−1

1

y =1

y = −1 x

π
2

π

O 4321−4 −3 −2 −1

y =
π
2

y = π
y = sec–1x

[ , ] \0
2

π
π








y x= secy;
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x

y

3
2
π 2ππ

2

−4
−3
−2
−1

1
2
3
4

O

−4
−3
−2
−

4

−3π −2π −π π 2π 3π

1
2
3

1

x

y

Oπ

y x= cot
( , ) \{ }0 2π π y x= coty;

4.8  நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பு ைறறும் ந�ர்ைகாறு நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பு
         (The Cotangent Function and the Inverse Cotangent Function)

 பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு என்பது cot
tan

x
x

=
1

 
ஆகும். tan x = 0  அல்ைது x n n= ∈π ,   எனும் 

மதிபபுகை்ளத தவிர x -ன ஏ்னய கமய்கயண் மதிபபுகைளு்ககு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு 
வ்ரயறு்ககைப்படுகி்து. எனபவ, பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின சறார்்பகைமறானது � �\ :n nπ ∈{ }  மற்றும் 
அதன வீசசகைம் −∞ ∞( ),  ஆகும். tan x  ப்பறானறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பும் ஓர் ஒற்்்ச சறார்்பறாகைவும் 
மற்றும்  அதன கைறாைம் p  ஆகைவும் உள்ளது.  

4.8.1 நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் (The graph of the cotangent function)

   பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு 0 2, \π π( ) { } எனும் கைணததில் கதறாடர்சசியறாகை இரு்ககி்து. 0 2, \π π( ) { } .-ல் 

முதலில் பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின வ்ர்படத்த வ்ரபவறாம். முதல் மற்றும் மூன்றாம் கைறாற்்பகுதியில் 

பகைறாடறானகஜண்ட் மி்கைகயண் மதிபபுகை்ள மட்டுபம க்பறுகி்து. இரண்டறாவது மற்றும் நறானகைறாவது 

கைறாற்்பகுதிகைளில் கு்்கயண் மதிபபுகை்ள மட்டுபம க்பறுகி்து. பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பிற்கு 

மீபக்பருமபமறா அல்ைது மீசசிறுமபமறா இல்்ை. x ∈






0
2

, π
 எனும்ப்பறாது பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு, ¥

-லிருந்து 0 -்ககு இ்ஙகுகி்து; x ∈ 






π
π

2
,  எனும்ப்பறாது 0 -லிருந்து −∞-்ககு இ்ஙகுகி்து; 

x ∈






π π
2

3
2

,  எனும்ப்பறாது −∞-லிருந்து 0 வ்ர இ்ஙகுகி்து; x ∈ 






3
2

2π
π, .

 
எனும்ப்பறாது, 0-லிருந்து 

−∞  வ்ர இ்ஙகுகி்து.

 

 ்படம். 4.27 ்படம். 4.28

 y x= cot , x ∈( ) { }0 2, \π π  -்ககைறான வ்ர்படம் ்படம் 4.27—ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

 0 2, \π π( ) { } -ல் அ்மந்த y = cot x ன  வ்ர்படம் ப்பறாை 2 4 3π π π, \( ) { } , 4 6 5π π π, \ , ( ) { }  ,  

மற்றும்  , − −( ) −{ }4 2 3π π π, \ , −( ) −{ }2 0π π, \ . ஆகிய இ்டகவளிகைளிலும் y x= cot  ன 

வ்ரப்படம் திரும்்ப, திரும்்ப  அ்மகி்து. � �\ :n nπ ∈{ }-ஐ சறார்்பகைமறாகை்க ககைறாண்ட பகைறாடறானகஜண்ட் 
சறார்பின முழு வ்ர்படமும் ்படம் 4.28-ல் கைறாண்பி்ககைப்பட்டுள்ளது.

4.8.2 ந�ர்ைகாறு நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பு (Inverse cotangent function)
 பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பு அதன முழுசறார்்பகைததில் � �\ :n nπ ∈{ }  ஒனறு்கககைறானறு சறார்பு அல்ை. 
ஆயினும் கைட்டு்படுததப்பட சறார்்பகைமறான 0, π( )  -ல், cot : , ,0 π( ) → −∞ ∞( )  ஆனது இருபு்ச சறார்்பறாகும். 
எனபவ, −∞ ∞( ),  சறார்்பகைமறாகைவும், 0, π( )  வீசசறாகைவும் ககைறாண்டு பநர்மறாறு பகைறாடறானகசண்ட் சறார்்்ப 
வ்ரயறுபப்பறாம்.
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 வடையட்ற 4.8
 பநர்மறாறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்்பறான cot : , ,− −∞ ∞( ) → ( )1 0 π  என்பது cot ( )− =1 x y  என 

வ்ரயறு்ககை பத்வயறானதும் மற்றும் ப்பறாதுமறானதுமறான நி்பந்த்னகைள் y ∈( )0, π  மற்றும் 

cot y x=  ஆகும்.

4.8.3  ந�ர்ைகாறு நககாைகான்கஜெண்ட் சகார்பின் வடை்ைம் 

        (Graph of the inverse cotangent function)
 பநர்மறாறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்்பறான y x= −cot 1  என்பது  -ஐ சறார்்பகைமறாகைவும் மற்றும் 
( , )0 p -ஐ வீசசறாகைவும் ககைறாண்ட சறார்்பறாகும். அதறாவது  cot : , ,− −∞ ∞( ) → ( )1 0x π  ஆகும்.
 ்படம் 4.29 மற்றும் ்படம். 4.30 ஆகியவற்றில் வ்ர்படஙகைள் மு்்பய முதன்ம சறார்்பகைததில் 
பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின வ்ர்படம் மற்றும் பநர்மறாறு பகைறாடறானகஜண்ட் சறார்பின வ்ர்படம் 
அதற்குரிய சறார்்பகைததிலும்  ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளன.

 ்படம். 4.29 ்படம். 4.30

4.9  ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகளின் முதன்டை ைதிப்பு
        (Principal Value of Inverse Trigonometric Functions)
 x  எனும் புள்ளியில் பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின முதன்ம மதிப்பறானது,  முதன்ம 
்பகுதியின வீசசில் உள்ள x எனும் புள்ளியில் பநர்மறாறு சறார்பின மதிப்பறாகும். எடுதது்ககைறாட்டறாகை 
π

π
6

0∈[ ], என்பதறால், cos-1 3
2









 -ன முதன்ம மதிபபு 

p
6

ஆகும். இரு மதிபபுகைள் எண்மதிபபில் 

சமமறாகைவும், ஒனறு கு்்கயண்ணறாகைவும் மற்க்றானறு மி்கைகயண்ணறாகைவும் இருந்தறால் 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்பின முதன்ம மதிபபு மி்கை எண்ணறாகைபவ அ்மயும்.  கீழ்ககைறாணும் 
அட்டவ்ணயில் மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின முதன்ம சறார்்பகைம் மற்றும்  வீசசகைம்,  பநர்மறாறு 
மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின சறார்்பகைம் மற்றும் வீசசகைம் ஆகிய்வ ்பட்டியலிடப்படுகின்ன.

சாரபு முதன்ம 
சார்ப்கம் வீசச்கம் டேரமாறு 

சாரபு சார்ப்கம்
முதன்ம 

மதிப்பிற்குரிய 
வீசச்கம்

்சன
−





π π
2 2

, [ , ]-1 1 sin-1 [ , ]-1 1  
−





π π
2 2

,

ககைறா்சன [ , ]0 p  [ , ]-1 1  cos-1  [ , ]-1 1  [ , ]0 p  

கதறாடுபகைறாடு
−








π π
2 2

,
 tan-1  

−







π π
2 2

,

π
2

π x

y

O

4
3
2
1

−4

−3
−2
−1

x
3−3 −2

π
2

y

O 21−1

y = cot–1x

y x= cot( , )0 π y;
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ககைறாசீகைண்ட் −





π π
2 2

, \ {0}
 \ (-1, 1) cosec-1  

 \ ( , )-1 1  −





π π
2 2

0, \{ }

சீகைண்ட் [ , ] \0
2

π
π








 \ ( , )-1 1  sec-1
 \ ( , )-1 1 [ , ] \0

2
p

p







பகைறாடறானகஜண்ட் ( , )0 p   cot-1  
 ( , )0 p

எடுத்துகககாட்டு 4.12
 முதன்ம மதிபபு கைறாண்கை
  (i) cosec− −( )1 1  (ii) sec− −( )1 2     
தீர்வு
 (i) cosec− −( ) =1 1 y  எனகை.  எனபவ, cosec   y = −1

 y = cosec-1x  -ன முதன்ம மதிபபிற்குரிய வீசசகைம் −





π π
2 2

0, \{ }  ஆகும். பமலும், 

 cosec −





 = −

π
2

1 என்பதறால், y = −
π
2

எனறிரு்ககை பவண்டும். இஙகு − ∈ −





{ }π π π
2 2 2

0, \  

 என்ப்த கைவனி்ககை.

 எனபவ, cosec− −( )1 1  -ன முதன்ம மதிபபு −
π
2

ஆகும்.

(ii) y = −( )−sec 1 2  எனகை. எனபவ, sec y = −2  .

 y x= −sec 1 -ன முதன்ம மதிபபிற்குரிய வீசசகைம் [ , ] \0
2

π
π








ஆகும்.   

 sec y = −2  எனறிரு்ககுமறாறு [ , ]0
2

π
π

− 







 -ல் y-ஐ கைறாணபவண்டும் .  

 ஆனறால் sec cosy y=− ⇒ =−2 1
2

. 

 இனி, cos cos cos cosy = − = − = −





 =

1
2 3 3

2
3

π
π

π π
 . எனபவ,  y =

2
3
π

.

 
2
3

0
2

π
π

π
∈[ ] 








, \  என்பதறால், sec− −( )1 2 -ன முதன்ம மதிபபு 
2
3
p

ஆகும்.  

எடுத்துகககாட்டு4.13   

 sec− −










1 2 3
3

 ன மதிபபு கைறாண்கை.

தீர்வு

 sec− −








 =1 2 3

3
θ எனகை. எனபவ, secθ = −

2
3

 இஙகு θ π
π

∈[ ] 







0
2

, \  ஆகும். 

 எனபவ, cos  θ = −
3

2  
ஆகும்.   இனி, cos cos cos 5

6 6 6
3

2
π

π
π π

= −





 = − 






 = − ஆகும்   

  எனபவ, sec− −








 =1 2 3

3
5
6
π  ஆகும்.
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எடுத்துகககாட்டு 4.14

 cot− 





 =1 1

7
θ ,  எனில், cosθ  மதிபபு கைறாண்கை.

தீர்வு

 வ்ரய்்ப்படி cot ( , )− ∈1 0x p .

 எனபவ, cot− 





 =1 1

7
θ

 
என்பதிலிருந்து θ π∈ ( , )0  ஆகும்.

  ஆனறால் cot− 





 =1 1

7
θ  என்பது 

 
cot θ =

1
7  

ஆகும். எனபவ tan θ = 7  மற்றும் θ 

 ஒரு குறுஙபகைறாணம் ஆகும்.

  tanθ =
7
1

என்ப்த ்பயன்படுததி, கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணம் ஒன்் உருவறா்ககுகை. பினனர் 

cosθ =
1

5 2
என நம்ககு கி்ட்ககி்து.

எடுத்துகககாட்டு 4.15   

 cot−

−









 =1

2

1
1x

sec-1 x , x >1 .  என்க கைறாட்டுகை. 

 cot−

−









 =1

2

1
1x

α
 
எனகை. எனபவ,  cot .α =

−

1
12x

 

 மற்றும் α ஒரு குறுஙபகைறாணம் ஆகும்.

 ககைறாடு்ககைப்பட்ட விவரஙகை்ள்க  ககைறாண்டு ஒரு கசஙபகைறாண மு்கபகைறாணம் உருவறா்ககுகை.

 மு்கபகைறாணததிலிருந்து, secα = =
x x
1

 எனப க்ப்ைறாம் .  எனபவ, α = −sec 1 x  ஆகும் . 

எனபவ cot−

−









 =1

2

1
1x

sec-1 x , x >1  ஆகும்.

்யிறசி 4.4
 1. முதன்ம மதிபபு கைறாண்கை

   (i)    sec− 









1 2
3

 (ii) cot− ( )1 3  (iii) cosec− −( )1 2

 2. மதிபபு கைறாண்கை 

  (i) tan sec− −( ) − −( )1 13 2  (ii) sin-1 (- 1) + cos-1  1
2







  +  cot-1 (2)

  (iii) cot-1(1) + sin-1 −










3
2

 - sec-1 −( )2  

7

1
q

5
2

1

x

x2 –
1

Chapter 4 Inverse Trigonometry.indd   170 05-02-2020   18:24:54



171 நேர்மாறு முகநகமாணவியல் சமாரபுகள்

4.10 ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகளின் ்ண்புகள்
         (Properties of Inverse Trigonometric Functions)
 இப்பறாடப்பகுதியில் பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளின சிைப ்பண்புகை்ளப ்பற்றி 
ஆரறாய்பவறாம்.  இஙகு குறிபபிடப்படும் ்பண்புகைள் கதறாடர்பு்டய பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைள் 
அவற்றின முதன்ம மதிபபுகைள் உள்ள இ்டகவளிகைளில் எஙகு வ்ரயறு்ககைப்பட்டுள்ளபதறா, 
அவவிடததில் க்பறாருந்தும். 
்ண்பு-1

 (i) θ
π π

∈ −



2 2

,  எனில், sin (sin )− =1 θ θ  (ii) θ π∈[ , ]0   எனில்,  cos (cos )− =1 θ θ

 (iii) θ
π π

∈ −





2 2

,  எனில், tan (tan )− =1 θ θ  (iv) θ
π π

∈ −





{ }
2 2

0, \  எனில், cosec cosec− =1( )θ θ

 (v) θ π
π

∈ 







[ , ] \0
2

 எனில், sec (sec )− =1 θ θ  (vi) θ π∈ ( , )0   எனில், cot (cot )− =1 θ θ

நிரூ்ணம்

 பமற்கைண்ட அ்னதது முடிவுகைளும் அ்வகைளு்ககுரிய பநர்மறாறு சறார்புகைளின 
வ்ரய்்கைளிலிருந்து கி்ட்ககைப க்ப்ைறாம். 

 எடுததுகைறாட்டிற்கு, (i)   sinθ = x ;   θ π π
∈ −



2 2

, எனகை.

 எனபவ பநர்மறாறு ்சன சறார்பின வ்ரய்்யிலிருந்து, sinθ = x   மூைம்  θ = −sin 1 x  எனப 
க்ப்ைறாம். எனபவ, sin sin− ( ) =1 θ θ .

்ண்பு-II
 (i) x ∈ −[ , ]1 1  எனில், sin(sin )− =1 x x  (ii) x ∈ −[ , ]1 1 எனில், cos(cos )− =1 x x

 (iii) x ∈  எனில், tan(tan− =1x x)  (iv) x ∈ − \ ( , )1 1  எனில், cosec cosec( )− =1 x x   

 (v) x ∈ − \ ( , )1 1 எனில், sec sec( )− =1 x x  (vi) x ∈எனில், cot(cot )− =1 x x

நிரூ்ணம்:
 (i) x ∈ −[ ]1 1,  எனும்ப்பறாது ,  sin-1 x  நனகு  வ்ரயறு்ககைப்பட்டுள்ளது.

  sin− =1 x θ  எனகை. எனபவ, வ்ரய்்ப்படி θ
π π

∈ −



2 2

, மற்றும்  sinθ = x ஆகும்.

  எனபவ,  sinθ = x  என்பதிலிருந்து  sin(sin )− =1 x x
 
எனப க்ப்ைறாம்.

  இபதப்பறானறு மற்் முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

குறிப்பு 

 (i) மு்கபகைறாணவியல் சறார்பு y f x= ( ),  -்ககு,   f -ன வீசசிலுள்ள அ்னதது  x -்ககும்   f f x x−( ) =1( )  

ஆகும். f x-1( ) -ன வ்ரய்்யிலிருந்து இத்னப க்ப்ைறாம். f g x−( )1( ) எனும்ப்பறாது, இஙகு 

g x x− −=1 1( ) sin அல்ைது  cos-1 x அதத்கைய கைண்க்கை தீர்்ககை, பநர்மறாறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்பி்ன 

வ்ரயறு்ககும் மு்கபகைறாணம் ஒன்் வ்ரவது அவசியமறாகி்து. உதறாரணததிற்கு cot sin−( )1 x  -ன 

மதிப்்ப்க கைறாண மு்கபகைறாணம் ஒன்், sin .-1 x -ஐ ்பயன்படுததி வ்ரயபவண்டும். இருபபினும், 

f f x− ( )1 ( ) ப்பறான்வற்்்்க ்கையறாளும்ப்பறாது கைவனம் கசலுதத பவண்டியுள்ளது. 
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 (ii)  f என்பது ஆறு மு்கபகைறாணவியல் சறார்புகைளில் ஏபதனும் ஒனறு எனில், f f x-1[ ( )] -ன 

மதிப்்ப்க கைறாணுதல். 

 (அ) x என்பது f -ன கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் இருந்தறால் f f x x− =1[ ( )] ஆகும்.

 (ஆ)  x என்பது f -ன கைட்டு்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் இல்்ைகயனில் f -ன கைட்டு்படுததப்பட்ட 

சறார்்பகைததில் f x f x( ) ( )= 1  எனுமறாறு x1-ஐ கைண்டறிய பவண்டும். இனி, f f x x− =1
1[ ( )] .  

எடுததுகைறாட்டறாகை,

  

sin sin
,

,

− ( ) =
∈ −





∉ −














1

1

2 2

2 2

x
x x

x x

if

if

π π

π π

  
இஙகு sin sin x x= 1 மற்றும் x1 2 2

∈ −





π π,

்ண்பு-III  (தடலகீழ் ந�ர்ைகாறு முறக்றகாருடைகள்)

 (i)  x ∈ −( ) \ ,1 1 எனில், sin− 







1 1
x

= cosec-1 x .  (ii) x ∈ −( ) \ ,1 1  எனில், cos .− 







1 1
x

= sec-1 x

 (iii) tan
cot ,

cot .
−

−

−







 =

>

− + <






1

1

1

1 0
0x

x x
x xp ,

நிரூ்ணம்

 (i)  x ∈ −( ) \ ,1 1 எனில், 
1 1 1
x

∈ −[ ], மற்றும் x ¹ 0 ஆகும். எனபவ, sin− 







1 1
x

 என்பது நனகு 

வ்ரயறு்ககைப்பட்டது. 

  sin− 







1 1
x

= θ
 
எனகை. எனபவ, வ்ரய்்யின்படி  θ

π π
∈ −





{ }
2 2

0, \ மற்றும் sinθ =
1
x

.

  ஆ்கையறால், cosecθ = x என்பதிலிருந்து θ = −cosec 1 x எனப க்ப்ப்படுகி்து.

   இனி, sin− 







1 1
x

= θ = cosec-1 x  ஆகும். ஆ்கையறால்,  sin− −





 =1 11

x
xcosec , x ∈ −( ) \ ,1 1  

ஆகும்.

   இபத ப்பறானறு மற்் முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-IV  (பிைதி்லிப்பு முறக்றகாருடைகள்)

 (i) x ∈ −[ , ]1 1  எனில், sin ( ) sin− −− = −1 1x x .

 (ii) x ∈  எனில், tan ( ) tan− −− = −1 1x x .

 (iii) x ≥1அல்ைது x ∈ −( ) \ ,1 1 எனில், cosec cosec− −− = −1 1( )x x

 (iv) x ∈ −[ , ]1 1  எனில்,  cos ( ) cos− −− = −1 1x xπ  .

 (v) x ≥1 அல்ைது x ∈ −( ) \ ,1 1  எனில், sec ( ) sec− −− = −1 1x xπ .

 (vi) x ∈  எனில், cot ( ) cot− −− = −1 1x xπ .
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நிரூ்ணம்

  (i) x ∈ −[ ]1 1,  எனில், − ∈ −[ ]x 1 1, ஆகும். ஆ்கையறால், sin ( )- -1 x என்பது நனகு 

வ்ரயறு்ககைப்பட்டது
  sin ( )− − =1 x θ  எனகை. எனபவ θ

π π
∈ −



2 2

,  மற்றும்  sinθ = −x ஆகும்.

   எனபவ,    sinθ = −x  -லிருந்து x = − = −sin sin( )θ θ என ஆகும்.

  x = −sin( )θ  என்பதிலிருந்து, sin− = −1 x θ என ஆகும். இதிலிருந்து θ  = − −sin 1 x ஆகும்.

  எனபவ, sin ( ) sin− −− = −1 1x x ஆகும்.
 (iv)  x ∈ −[ ]1 1, எனில், − ∈ −[ ]x 1 1,  என ஆகும். எனபவ,   cos ( )- -1 x  என்பது நனகு 
  வ்ரயறு்ககைப்பட்டது.

  cos ( )− − =1 x θ  எனகை. எனபவ θ π∈[ ]0, மற்றும்  cos  θ = −x  ஆகும்.

  எனபவ, cosθ = −x என்பதறால் x = − = −( )cos cosθ π θ ஆகும்.

  ஆ்கையறால்,  π θ− = −cos 1 x என்பதறால் θ π= − −cos 1 x  ஆகும்.
   எனபவ cos ( ) cos− −− = −1 1x xπ ஆகும்.

  இபத ப்பறானறு ஏ்னய முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.
குறிப்பு  
 (i)  ஒனறு்கககைறானறு மற்றும் ஒற்்்ச சறார்பின பநர்மறாறு சறார்பும் ஒற்்்ச சறார்்பறாகும். 

எடுததுகைறாட்டிற்கு, −





π π
2 2

,  எனும் கைட்டுப்படுததப்பட்ட சறார்்பகைததில் ்சன சறார்பு 

ஒனறு்கககைறானறு மற்றும் ஒற்்்ச சறார்்பறாகை இருப்பதறால் y x= −sin 1  என்பது ஓர் ஒற்்்ச 

சறார்்பறாகும்.

 (ii)  இரட்்டச சறார்பின பநர்மறாறு இரட்்டச சறார்்பறாகுமறா? இவவினறாவி்ன அர்ததமற்் வினறா 
என பு்்ககைணிததுவிடைறாம். ஏகனனில் பூஜ்ஜியத்தத தவிர பவக்ஙகும் ஓர் இரட்்டச சறார்பு 
ஒனறு்கககைறானறு ஆகை இரு்ககைறாது. cos-1 x மற்றும் sec-1 x  ஆகிய்வ இரட்்டச சறார்்பறாகை 
இரு்ககைறாது என்ப்த கைவனி்ககைவும்.

 ்ண்பு-V (துடண ந�ர்ைகாறுச்சகார்பு முறக்றகாருடைகள் )

 (i) sin cos , [ , ].− −+ = ∈ −1 1

2
1 1x x xπ                     (ii) tan cot , .− −+ = ∈1 1

2
x x xπ



 (iii) cosec− −+ =1 1

2
x xsec ,π  x ∈ −( ) \ ,1 1  அல்ைது  x ≥1. 

நிரூ்ணம்   

 (i) இஙகு,  x ∈ −[ ]1 1, .   sin− =1 x θ  எனகை. எனபவ θ
π π

∈ −



2 2

,  மற்றும் sinθ = x  ஆகும்.

  − ≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤
π

θ
π π

θ π
2 2

0
2  

என்ப்த்க கைவனி்ககை. 

 எனபவ,  cos sin ,π
θ θ

2
−






 = = x   என்பதிலிருந்து cos sin− −= − = −1 1

2 2
x xπ

θ
π

 எனப க்ப்ைறாம்.

  எனபவ,  cos sin− −+ =1 1

2
x x π

 ஆகும்.
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 (ii) cot− =1 x θ  எனகை.      எனபவ,  cot ,θ = x  0 < <θ π  மற்றும்  x ∈ஆகும். 

  இனி, tan cotπ
θ θ

2
−






 = = x

 
ஆகும் (1)

  ஆ்கையறால், x ∈ -்ககு tan(tan )− =1 x x  மற்றும்  (1) -லிருந்து  tan(tan ) tan− = −







1

2
x π

θ   ஆகும். 

 எனபவ,    tan(tan ) tan cot− −= −







1 1

2
x xπ

 ஆகும். ... (2)

 0 1< <−cot x π  -லிருந்து  − < − <−π π π
2 2 2

1cot x
 
என்ப்த்க கைவனி்ககை

 ஆ்கையறால், (2) லிருந்து tan cot− −= −1 1

2
x xπ

 எனப க்ப்ைறாம்.

 எனபவ,  tan cot ,− −+ = ∈1 1

2
x x xπ



 
ஆகும்.

 இபத ப்பறானறு, (iii) நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு VI
 (i) sin sin− −+1 1x y  =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x ,   இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy < 0  ஆகும்.

 (ii) sin sin- --1 1x y  =  sin− − − −( )1 2 21 1x y y x , இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy > 0  ஆகும்.

 (iii) x y+ ≥ 0 எனில், cos cos cos− − −+ = − − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y ஆகும்.

 (iv) x y£  எனில், cos cos cos ,− − −− = + − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y ஆகும்.

 (v) xy <1  எனில், tan tan tan− − −+ =
+

−










1 1 1

1
x y x y

xy
 ஆகும்.

 (vi) xy > −1  எனில், tan tan tan− − −− =
−

+










1 1 1

1
x y x y

xy
 ஆகும் . 

நிரூ்ணம்

 (i)  A x= −sin 1 . எனகை.   எனபவ,   x A= sin   ;   A∈ −





π π
2 2

, ;  x £1  மற்றும் cos A  என்பது 

மி்கைகயண் மதிப்பறாகும். B y= −sin 1 . எனகை. எனபவ,   y B= sin  ; B ∈ −





π π
2 2

, ;  y £1  மற்றும் 

cos B மி்கை எண் மதிப்பறாகும்.

இனி,  cos sinA A x= + − = −1 12 2  மற்றும்    cos sinB B y= + − = −1 12 2  ஆகும்.

 எனபவ, sin( ) sin cos cos sinA B A B A B+ = +  

                           =  x y y x1 12 2− + − ,  இஙகு x £1; y £1  எனபவ, x y2 2 1+ ≤

  ஆ்கையறால்,      A + B =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x
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  ஆ்கையறால், sin sin− −+1 1x y  =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x ,  இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது 

xy < 0 . 

  இ்தப ப்பறாைபவ ஏ்னய முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-VII
 (i) 2 2

1
11 1

2tan tan ,− −=
−







 <x x

x
x  (ii) 2 1

1
1 1

2

2tan cos− −=
−
+









x x

x
, x ≥ 0  

 (iii) 2 2
1

11 1
2tan sin ,− −=

+






 ≤x x

x
x .   

நிரூ்ணம்

 (i)   ்பண்பு-VI (v) –ல் , y x=  என எடுதது்கககைறாண்டறால், நம்ககு பத்வயறான முடிவுகை்ள 

க்ப்ைறாம், 

  2 2
1

11 1
2tan tan ,− −=

−






 <x x

x
x ஆகும்.

 (ii)   θ = −2 1tan x . எனபவ, tanθ
2

= x . 

  cos
tan

tan
θ

θ

θ
=

−

+

1
2

1
2

2

2
 = 1

1

2

2

−
+

x
x

 என்பதிலிருந்து θ =
−
+











−cos 1
2

2

1
1

x
x

. 

  எனபவ,     2 1
1

1 1
2

2tan cos− −=
−
+









x x

x
, x ≥ 0 .

  இ்தப ப்பறாைபவ ஏ்னய முடிவுகைளும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-VIII

 (i) | |x £
1
2

  அல்ைது  − ≤ ≤
1
2

1
2

x  எனில்,  sin sin− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

 (ii)   
1
2

1£ £x  எனில், sin cos− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

நிரூ்ணம்

  (i) x = sinθ . எனபவ  | |x £1

  இனி,  2 1 2 22x x− = =sin cos sinθ θ θ

  ஆ்கையறால், 2 2 11 2θ = −( )−sin x x .  எனபவ, sin sin− −−( ) =1 2 12 1 2x x x .

  (ii) x = cosθ .

  இனி, 2 1 2 22x x− = =cos sin sinθ θ θ .

  எனபவ, 2 2 11 2θ = −( )−sin x x .ஆ்கையறால், sin-1 2 1 22 1x x x−( ) = −cos .
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்ண்பு-IX

 (i) 0 1£ £x  எனில், sin cos− −= −1 1 21x x

 (ii) − ≤ <1 0x  எனில்,  sin cos− −= − −1 1 21x x .

 (iii) − < <1 1x  எனில்,  sin tan− −=
−











1 1

21
x x

x

 (iv) 0 1£ £x  எனில்,,  cos sin− −= −1 1 21x x

 (v) − ≤ <1 0x  எனில், cos sin− −= − −1 1 21x xπ   

 (vi) x > 0  எனில், tan sin cos− − −=
+









 =

+











1 1

2

1

21
1

1
x x

x x
நிரூ்ணம்

 (i) sin− =1 x θ எனகை. எனபவ, sinθ   = x .   0 1£ £x  என்பதறால் , 0
2

≤ ≤θ
π

 என கி்ட்ககி்து.

  இனி, cosθ = −1 2x அல்ைது  cos sin− −− = =1 2 11 x xθ .

  எனபவ, sin cos ,− −= − ≤ ≤1 1 21 0 1x x x

 (ii) − ≤ ≤1 0x  எனகை.  பமலும் sin− =1 x θ .  எனபவ − ≤ <
π

θ
2

0

  அதனறால், sinθ = x  மற்றும் cos ( )− = −θ 1 2x        (ஏகனனில் cosθ > 0 )

  எனபவ, cos sin− −− = − = −1 2 11 x xθ .  எனபவ, sin cos .− −= − −1 1 21x x

  இபத ப்பறானறு ஏ்னய முடிவுகை்ளயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

்ண்பு-X 

 (i) 3 3 41 1 3sin sin ( )− −= −x x x ,  x ∈ −





1
2

1
2

, .     (ii) 3 4 31 1 3cos cos ( )− −= −x x x ,  x ∈ 





1
2

1, .

நிரூ்ணம் 
 (i) x = sinθ  எனகை.  ஆ்கையறால், θ = −sin 1 x . 

  இனி, 3 4 3 4 33 3x x− = − =sin sin sinθ θ θ

  ஆ்கையறால்,  sin ( ) sin− −− = =1 3 13 4 3 3x x xθ .

  இபத ப்பறானறு அடுதததறாகை உள்ள முடி்வயும் நிரூபி்ககைைறாம்.

குறிப்புடை

 (i) sin (cos )
, [ , ]

, [ , ]

− =
− ∈

− ∉










1 2
0

2
0

x
x x

y x

π
π

π
π

  

    
 
மற்றும் cos cos , [ , ]x y y= ∈ 0 π
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 (ii) cos (sin )
, ,

, ,

− =
− ∈ −





− ∉ −







1 2 2 2

2 2 2

x
x x

y x

π π π

π π π

   

    







மற்றும் sin sin , ,x y y= ∈ −





π π
2 2

எடுத்துகககாட்டு 4.16

 
π π
2

2 3
2

1 1≤ + ≤− −sin cosx x  என நிறுவுகை. 

தீர்வு

 sin cos sin cos cos− − − − −+ = + +1 1 1 1 12x x x x x = + −π
2

1cos x

  0 1≤ ≤−cos x π  எனபவ,
π π

π
π

2
0

2 2
1+ ≤ + ≤ +−cos x . 

 எனபவ, π π
2

2 3
2

1 1≤ + ≤− −sin cosx x .

எடுத்துகககாட்டு  4.17

 சுரு்ககுகை (i) cos cos− 

















1 13
3
π  (ii) tan tan− 


















1 3
4
π

   (iii) sec sec− 

















1 5
3
π  (iv) sin sin− [ ]1 10

தீர்வு

 (i) cos cos− 

















1 13
3
π

. 

  cos-1 x -ன முதன்ம மதிபபுகைளின வீசசகைம் [ , ]0 p ஆகும்.

  
13

3
0p
p∉[ , ] என்பதறால், 13

3
p -ஐ, 13

3
4

3
p

p
p

= +  என எழுதுபவறாம். இஙகு 
p

p
3

0∈[ ], .

  இனி,   cos cos cos13
3

4
3 3

p
p

p p





 = +






 = .

  எனபவ, cos cos cos cos− −















 = 
















 =1 113

3 3 3
p p p ,  ஏகனனில் 

p
p

3
0∈[ , ] .

(ii) tan tan− 

















1 3
4
π

. 

 tan-1 x -ன முதன்ம வீசசறான −







p p
2 2

, -ல் 3
4
p  இல்்ை என்ப்த கைவணி்ககைவும்.

 எனபவ  
3
4 4
π

π
π

= −
 
என எழுதுபவறாம்.

 இனி,  tan tan tan tan3
4 4 4 4
π

π
π π π






 = −






 = − = −






  மற்றும் − ∈ −








π π π
4 2 2

, .

 ஆ்கையறால், tan tan tan tan− −















 = −
















 = −1 13

4 4 4
π π π

. 
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(iii) sec sec− 

















1 5
3
π .  

 sec-1 x -ன முதன்ம வீசசறான 0
2

, \π
π[ ] 








-ல் 5
3
p இல்்ை என்ப்த கைவணி்ககைவும்.

எனபவ 
5
3

2
3

π
π

π
= −  என எழுதுபவறாம். இனி, sec sec sec5

3
2

3 3
π

π
π π






 = −






 = 






  மற்றும் 

π
π

π
3

0
2

∈[ ] 







, \ .

  எனபவ,  sec sec sec sec− −















 = 
















 =1 15

3 3 3
π π π

.

 (iv) sin sin− [ ]1 10

  θ
π π

∈ −



2 2

,  எனில், sin sin− ( ) =1 θ θ ஆகும். 
p
2

11
7

 எனும் பதறாரறாய மதிப்்ப்க ககைறாள்கை, 

  10
2 2

∉ −





π π,
 
எனைறாம், ஆயினும் ( ) ,10 3

2 2
− ∈ −





π
π π

 
ஆகும்.

இனி , sin sin ( ) sin( ( ) sin( ) sin( )10 3 10 3 10 3 10 3 3 10= + −( ) = + − = − − = −π π π π π π ..

எனபவ, sin sin sin sin− −[ ] = −( )  = −1 110 3 10 3 10π π ,  ஏகனனில் ( ) ,3 10
2 2

π
π π

− ∈ −





.

எடுத்துகககாட்டு 4.18 

 மதிபபு கைறாண்கை  (i)  sin sinπ
3

1
2

1− −

















−   (ii)	 cos cos1
2

1
8

1− 

















                         (iii) tan sin cos1
2

2
1

1
2

1
1

1
2

1
2

2
− −

+






 +

−
+





















a
a

a
a

. 

தீர்வு  

 (i) sin sin sin sinπ π π π
3

1
2 3 6 2

1− −















 = − −
















 = 




−


 =1.

 (ii) cos cos1
2

1
8

1− 















  ல்   cos− 






 =1 1

8
θ  எனகை. எனபவ, cosθ =

1
8

 மற்றும் θ π∈[ ]0, . 

  இனி, cosθ =
1
8

-லிருந்து 2
2

1 1
8

2cos θ
− = .ஆ்கையறால்,  cos θ

2
3
4







 = . 

  எனபவ,  cos cos cos1
2

1
8 2

1− 















 = 








θ = 3
4

.

 (iii) tan sin cos1
2

2
1

1
2

1
1

1
2

1
2

2
− −

+






 +

−
+





















a
a

a
a

  a = tanθ  எனகை.
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  இனி,

   tan sin cos tan si1
2

2
1

1
2

1
1

1
2

1
2

1
2

2
− −

+






 +

−
+



















 =

a
a

a
a

nn tan
tan

cos tan
tan

− −

+






 +

−
+





















1
2

1
2

2

2
1

1
2

1
1

θ
θ

θ
θ

  = ( ) + ( )





− −tan sin sin cos cos1
2

2 1
2

21 1θ θ = [ ] =
−

=
−

tan tan
tan

2 2
1

2
12 2θ

θ
θ

a
a

.

எடுத்துகககாட்டு 4.19

 நிரூபி்ககை   tan(sin )− =
−

1

21
x x

x
 இஙகு  x <1.

தீர்வு:

 எனபவ sin− =1 x θ  ஆ்கையறால், x = sinθ  மற்றும் − ≤ ≤1 1x

  இனி,   tan(sin ) tan sin
cos

− = =1 x θ
θ
θ

=  
sin

sin
θ

θ1 2−
   =  x

x1 2-
, x <1.

எடுத்துகககாட்டு 4.20

 மதிபபிடுகை   sin sin sec− −





 + 


















1 13
5

5
4

 

தீர்வு:

 sec− =1 5
4

θ  எனகை . எனபவ,  secθ =
5
4

 .   அதனறால்,  cosθ =
4
5

. 

  பமலும்,   sin cosθ θ= −1 2  =  1 4
5

3
5

2

− 





 =  , எனப க்ப் θ = 








−sin 1 3
5 .

  ஆ்கையறால்,  sec-1 5
4







  = sin-1  3

5






  மற்றும்  sin-1 3

5
 + sec-1 5

4






  =  2 sin-1 3

5








                | |x £
1
2

 எனில், sin-1 2 1 22 1x x x−( ) = −sin  என அறிபவறாம். 

  
3
5

 < 1
2

, என்பதறால்  2 sin-1  3
5







  = sin-1 2 3

5
1 3

5

2

× − 



















 = sin-1 24
25







 . 

  எனபவ,  sin sin sec− −





 + 


















1 13
5

5
4

 =  sin sin− 

















1 24
25

 = 24
25

,   ஏகனனில் 
24
25

1 1∈ −[ ],

எடுத்துகககாட்டு 4.21

 நிரூபி்ககை  (i) tan tan− −+ =1 11
2

1
3 4

π      (ii) 2 1
2

1
7

31
17

1 1 1tan tan tan− − −+ =

தீர்வு:

 (i) tan tan tan ,− − −+ =
+

−
<1 1 1

1
1x y x y

xy
xy

 
என அறிபவறாம்.
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  ஆ்கையறால்,  tan tan tan tan− − − −+ =
+

− 














= ( ) =1 1 1 11
2

1
3

1
2

1
3

1 1
2

1
3

1
4
π

 (ii) 2 2
1

1 11 1
2tan tan ,− −=

−
− < <x x

x
x

 
என அறிபவறாம்

  எனபவ,   2 1
2

2 1
2

1 1
2

4
3

1 1
2

1tan tan tan− − −=









− 







= 







  ஆ்கையறால்,   2 1
2

1
7

4
3

1
7

1 1 1 1tan tan tan tan− − − −+ = + =
+

− 
































= 







− −tan tan1 1

4
3

1
7

1 4
3

1
7

31
17

.

எடுத்துகககாட்டு 4.22

 cos cos cos− − −+ + =1 1 1x y z π  மற்றும் 0 1< <x y z, , ,  எனில்

 x y z xyz2 2 2 2 1+ + + =  என்க கைறாண்பி.
தீர்வு: 

 cos− =1 x α  மற்றும் cos− =1 y β எனகை     எனபவ,  x = cos α  மற்றும் y = cosβ  ஆகும்.

 cos cos cos− − −+ + =1 1 1x y z π  என்பதிலிருந்து  α β π+ = − −cos .1 z             ... (1)

 இனி, cos cos cos sin sinα β α β α β+( ) = −  = − − −xy x y1 12 2 .

 (1)-லிருந்து,  cos cosπ −( ) = − − −−1 2 21 1z xy x y  எனபக்ப்ைறாம்.

 − ( ) = − − −−cos cos 1 2 21 1z xy x y .

 எனபவ,         − = − − −z xy x y1 12 2 , என்பதிலிருந்து − − = − − −xy z x y1 12 2

 இருபு்மும் வர்்ககைப்படுததி சுரு்ககை  x y z xyz2 2 2 2 1+ + + =  எனப க்ப்ைறாம்.

எடுத்துகககாட்டு 4.23
 d-ஐ க்பறாது விததியறாசமறாகை்க ககைறாண்டு  a1, a2, a3, ... an ஒரு கூட்டுத கதறாடர் எனில் ,

 tan tan tan ... tan− − −

−+








 +

+








 + +

+
1

1 2

1

2 3

1

1 1 1
d
a a

d
a a

d
a an n 11



















  =  a a

a a
n

n

−
+

1

11
 என நிறுவு. 

தீர்வு

                    tan−

+










1

1 21
d
a a

 =  tan tan tan− − −−
+









 = −1 2 1

2

1
2

1
11

a a
a a

a a
l

.

 இபத ப்பறானறு  tan−

+










1

2 31
d
a a

 =  tan tan tan− − −−
+









 = −1 3 2

2 3

1
3

1
21

a a
a a

a a .

 கதறாடர்ந்து உய்ததறிதல் மூைம்
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 tan tan tan ta−

−

− −

−

−

+








 =

−
+









 = −1

1

1 1

1

1

1 1
d
a a

a a
a a

a
n n

n n

n n
n nn−

−
1

1an  என கி்ட்ககி்து.

 கசஙகுததறாகை கூட்டும்ப்பறாது,

tan tan tan− − −

−+








 +

+








 + +

+





1

1 2

1

2 3

1

11 1 1
d
a a

d
a a

d
a an n




 = tan tan- --1 1

1a an  என  நம்ககு 

கி்ட்ககி்து.

 tan tan tan ... tan− − −

−+








 +

+








 + +

+
1

1 2

1

2 3

1

1 1 1
d
a a

d
a a

d
a an n 11

1 1
1



















 = −− −tan[tan tan ]a an

 =  tan tan− −
+





















1 1

1
a a
a a

n

l n

 = a a
a a

n

l n

−
+

1

1
.  

எடுத்துகககாட்டு 4.24 

 தீர்்ககை tan tan− −−
+







 =1 11

1
1
2

x
x

x , இஙகு x > 0.

தீர்வு:

 tan tan− −−
+







 =1 11

1
1
2

x
x

x  என்பதிலிருந்து  tan tan tan− − −− =1 1 11 1
2

x x .

 எனபவ,     π
4

3
2

1= −tan x , என்ப்தபய சுரு்ககி  tan− =1

6
x π  எனப க்பறுகிப்றாம்.

 எனபவ,             x = =tan π
6

1
3

.

எடுத்துகககாட்டு 4.25 

 தீர்்ககை sin cos− −>1 1x x

தீர்வு 
  sin cos− −>1 1x x  என்க ககைறாடு்ககைப்பட்டுள்ளது. 

  இருபு்மும்  sin ,-1 x -ஐ கூட்ட 

  sin sin cos sin− − − −+ > +1 1 1 1x x x x , என்பது சுருஙகி 2
2

1sin− >x π
.

 −





π π
2 2

, எனும் இ்டகவளியில் ்சன சறார்பு மதிபபு ஏறும் என்பதறால், x > sin π
4

 அல்ைது 

x >
1
2

 ஆகும்.

  ஆ்கையறால் தீர்வு கைணமறான இ்டகவளி 
1
2

1,






ஆகும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.26

 cot(sin ) ,− =
−

− ≤ ≤1
21 1 1x x

x
x   மற்றும்  x ¹ 0   என்க கைறாண்பி.
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தீர்வு

  sin− =1 x θ . எனகை.   எனபவ,  x = sinθ   மற்றும் x ¹ 0,  θ
π π

∈ − 

∪












2

0 0
2

, , என கி்ட்ககை 

க்பறுகி்து,

  cosθ ≥ 0  மற்றும் cos θ θ= − = −1 12 2sin x .  

 எனபவ,  cot(sin ) cot− = =
−1

21x x
x

θ , | |x £ 1  மற்றும்  x ¹ 0 .

எடுத்துகககாட்டு 4.27

 6 12x <  எனில், tan tan− −+ =1 12 3
4

x x π , ஐ தீர்்ககை,

தீர்வு   

   6 12x <  எனில் tan tan− −+1 12 3x x =  tan− +
−









1
2

2 3
1 6

x x
x

. 

       tan−

−








1
2

5
1 6

x
x

 =  p
4

, என்பதறால் 5
1 6 4

12

x
x−

= =tan π

 ஆ்கையறால்,    1 6 2- x  =  5x , என்பதிலிருந்து 6 5 1 02x x+ − =  

 ஆகைபவ, x  =  1
6

1,- .  

 x = −1  என்பது சமன்பறாட்டின இடபபு்ம் கு்்கயண் மதிப்்பயும் மற்றும் வைபபு்ம் மி்கைகயண் 

மதிப்்பயும் தருகி்து என்ப்த கைவனி்ககைவும்.  ஆ்கையறால், x = −1  என்பது தீர்வறாகைறாது.  எனபவ,  

x =
1
6

மட்டுபம சமன்பறாட்டிற்குத தீர்வறாகை அ்மயும்.

எடுத்துகககாட்டு 4.28

 தீர்்ககை tan tan− −−
−







 +

+
+







 =1 11

2
1
2 4

x
x

x
x

π  .

தீர்வு

 Now,    tan tan− −−
−







 +

+
+









1 11
2

1
2

x
x

x
x

 =  tan−

−
−

+
+
+

−
−
−

+
+



























=1

1
2

1
2

1 1
2

1
2

4

x
x

x
x

x
x

x
x

π . 

 எனபவ,    

x
x

x
x

x
x

x
x

−
−

+
+
+

−
−
−

+
+









1
2

1
2

1 1
2

1
2

 = 1, என்ப்த சுரு்ககினறால்   2 4 32x − = −   என்ககி்ட்ககி்து.

     எனபவ,   x2  =  1
2

 என்பதிலிருந்து x = ±
1
2

 எனபக்பறுகிப்றாம்.

எடுத்துகககாட்டு 4.29

 தீர்்ககை   cos sin−

+





















1

21
x

x
 = sin cot− 
















1 3
4

.
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தீர்வு

 sin-1 x
x1 2+









  = cos-1 1

1 2+











x
. என அறிபவறாம்

 எனபவ,        cos sin−

+





















1

21
x

x
 = 1

1 2+ x
.               ...(1)

 cot .− 





 =1 3

4
θ  எனகை. பினனர் cotθ  = 3

4  மற்றும் θ  குறுஙபகைறாணம்.

 ்படததிலிருந்து, நம்ககு கி்ட்ககைக்பறுவது

                    sin cot− 















1 3
4

= =sin θ
4
5

  ... (2)

  (1) மற்றும் (2)–ஐ ககைறாடு்ககைப்பட்ட சமன்பறாட்டில் ்பயன்படுததும்ப்பறாது

  
1

1 2+ x
 =  4

5
, என்பதிலிருந்து  1 2+ x = 5

4
   எனபவ,  x = ±

3
4

.

்யிறசி 4.5

 1.  மதிபபு உள்ளது எனில் பினவருவனவற்றி்ககு மதிபபு கைறாண்கை. மதிபபு இல்்ைகயனில் 
அதற்கைறான கைறாரணம் தருகை.

   (i)  sin cos− ( )1 π  (ii) tan sin− −

















1 5
2
π  (iii) sin sin− [ ]1 5 . 

 2. மு்கபகைறாணததி்ன பமற்பகைறாளறாகை்க ககைறாண்டு x -ன மதிபபு கைறாண்கை.

   (i) sin cos− −( )( )1 1 x  (ii) cos tan− −( )( )1 3 1x  (iii) tan sin− +

















1 1
2

x .

 3.  மதிபபு கைறாண்கை 

   (i) sin cos sin− − 































1 1 3
2

 (ii) cot sin sin− −+







1 13
5

4
5

 (iii) tan sin cot− −+







1 13
5

3
2

.

 4. நிரூபி்ககை

   (i) tan tan tan− − −+ =1 1 12
11

7
24

1
2

  (ii) sin cos sin− − −− =1 1 13
5

12
13

16
65

.

 5. நிரூபி்ககை tan tan tan tan− − − −+ + =
+ + −

− − −










1 1 1 1

1
x y z x y z xyz

xy yz zx
.

 6.  tan tan tan− − −+ + =1 1 1x y z π எனில்,  x y z xyz+ + =  என்க கைறாட்டுகை.

 7. | |x <
1
3

  எனில்,  tan tan tan− − −+
−

=
−

−
1 1

2
1

3

2

2
1

3
1 3

x x
x

x x
x

  என நிறுவுகை.

 8. சுரு்ககுகை:  tan tan− −−
−
+

1 1x
y

x y
x y

.
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 9. தீர்்ககை:
   (i) sin sin− −+ =1 15 12

2x x
π   (ii) 2 1

1
1
1

1 1
2

2
1

2

2tan cos cos− − −=
−
+

−
−
+

x a
a

b
b

, a b> >0 0, .

    (iii) 2 21 1tan cos tan− −( ) = ( )x xcosec   (iv) cot cot ,− −− +( ) = >1 1 2
12

0x x xπ  .

 10.  சமன்பறாட்டின தீர்வுகைளின எண்னி்க்கை்ய்க கைறாண்கை 
tan tan tan tan− − − −−( ) + + +( ) = ( )1 1 1 11 1 3x x x x .

்யிறசி 4.6

ககைறாடு்ககைப்பட்ட நறானகு மறாற்று வி்டகைளிலிருந்து சரியறான அல்ைது மிகைவும் ஏற்பு்டய வி்டயி்னத
பதர்ந்கதடு்ககைவும். 

 1. sin cos ,− ( ) ≤ ≤1 0x x π  -ன மதிபபு 

  (1) π − x  (2) x −
π
2

 (3) π
2

− x  (4) x −π

 2. sin sin ;− −+ =1 1 2
3

x y π
 எனில் cos cos− −+1 1x y   என்பதன மதிபபு

     (1) 2
3
p       (2) p

3
      (3) p

6
     (4) p

 3. sin cos sec− − − −− + −1 1 1 13
5

12
13

5
3

13
12

cosec  என்பதன மதிபபு

     (1) 2p       (2) p     (3) 0           (4) tan-1 12
65

 4. If sin sin− −=1 12x α   -்ககு ஒரு தீர்வு இருந்தறால், பினனர்

       (1) α ≤
1
2

     (2) α ≥
1
2

     (3) α <
1
2

   (4) α >
1
2

 5. பினவருவனவற்றில் எம்மதிபபுகைளு்ககு sin (cos )− = −1

2
x xp  ்ககு கமய்யறாகும்

       (1) − ≤ ≤p x 0   (2) 0£ £x p   (3) − ≤ ≤
p p
2 2

x   (4)  − ≤ ≤
p p
4

3
4

x  

 6. sin sin sin− − −+ + =1 1 1 3
2

x y z π
 எனில், x y z

x y z
2017 2018 2019

101 101 101

9
+ + −

+ +
 -ன மதிபபு

  (1) 0          (2) 1 (3) 2  (4)  3

 7. சிை x R∈  –்ககு cot− =1 2
5

x π
 எனில், tan-1 x   -ன மதிபபு

         (1) -
p
10

 (2) p
5

 (3) p
10

 (4)  -
p
5

 8. f x x( ) sin= −−1 1  என வ்ரயறு்ககைப்படும் சறார்பின சறார்்பகைம்

  (1) 1 2,[ ]  (2) −[ ]1 1,  (3) 0 1,[ ]  (4) −[ ]1 0,
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 9 x =
1
5

 எனில்,  cos cos sin− −+( )1 12x x  -ன  மதிபபு

  (1) -
24
25

 (2) 24
25

 (3) 1
5

    (4) -
1
5

 

 10. tan tan− −





 + 








1 11
4

2
9

 என்பதின சமம்

  (1) 1
2

3
5

1cos− 





  (2) 1

2
3
5

1sin− 





  (3) 1

2
3
5

1tan− 





  (4) tan− 








1 1
2

 11. சறார்பு f x x( ) sin= −( )−1 2 3   எனில், x  இரு்ககும் இ்டகவளி 

  (1) −[ ]1 1,    (2) 2 2,



  

  (3) − −



 ∪ 



2 2 2 2, ,    (4) − −



2 2,

 12.  cot-1 2  மற்றும் cot-1 3  ஆகியன ஒரு மு்கபகைறாணததின இரு பகைறாணஙகைள் எனில், மூன்றாவது 
பகைறாணமறானது

  (1) 
p
4  (2) 

3
4
p

 (3) 
p
6   (4) 

p
3

 13. sin tan sin− −





−










=1 1

4
3

6
p p

x
 -ல் x  என்ப்த  மூைமறாகை ககைறாண்ட சமன்பறாடு

  (1) x x2 6 0− − =  (2) x x2 12 0− − =   (3) x x2 12 0+ − =   (4) x x2 6 0+ − =  

 14. sin cos cos sin− −−( ) + −( ) =1 2 1 22 1 1 2x x

  (1) p
2

       (2) p
3

     (3) p
4

    (4) p
6

 15. cot sin tan sin− −( )+ ( )=1 1α α u  எனில்,  cos 2u  ன மதிபபு

  (1) tan2 α   (2) 0   (3) -1  (4) tan 2α  

 16. x £1, எனில், 2 2
1

1 1
2tan sin− −−

+
x x

x
 என்பதற்கு சமம்

  (1) tan-1 x  (2) sin-1 x  (3) 0 (4) p

 17.  tan cot tan− − −− = 









1 1 1 1
3

x x  என் சமன்பறாட்டிற்கு

  (1) தீர்வு இல்்ை   (2) ஒபரகயறாரு தீர்வு 

  (3) இரு தீர்வுகைள்   (4) எண்ணற்்த தீர்வுகைள்

 18. sin cot− −+ 





 =1 1 1

2 2
x π

 எனில்,  x -ன  மதிபபு 

  (1) 1
2

 (2) 1
5

 (3) 2
5

 (4) 3
2
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 19. sin− −+ =1 1

5
5
4 2

x cosec π
 எனில்,  x -ன மதிபபு

  (1) 4 (2) 5 (3) 2 (4)  3

 20. | |x <1  எனில்,  sin(tan )-1 x  -ன மதிபபு

  (1)  
x

x1 2-
 (2) 

1
1 2- x

 (3) 
1

1 2+ x
 (4) 

x
x1 2+

 

்காைச்சுருககம்

ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகள் (Inverse Trigonometric Functions)

டேரமாறு 
்சன சாரபு

டேரமாறு 
க்கா்சன 

சாரபு

டேரமாறு 
கதாடு 

ட்காட்டுச 
சாரபு

டேரமாறு 
க்காசீ்கண்ட் 

சாரபு

டேரமாறு 
சீ்கண்ட் சாரபு

டேரமாறு 
ட்கா�ான-

கெண்ட் சாரபு

சார்ப்கம்
[ , ]-1 1

சார்ப்கம்  
[ , ]-1 1

சார்ப்கம்   


சார்ப்கம்   
−∞ −( ]∪ ∞[ ), ,1 1

சார்ப்கம்   
−∞ −( ]∪ ∞[ ), ,1 1

சார்ப்கம்   


வீசச்கம்
−





π π
2 2

,

வீசச்கம்
0, π[ ]

வீசச்கம்
−








π π
2 2

,

வீசச்கம் 
−





−{ }π π
2 2

0,

வீசச்கம் 
0

2
, π

π[ ]− 







வீசச்கம் 
0, π( )

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

்காலச சாரபு 
அலல

ஒற்்றைச 
சாரபு

ஒற்்றைச 
சாரபும் அலல
இரட்்�ச 
சாரபும் அலல

ஒற்்றைச 
சாரபு

ஒற்்றைச 
சாரபு

ஒற்்றைச 
சாரபும் அலல
இரட்்�ச 
சாரபும் அலல

ஒற்்றைச 
சாரபும் அலல
இரட்்�ச 
சாரபும் அலல

தி�மா்க 
ஏறும் சாரபு

தி�மா்க 
இறைங்கும் 
சாரபு

தி�மா்க 
ஏறும் சாரபு

அதன 
சார்ப்கத்தப் 
க்பாறுதது 
தி�மா்க 
கு்றையும் 
சாரபு.

அதன 
சார்ப்கத்தப் 
க்பாறுதது 
தி�மா்க 
கு்றையும் 
சாரபு

தி�மா்க 
இறைங்கும் 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ஒனறுக்கு 
ஒனறைான 
சாரபு

ந�ர்ைகாறு முகநககாணவியல் சகார்புகளின் ்ண்புகள்

(Properties of Inverse Trigonometric Functions)
்ண்பு-I 

 (i) θ π π
∈ −



2 2

,  எனில், sin-1(sin θ ) = θ    (ii) θ π∈[ , ]0   எனில், cos-1 (cos θ ) = θ

 (iii) θ π π
∈ −






2 2

, எனில், tan-1 (tanθ ) = θ   (iv) θ π π
∈ −





{ }
2 2

0, \  எனில், cosec-1 (cosec θ ) = θ
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 (v) θ π
π

∈ 







[ , ] \0
2

  எனில், sec-1 (sec θ ) = θ  (vi) θ π∈ ( , )0   எனில், cot-1 (cot θ ) = θ

்ண்பு-II 

 (i) x∈ −[ , ]1 1  எனில், sin sin−( ) =1 x x  (ii) x∈ −[ , ]1 1  எனில்,  cos cos−( ) =1 x x

 (iii) x∈  எனில்,  tan tan−( ) =1 x x  (iv) x∈ − \ ( , )1 1  எனில், cosec cosec−( ) =1 x x

 (v) x∈ − \ ( , )1 1  எனில், sec sec−( ) =1 x x  (vi) x∈  எனில், cot cot−( ) =1 x x

்ண்பு-III  த்லகீழ் டேரமாறு முற்கறைாரு்ம (Reciprocal inverse identities)

 (i) x∈ −( ) \ ,1 1  எனில், sin .− 







1 1
x

= cosec x  (ii) x∈ −( ) \ ,1 1 எனில், cos .− 







1 1
x

= sec -1x

 (iii) tan
cot

cot .
−

−

−







 =

>

− + <






1

1

1

1 0
0x

x x
x xπ

்ண்பு-IV பிரதி்பலிப்பு முற்கறைாரு்ம்கள் (Reflection identities)

 (i) x∈ −[ , ]1 1  எனில், sin ( ) sin− −− = −1 1x x

 (ii) x∈  எனில், tan ( ) tan− −− = −1 1x x

 (iii) x ≥1 அல்ைது x∈ −( ) \ ,1 1  எனில், cosec cosec− −− = −1 1( )x x

 (iv) x∈ −[ , ]1 1  எனில், cos ( ) cos− −− = −1 1x xp

 (v) x ≥1 அல்ைது x∈ −( ) \ ,1 1  எனில், sec ( ) sec− −− = −1 1x xp

 (vi) x∈  எனில்,  cot ( ) cot− −− = −1 1x xp

்ண்பு-V  து்ை டேரமாறு சாரபு முற்கறைாரு்ம்கள் ( Cofunction inverse identities )

 (i) sin cos , [ , ].− −+ = ∈ −1 1

2
1 1x x xp  (ii) tan cot , .− −+ = ∈1 1

2
x x xp



 (iii) cos sec ,ec x x− −+ =1 1

2
p x∈ −( ) \ ,1 1  அல்ைது x ≥1. 

்ண்பு-VI

 (i) sin sin− −+1 1x y  =  sin− − + −( )1 2 21 1x y y x ,   இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy < 0 .

 (ii) sin sin- --1 1x y  =  sin− − − −( )1 2 21 1x y y x ,  இஙகு x y2 2 1+ ≤  அல்ைது xy > 0 .

 (iii) cos cos cos ,− − −+ = − − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y இஙகு  x y+ ≥ 0 .

 (iv)  x y£  எனில்,  cos cos cos− − −− = + − −





1 1 1 2 21 1x y xy x y
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 (v) xy <1  எனில், tan tan tan− − −+ =
+

−










1 1 1

1
x y x y

xy

 (vi) xy > −1எனில், tan tan tan− − −− =
−

+










1 1 1

1
x y x y

xy
்ண்பு-VII

 (i) 2 2
1

11 1
2tan tan ,− −=

−






 <x x

x
x     (ii) 2 1

1
1 1

2

2tan cos− −=
−
+









x x

x
,  x ≥ 0

 (iii) 2 2
1

11 1
2tan sin ,− −=

+






 ≤x x

x
x

்ண்பு-VIII

 (i)  |x| ≤ 1
2

  அல்ைது  - 1
2

≤ x ≤ 1
2

 எனில், sin sin− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

 (ii) 1
2

 ≤ x ≤ 1 எனில்,  sin cos− −−( ) =1 2 12 1 2x x x

்ண்பு-IX
 (i) 0 1£ £x  எனில், sin cos− −= −1 1 21x x    (ii) − ≤ <1 0x  எனில், sin cos− −= − −1 1 21x x

 (ii) − < <1 1x  எனில், sin tan− −=
−











1 1

21
x x

x
 (iv)  0 1£ £x  எனில், cos sin− −= −1 1 21x x

 (v) − ≤ <1 0x  எனில்,  cos sin− −= − −1 1 21x xπ  

 (vi)  x > 0  எனில்,  tan sin cos− − −=
+









 =

+









1 1

2

1

21
1

1
x x

x x

்ண்பு-X 

(i) 3 3 41 1 3sin sin ( )− −= −x x x ,  x∈ −





1
2

1
2

, .   (ii) 3 4 31 1 3cos cos ( )− −= −x x x ,  x∈ 





1
2

1, .
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்ப்ககைம் பதறானறும். இப்பணிததறாள் புததகைததின இடது ்ப்ககைம் உஙகைள் ்பறாடநூலுடன 
கதறாடர்பு்டய ்பை அததியறாயஙகைள் கைறாணப்படும். அவற்றில் "Inverse Trigonometric 
Functions" எனும் அததியறாயத்தத பதர்வு கசய்கை. இபக்பறாழுது இப்பறாடம் கதறாடர்்பறான 
்பை ்பணிததறாள்கை்ள இப்ப்ககைததில் கைறாண்பீர்கைள். "Graph of Inverse Trigonometric 
Functions" ்பயிற்சிததறா்ள பதர்வு கசய்கை.
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"ஒவ்வொரு பிரச்சனைனையும், தேனவைொை அளவுக்கு மற்றும் எநே 
அளவிற்கு முடியுதமொ அநே அளவிற்கு சிறு பகுதிகளொகப் பிரித்து தீர்வு 

கொணதவண்டும்."
- ரொதை டி-கொர்தடே

5.1 அறிமுகம் (Introduction)
      வடிவியல் வடிவங்களான புள்ளி, நேரந்காடு, வட்டம், பரவளளயம், நீள்வட்டம் 
மற்றும் அதிபரவளளயம் நபான்றவற்ள்ற ்காரடடீசியன முள்றயில் வளரயறுக்க இரு 
பரிமாண பகுமுள்ற வடிவியல் பயனபடுகின்றது. கூம்பின வளளவளர்களளப் பற்றி 
படிப்பது ஆச்சரியமூடடும் ்கருத்துக்கள் பப்றத் தூண்டுவதா்கவும். ்சவாலா்கவும் 
உற்்சா்கமூடடுவதா்கவும் இருநததால், இரண்்டாயிரம் ஆண்டு்களுககு முனனநர  
(≈ 2- 1 கி.மு(பபாஆ.மு)), பண்ள்டய கிநரக்கர்கள் கூம்பு வளளவளர பற்றி படித்தனர. 
 பகுமுள்ற வடிவ ்கணிதம், முதனளமயா்க டி-்காரந்ட(Descartes) மற்றும் பபரபமட 

(Fermat), ப்கப்ளர (Kepler), நியூட்டன (Newton), ஆயலர (Euler), லீப்னிடஸ் (Leibniz), நலா பிதால் 
(l’Hôpital), கிளாரட (Clairaut), கிராமர (Cramer), ஜாந்காபிஸ் (Jacobis). நபான்ற மாபபரும் ்கணித 
நமளத்களால் 17-ஆம் நூற்்றாண்டின முற்பகுதியில் முள்றயா்க நமம்படுத்தப்பட்டது.
 வடிவ ்கணித பிரசசிளன்களளத் தீரப்பதற்குரிய சீரான வழிமுள்ற்களள நிறுவுவதற்்கான 
நதளவயின அடிப்பள்டயில் பகுமுள்ற வடிவியல் வளரநதது.  பகுமுள்ற வடிவியலின வளரசசி 
இனள்றய பதாழில், மருத்துவம் மற்றும் அறிவியல் ஆயவு ஆகியவற்ள்ற பவனறுவிட்டது எனில் அது 
மிள்கயா்காது.  அவர்கள் ்கற்பளனயிலும் ்காணாத அளவிற்கு பினவரும் நூற்்றாண்டு்களில் இநத 
வளளவளர்களின பயனபாடு உள்ளது.
 பஜரபமன ்கணிதநமளதயும் இயற்பியல் அறிஞருமான பஜா்கனஸ் ப்கப்ளர  
(Johanes Kepler)-ன தளலகீழ் வரக்க விதிககுக ்கடடுப்படடு பூமி சூரியளன ஒரு குவியமா்கக 
ப்காண்டு நீள்வட்டப் பாளதயில் சுற்றுகின்றது எனபது உடப்ட ந்காள்்கள் இயக்கம் பற்றிய 
எடுந்காள்்களின நதற்்றத்தின  ஊ்டா்க  பகுமுள்ற வடிவியல் பற்றிய ஆயவு யூகிளீடின (Euclidean 
Geometry)  வடிவ்கணிதத்ளத ஆயத் பதாளல்கள் மூலம் நிறுவ வழிவகுத்தது.  ஆயலர (Euler), 
பவளி வளளவளர்கள் மற்றும் வளளதளப் பரப்பு்கள் பற்றிய தனது ஆயவில் பகுமுள்ற வடிவியளலப் 
பயனபடுத்தினார.  ஆல்பரட ஐனஸ்டடீன (Albert Einstein) தனது ்சாரபுக ப்காள்ள்கயில் நமலும் 
இதளன நமம்படுத்தினார.
 ்சக்கரஙகள், பற்்சக்கரஙகள், அளணக்கடடு்களின மேகுகள், வட்டவடிவியலின மூலம் 
முகந்காணவியல் எனறு பல இ்டங்களில் வட்டத்தின பண்பு்களும்; வளளவு்கள், பதாளலக்காடசி 
துளணகந்காள்  கிண்ண ஏற்பி, சூரிய அடுப்பு்கள், மு்கப்பு விளககு்கள், பதாஙகு பாலங்கள், நதடும் 
விளககு்கள் நபான்றளவ்களில் பரவளளயத்தின பண்பு்களும்; வளளவு்கள், மருத்தவத்துள்றயில் 
லித்நதா டிரப்்டர, நீள்வட்ட எதிபராளிப்பான நபானறு வடிவளமக்கப்படடிருககும் (Wispering Gallery) 
கூளர,  அறிவியல் ஆயவு்களில் மி்கப் பரவலா்கப் பயனபடுத்தப்படும் Nd: yag நல்சர மற்றும் நீள்வட்ட 
பற்்சக்கரங்கள் நபான்றவற்றில் நீள்வட்டத்தின பண்பு்களும்; பதாளலநோககி்கள், அனல்மின நிளலய 
குளிரளவககும்  ந்காபுரங்கள்,   ்கப்பல்்கள்   அல்லது   விமானங்கள்  ே்கரும்  இ்டங்களளக  ்காணல்  
நபான்ற இ்டங்களில் அதிபரவளளயப் பண்பு்களுமா்க பல துள்ற்களில் கூம்பு வளளவளர்கள் 
பயனபடுகின்றது.  

ரொதை டி-கொர்தடே
1596 – 1650
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190XII - கணிதவியல்

 
 ப்டம் 5.1 ப்டம் 5.2 ப்டம் 5.3

 ப்டம் 5.4 ப்டம் 5.5

 ஓர ஓடடுேர வளளதளத்தில் பப்றப்பட்ட ஆளண்களுக்கான 
புத்த்கங்களளக ப்காண்டு ந்சரககும்  பணியில் இருநதார.  டிரககின 
அ்கலம் 3 மீ, உயரம் 2.7 மீ, டிரகள்க ஓடடும்நபாது ஒரு நீள்வட்ட நுளைவு 
ப்காண்்ட சுரங்கப் பாளதயின முன இருநத எச்சரிகள்களயக ்கண்்டார.  
எச்சரிகள்க!  சுரங்கப்பாளதயின ளமய உயரம் 3 மீ எனவும் மற்றுபமாரு 
எச்சரிகள்கயில் எச்சரிகள்க! சுரங்கப்பாளதயின அ்கலம் 12மீ எனவும் 
இருநதது.  சுரங்கப்பாளதயின அநத வளளவு வழிநய அநத டிரக ப்சல்ல 
முடியுமா?  இதுநபான்ற வினாக்களுககு இநதப் பா்டப் பகுதியின முடிவில் விள்டயளிக்க இயலும்

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்பா்டப்பகுதி நிள்றவுறும்நபாது பினவருவனவற்ள்ற மாணவர்கள் அறிநதிருப்பர 
 ● வட்டம், பரவளளயம், நீள்வட்டம் மற்றும் அதிபரவளளயம் ஆகியவற்றின திட்ட 

்சமனபாடு்களளக ்காணல்
 ● கூம்பு வளளவளர்களின ்சமனபாடு்களிலிருநது ளமயம், முளன்கள், குவியங்கள் 

நபான்றவற்ள்ற ்காணல்
 ● கூம்பு வளளவளர்களின பதாடுந்காடு மற்றும் ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு்களள வருவித்தல்
 ● கூம்பு வளளவளர்கள் மற்றும் அவற்றின சிளதநத வடிவங்களள வள்கப்படுத்துதல்
 ● கூம்பு வளளவளர்களின துளணயலகுச ்சமனபாடு்கள் மற்றும் அவற்றின பயனபாடு்கள்
 ● அன்றா்ட வாழ்கள்கயில் கூம்பு வளளவளர்களின பயனபாடு்கள்.

5.2 வட்டம் (Circle)
 வட்டம் என்ற வாரத்ளத கிநரக்கத்தில் இருநது நதானறியது. நமலும் கி.மு. 17ஆம் 
நூற்்றாண்டு்களில் வட்டங்கள் பற்றிய குறிப்பு்கள் உள்ளது.  நிலவு, சூரியன, நீரில் ஏற்படும் 
சுைல்்கள் என இயற்ள்கயில் பல இ்டங்களில் ோம் வட்டத்ளதக ்காணலாம்.  ்சக்கரத்தின அடிப்பள்ட 
வட்டம் நமலும் ேவீன இயநதிரங்கள் பலவற்றில் பயனபடும் பற்்சக்கரம் நபான்றளவ்கள் உருவா்க 
்காரணமானது வட்டம்.  ்கணிதத்தில் வட்டங்களளப் பற்றி படிப்பது, வடிவியல், வானஇயல் மற்றும் 
நுண்்கணிதம் நபான்றவற்றின வளரசசிககு ஊக்கமளிப்பதா்க இருககின்றது.  ஃநபார-ந்சாமரபீல்ட-
டின அணுகந்காடபாடடின எலகடரான சுற்றுப்பாளத வட்டவடிவமா்கவும் இருககும்.

ப்டம் 5.8
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இரு பரிமாண பகுமுறைவடிவியல் - II191

வரையர்ற 5.1
 ஒரு தளத்தில் உள்ள நிளலப்புள்ளியிலிருநது மா்றாத தூரத்தில் அநத தளத்தில் உள்ள ஒரு 
ே்கரும் புள்ளியின நியமப் பாளத வட்டம் ஆகும். அநத நிளலப்புள்ளி வட்டத்தின னமைம் எனறும் 
மா்றாத தூரம் அநத வட்டத்தின ஆரம் எனறும் அளைக்கப்படும்.

5.2.1 வட்டச் சமன்்ோடடின் திட்டவடிவம் 

      (Equation of a circle in standard form)

(i) னமைம் (0, 0) மற்றும் ஆரம் r உனடேை வடடேத்தின் ்சமன்பொடு
  ளமயம் C( , )0 0 , ஆரம் r  மற்றும் P x y( , )  ஒரு ே்கரும் புள்ளி என்க.
 P  என்ற புள்ளியின ஆயத்பதாளல்கள்  ( , )x y  எனபது P x y( , )  என 
குறிக்கப்படுவளதக ்கவனிக்க.
   CP  =  r    மற்றும் CP r2 2=

      ( ) ( )x y− + −0 02 2  =  r 2

   x y2 2+  =  r 2  
  இது ளமயம் ( , )0 0 , ஆரம்  r  உள்டய வட்டத்தின ்சமனபா்டாகும்.

(ii) னமைம் (h, k) மற்றும் ஆரம் r  உனடேை வடடேத்தின் ்சமன்பொடு
 ளமயம் C h k( , ) , ஆரம் r  மற்றும் ே்கரும் புள்ளி P x y( , )  என்க.
 தற்நபாது CP r=  எனநவ CP r2 2= , அதாவது ( ) ( )x h y k r− + − =2 2 2 . 
இது வட்டத்தின திட்டவடிவச ்சமனபாடு ஆகும். இது ளமய-ஆர வடிவம் எனவும் 
அளைக்கப்படும்.
 நமற்்கண்்ட ்சமனபாடள்ட விரிவுபடுத்த

 x y hx ky h k r2 2 2 2 22 2 0+ − − + + − =  எனககிள்டககின்றது.

 இஙகு 2 2 2 2 2 2 2g h f k c h k r= − = − = + −, ,  எனகப்காண்்டால் ்சமனபாடு

 x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற வடிவத்ளதப் பபறும். இது வட்டத்தின பபாது வடிவம் 
எனப்படும்.

 ்சமனபாடு x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  எனபது பினவரும் பண்பு்களளக ப்காண்்ட x , y   என்ற 
மாறி்களில் அளமநத இருபடிச ்சமனபாடு ஆகும்.
 (i) இது x , y இல் அளமநத இருபடிச ்சமனபாடு

 (ii) x2 -ன ப்கழு =  y2 -ன ப்கழு ¹ 0 ,
 (iii) xy  -ன ப்கழு = 0 .
 மறுதளலயா்க நமற்்கண்்ட பண்பு்கள் உள்டய ஒரு ்சமனபாடு வட்டத்ளதக குறிககும் என நிறுவலாம். 
       ax ay g x f y c2 2 2 2 0+ + ′ + ′ + =  எனில், … (1) 

 இது x , y -ல் அளமநத, பண்பு்கள்  (i), (ii) மற்றும் (iii) உள்டய இருபடிச்சமனபாடு, நமலும்  
a ¹ 0 .  a -ஆல் (1)ஐ வகுக்க  

 x y g
a
x f

a
y c
a

2 2 2 2 0+ +
′

+
′

+
′

=  என கிள்டககும். … (2)

 
′

=
′

=
g
a

g f
a

f, , 
′

=
c
a

c  என எடுத்துகப்காண்்டால் ்சமனபாடு (2) x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என 

மாறும்.
 g 2 மற்றும் f 2 -ஐ கூடடி, ்கழிக்க பினவரும் ்சமனபாடு கிள்டககும்.  

  x gx g y fy f g f c2 2 2 2 2 22 2 0+ + + + + − − + =

x

y

P(x, y)

C(h, k)
r

ப்டம் 5.8

ப்டம் 5.7

P(x, y)

x

y

C(0, 0)
r
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 ( ) ( )x g y f g f c+ + + = + −2 2 2 2

 ( ( )) ( ( ))x g y f g f c− − + − − = + −( )2 2 2 2
2
 

 இது திட்ட வடிவில் உள்ளதால் வட்டத்தின ளமயம் ( , )- -g f  மற்றும் ஆரம் r = g f c2 2+ −  

ஆகும்.  எனநவ ்சமனபாடு  (1), ( , ) ,− − =
− ′ − ′






g f g

a
f
a

-ஐ ளமயமா்கவும் 

 ஆரம் = + − = ′ + ′ − ′g f c
a
g f c a2 2 2 21

 உள்ள ஒரு வட்டத்ளதக குறிககும்.

குறிப்புரை

 ளமயம் ( , )- -g f  மற்றும் ஆரம் g f c2 2+ −  உள்டய x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற 
்சமனபாடு
 (i) g f c2 2 0+ − >  எனில் பமயவட்டத்ளதக குறிககும்;

 (ii) g f c2 2 0+ − =  எனில் ஒரு புள்ளி வட்டத்ளதக குறிககும் ;

 (iii) மற்றும் g f c2 2 0+ − <  எனில் நியமப்பாளதயற்்ற ஒரு ்கற்பளன வட்டத்ளதக குறிககும்.

எடுத்துககோடடு  5.1
 ளமயம் ( , )- -3 4 மற்றும் ஆரம் 3அலகு்கள் ப்காண்்ட வட்டத்தின பபாதுவடிவச ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 வட்டத்தின திட்ட வடிவச ்சமனபாடு x h y k r−( ) + −( ) =2 2 2

  ⇒ x y− −( )( ) + − −( )( )3 4
2 2  =  32

  ⇒ x y+( ) + +( )3 42 2  =  32

  ⇒ x y x y2 2 6 8 16+ + + +  =  0  இது பபாது வடிவம் ஆகும்.

நேற்றம்  5.1
 lx my n+ + = 0  என்ற நேரந்காடும் x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற வட்டமும் 
பவடடிகப்காள்ளும் புள்ளி்கள் வழிநய ப்சல்லும் வட்டத்தின ்சமனபாடு
 x y gx fy c lx my n2 2 2 2 0+ + + + + + +( ) =λ , λ ∈1  என்ற வடிவில் இருககும்.

நிரூ்ணம்
  வட்டம் S : x y gx fy c2 2 2 2+ + + +  =  0 ,  … (1)

  மற்றும் நேரந்காடு L : lx my n+ +  =  0  என்க.                     … (2)
 S L+ =l 0  -ஐ ்கருத்தில் ப்காள்்க.

 அதாவது x y gx fy c lx my n2 2 2 2 0+ + + + + + +( )=l -ன  x y,  உறுப்பு்கள் 

 மற்றும் மாறிலி்களள ஒனறு ந்சரக்கக கிள்டப்பது ... (3)
 x y x g l y f m c n2 2 2 2 0+ + +( )+ +( )+ + =l l l  இது x , y -இல் அளமநத இருபடிச ்சமனபாடு 

நமலும் இஙகு  xy  உறுப்பு இல்ளல, மற்றும் x2 , y2  ப்கழுக்கள் ்சமமா்க உள்ளதால் S L+ =l 0  எனபது 
ஒரு வட்டத்ளதக குறிககும்.  ( , )α β  என்ற புள்ளி S மற்றும் L-இன பவடடும் புள்ளியானால் 
்சமனபாடு்கள் (1) மற்றும் (2)-ஐ நிள்றவு ப்சயகின்றன. எனநவ இது ்சமனபாடு (3)-ஐயும் நிள்றவு 
ப்சயகி்றது. எனநவ S L+ =l 0  எனபது நதளவயான வட்டத்தின ்சமனபாடு ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 5.2
    x y2 2 16+ =  என்ற வட்டத்தின ோண்  3 5 0x y+ + = -ஐ விட்டமா்கக ப்காண்்ட வட்டத்தின ்சமனபாடு 
்காண்்க. 
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தீர்வு

 நதற்்றம் 5.1-ன படி x y2 2 16+ =  என்ற வட்டமும் 3 5 0x y+ + =  என்ற நேரந்காடும்  பவடடும் 

புள்ளிவழிச ப்சல்லும் வட்டத்தின ்சமனபாடு  x y x y2 2 16 3 5 0+ − + + +( ) =λ . இநத வட்டத்தின 

ளமயம் 
− −








3
2 2
λ λ, .  இது 3 5 0x y+ + =  என்ற ந்காடடின மீதுள்ளதால்

   3 3
2 2

5−





 − +

λ λ  =  0 ,

  ⇒ −
− +

9
2 2

5λ λ  =  0 ,

  ⇒ − +5 5λ  =  0 ,

  ⇒ λ  =  1.
 எனநவ, நதளவயான வட்டத்தின ்சமனபாடு x y x y2 2 3 11 0+ + + − = .

எடுத்துககோடடு 5.3
 x y x y c2 2 6 4 0+ − + + =  என்ற வட்டத்திற்கு c -ன எல்லா மதிப்பு்களுககும் x y+ − =1 0  என்ற 
நேரகந்காடு விட்டமா்க அளமயுமா எனத் தீரமானிக்க.
தீர்வு

 ப்காடுக்கப்பட்ட வட்டத்தின ளமயம் ( , )3 2- . இது x y+ − =1 0 -ல் உள்ளது. எனநவ  x y+ − =1 0  

என்ற ந்காடு c -இன எல்லா மதிப்பிற்கும் வட்டத்தின ளமயம் வழிசப்சல்லும் ஆதலால் x y+ − =1 0  

என்ற ந்காடு c-இன எல்லா மதிப்பிற்கும் வட்டத்தின விட்டமா்க அளமயும்.

நேற்றம் 5.2 
 ஒரு வட்டத்தின விட்டத்தின முளனப்புள்ளி்கள் ( , )x y1 1  மற்றும் ( , )x y2 2 எனில் அநத வட்டத்தின 

்சமனபாடு ( )( ) ( )( )x x x x y y y y− − + − − =1 2 1 2 0  ஆகும்.

நிரூ்ணம்

 AB  என்ற விட்டத்தின முளனப்புள்ளி்கள்  A x y( , )1 1 , B x y( , )2 2  என்க. 

நமலும் P x y( , )  வட்டத்தின மீதுள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளி என்க. 

அப்பபாழுது ∠ =APB π
2

 (அளரவட்டத்தில் தாஙகும் ந்காணம்) எனநவ 

AP , PB  எனபவற்றின ்சாயவு்களின பபருக்கல் -1.

 
y y
x x

y y
x x

−( )
−( )











−( )
−( )











1

1

2

2

=−1இதிலிருநது வட்டத்தின ்சமனபாடு 

 ( )( ) ( )( )x x x x y y y y− − + − − =1 2 1 2 0  எனககிள்டககின்றது.

எடுத்துககோடடு 5.4
 − −( )4 2,  மற்றும் 1 1,( ) என்ற புள்ளி்களள விட்டத்தின முளன்களா்கக ப்காண்்ட வட்டத்தின 
பபாதுச ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 நதற்்றம் 5.2 -ன படி x y1 1,( )  மற்றும் x y2 2,( )  என்ற புள்ளி்களள விட்டத்தின முளன்களா்கக 

ப்காண்்ட வட்டத்தின ்சமனபாடு x x x x y y y y−( ) −( ) + −( ) −( )1 2 1 2  =  0

  ⇒ x x y y+( ) −( ) + +( ) −( )4 1 2 1  =  0  
 எனநவ நதளவயான வட்டத்தின ்சமனபாடு x y x y2 2 3 6 0+ + + − = .

ப்டம் 5.9

P x y( , )

A B
( , )x y2 2( , )x y1 1
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 நேற்றம் 5.3
 x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற வட்டத்ளதப் பபாறுத்து  P x y( , )1 1  என்ற புள்ளியின நிளல, 

x y gx fy c1
2

1
2

1 12 2
0
0
0

+ + + +
>
=
<










d; kjpg;g[ 

my;yJ

my;yJ

. -ககு தகுநதாற்நபால் முள்றநய வட்டத்தின 
பவளிநய, வட்டத்தின நமல் அல்லது வட்டத்தின உள் அளமயும்.

நிரூ்ணம்

 x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற வட்டத்தின ளமயம் C ( , )- -g f  

ஆரம் r g f c= + −2 2 .

 P x y( , )1 1 என்ற புள்ளி வட்டம் உள்ள தளத்தில் உள்ளது என்க.  

CP -ஐ இளணத்து அது வட்டத்ளத பவடடும் புள்ளிQ  என்க. 

 P  என்ற புள்ளி CP

CQ

CQ

CQ

?d; kjpg;g[ 

my;yJ

my;yJ

>

=

<








 .

 

என்ற நிளலககு ஏற்ப முள்றநய 

வட்டத்திற்கு பவளிநய வட்டத்தின மீது அல்லது வட்டத்தின உள்நள அளமயும்.

	 அதாவது	CP
r
r CQ r
r

2

2

2

2

 ?d; kjpg;g[ 

my;yJ

my;yJ

>

= =

<










{ },
.

	 ⇒ ( ) ( )x g y f
g f c
g f c
g

1
2

1
2

2 2

2 2

2

+ + +

> + −

= + −

< +

 ?d; kjpg;g[ 

my;yJ

my;yJ

ff c2−








 .

 எனநவ x y gx fy c1
2

1
2

1 12 2
0
0
0

+ + + +
>
=
<










 ?d; kjpg;g[ 

my;yJ

my;yJ

.

 

ஏற்ப புள்ளி P x y( , )1 1  வட்டத்திற்கு பவளிநய வட்டத்தின மீது அல்லது வட்டத்தின உள்நள அளமயும்.

எடுத்துககோடடு 5.5
 x y x y2 2 6 8 12 0+ − − + =  என்ற வட்டத்ளதப் பபாறுத்து  ( , )2 3 என்ற புள்ளியின நிளலளய ஆராய்க.

தீர்வு

 

x y gx fy c1
2

1
2

1 1
2 22 2 2 3 6 2 8 3 12+ + + + = + − × − × + , 

= + − − + = − <4 9 12 24 12 11 0.

      எனநவ புள்ளி ( , )2 3  நதற்்றம் 5.3-ன படி வட்டத்திற்கு உள்நள அளமயும்.

எடுத்துககோடடு 5.6

     3 4 12 0x y+ − =  என்ற நேரகந்காடு ஆய அசசு்களள A  மற்றும் B  என்ற புள்ளி்களில் ்சநதிககின்றது. 

ந்காடடுத்துண்டு AB -ஐ விட்டமா்கக ப்காண்்ட வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.

ப்டம் 5.10

P x y
( , )1

1
Q

C
g
f

(
,

)
-

-
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தீர்வு 

 நேரகந்காடு 3 4 12x y+ = -ஐ பவடடுத்துண்டு வடிவில் எழுத  x y
4 3

1+ =  எனக கிள்டககும். 

எனநவ புள்ளி்கள் A  மற்றும் B  முள்றநய ( , )4 0  மற்றும் ( , )0 3 . 

 வட்டத்தின ்சமனபாடு விட்ட வடிவம்
   x x x x y y y y−( ) −( ) + −( ) −( )1 2 1 2  =  0

   x x y y−( ) −( ) + −( ) −( )4 0 0 3  =  0

   x y x y2 2 4 3+ − −  =  0 .

எடுத்துககோடடு 5.7
     ஒரு நேரகந்காடு 3 4 10 0x y+ + = , ளமயம் ( , )2 1  உள்ள ஒரு வட்டத்தில்  6  அலகு்கள் நீளமுள்ள 
ஒரு ோளண பவடடுகின்றது. அநத வட்டத்தின பபாதுச ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 ளமயம் (2, 1) உள்டய வட்டத்தில் 3 4 10 0x y+ + =  என்ற நேரகந்காடு AB என்ற ோளண 

பவடடுகின்றது. AB -ன ளமயப்புள்ளி M  என்க.
 AM  =  BM = 3 . BMC  ஒரு ப்சஙந்காண முகந்காணம்

 CM  =  
3 2 4 1 10

3 4
4

2 2

( ) ( )+ +

+
= .

 பிதா்கரஸ் நதற்்றப்படி BC 2  =  BM MC2 2 2 23 4 25+ = + = .

 BC  =  5 =  ஆரம்
    நதளவயான வட்டத்தின ்சமனபாடு  ( ) ( )x y− + −2 12  =  52  
 அதாவது  x y x y2 2 4 2 20+ − − − =  0 .

எடுத்துககோடடு 5.8
 ஆரம் 3 அலகு்கள் ப்காண்்ட ஒரு வட்டம் ஆய அசசு்களளத் 
பதாடடுச ப்சல்கின்றவாறு உருவாகும் அளனத்து வட்டங்களின பபாதுச 
்சமனபாடு்களளயும் ்காண்்க.
தீர்வு
 வட்டம் இரு அசசு்களளயும் பதாடடுச ப்சல்வதால் அசசு்களிலிருநது 
வட்டத்தின ளமயத்திற்கு உள்ள தூரம் 3 அலகு்கள். எனநவ ளமயம் 
( , )± ±3 3  ஆ்க இருககும். அதனால் ஆரம் 3 உள்டய ோனகு வட்டங்களின 
்சமனபாடு்கள் x y x y2 2 6 6 9 0+ ± ± + =  ஆகும்.
எடுத்துககோடடு 5.9
 ஒரு வட்டத்தின ்சமனபாடு 3 1 6 9 4 02 2x a y x y a+ +( ) + − + + =  எனில் அதன ளமயம், ஆரம் 

்காண்்க.
தீர்வு

 x2 -ன ப்கழு = y2 -ன ப்கழு (இருபடிச ்சமனபாடடின பண்பு (ii)-ன படி) 
 ஆதலால் 3 1= +a  , a = 2  எனககிள்டககின்றது. எனநவ வட்டத்தின ்சமனபாடு

   3 3 6 9 62 2x y x y+ + − +  =  0

   x y x y2 2 2 3 2+ + − +  =  0

   ளமயம் −





1 3

2
,  மற்றும் ஆரம் r  =  1 9

4
2+ −  =  5

2
.

ப்டம் 5.12

x

y

O

C3(–3,–3) C4(3,–3)

C1(3,3)C2(–3,3)

ப்டம் 5.11

C A

B

M5
4

3

Chapter 5 Analytical Geometry.indd   195 05-02-2020   18:33:41



196XII - கணிதவியல்

எடுத்துககோடடு 5.10

 ( , ), ( , )1 1 2 1- , மற்றும் ( , )3 2  என்ற மூனறு புள்ளி்கள் வழிசப்சல்லும் வட்டத்தின ்சமனபாடு 
்காண்்க.

தீர்வு

 வட்டத்தின பபாதுச ்சமனபாடு x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  ... (1)

 இது  ( , ), ( , )1 1 2 1-  மற்றும் ( , )3 2  என்ற புள்ளி்கள் வழிசப்சல்வதால்

   2 2g f c+ +  =  -2 ,                           … (2)

   4 2g f c− +  =  -5 ,                           … (3)

   6 4g f c+ +  =  -13 .                        … (4)

 (2) – (3)-இலிருநது − +2 4g f  =  3 . ... (5)

 (4) – (3)-இலிருநது 2 6g f+  =  -8 . ... (6)

 (5) + (6)-இலிருநது f =  - 1
2

 என கிள்டககும் மதிப்ளப (6)இல் பிரதியி்ட g =
−5
2

, f g, இன 

மதிப்பு்களள (2)இல் பிரதியி்ட c = 4  எனவும் கிள்டககி்றது.

 எனநவ நதளவயான வட்டத்தின ்சமனபாடு

   x y x y2 2 2 5
2

2 1
2

4+ + −





 + −






 +  =  0

   அதாவது  x y x y2 2 5 4+ − − +  =  0 .

5.2.2 வட்டத்தின் மீேரமநே P என்்ற புள்ளியில் தேோடுநகோடு மறறும்  

       தசஙநகோடடுச் சமன்்ோடுகள் 

       (Equations of tangent and normal at a point P on a given circle)

 ஒரு நேரந்காடு வட்டத்ளத ஒநர ஒரு புள்ளியில் பதாடடுசப்சன்றால் அது பதாடுந்கா்டாகும். 
நமலும் அநத பதாடுந்காடடுககுச ப்சஙகுத்தா்கவும் பதாடுபுள்ளி வழியா்கவும் ப்சல்லும் ந்காடு 
ப்சஙந்கா்டாகும். 

 P x y( , )1 1  மற்றும் Q x y( , )2 2  எனபன x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற வட்டத்தின மீதளமநத 

இரு புள்ளி்கள் என்க.

 எனநவ,  x y gx fy c1
2

1
2

1 12 2+ + + +  =  0  ... (1)

 மற்றும் x y gx fy c2
2

2
2

2 22 2+ + + +  =  0  ,,, (2)

 ( ) ( )2 1- -இலிருநது
 x x y y g x x f y y2

2
1
2

2
2

1
2

2 1 2 12 2 0− + − + − + − =( ) ( )  

 ( )( ) ( )( )x x x x g y y y y f2 1 2 1 2 1 2 12 2 0− + + + − + + =

 x x g
y y f

2 1

2 1

2
2

+ +
+ +

 =  - -
-

( )
( )
y y
x x

2 1

2 1

 ப்டம் 5.13

P x y
( , )1

1

Q x y( , )2 2

′Q
′′Q

C
g
f

(
,

)
−

−
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 இதனால் PQ  -இன ்சாயவு =  −
+ +
+ +

( )
( )
x x g
y y f

1 2

1 2

2
2

. 

 Q என்ற புள்ளி  P-ஐ நோககி ே்கரும்நபாது PQ  என்ற ோண் P  என்ற புள்ளிக்கான பதாடுந்கா்டா்க 

மாறும்.
 பதாடுந்காடடின ்சாயவு −

+
+

( )
( )
2 2
2 2

1

1

x g
y f

 = −
+
+

( )
( )
x g
y f

1

1

. 

 எனநவ பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு y y- 1  =  −
+
+

−
( )
( )

( )x g
y f

x x1

1
1 -இலிருநது,

 yy fy y fy xx x gx gx1 1
2

1 1 1
2

1+ − − + − + −  =  0

 xx yy gx fy x y gx fy1 1 1
2

1
2

1 1+ + + − + + +( )  =  0  ...(1)

 ( , )x y1 1 என்ற புள்ளி வட்டத்தின மீதுள்ளதால் x y gx fy c1
2

1
2

1 12 2 0+ + + + =

 எனநவ, − + + + = + +( )x y gx fy gx fy c1
2

1
2

1 1 1 1 . ...(2)

 இதனால் ( , )x y1 1   என்ற புள்ளியில் பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு  

 xx yy g x x f y y c1 1 1 1 0+ + + + + + =( ) ( )  ஆகும்.

 நமலும் ப்சஙந்காடடின ்சமனபாடு y y−( )1  =  
y f
x g

x x1

1
1

+( )
+( )

−( )

  ⇒ y y x g−( ) +( )1 1  =  y f x x1 1+( ) −( )
  ⇒ x y y g y y1 1 1−( ) + −( )  =  y x x f x x1 1 1−( ) + −( )

  ⇒ yx xy g y y f x x1 1 1 1− + −( ) − −( )  =  0  ்சமனபாடு்கள்

குறிப்புரை

 (1) x y a2 2 2+ = என்ற வட்டத்திற்கு x y1 1,( ) என்ற புள்ளியில் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு 

xx yy a1 1
2+ = .

 (2) x y a2 2 2+ = என்ற வட்டத்திற்கு  x y1 1,( )  என்ற புள்ளியில் ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு 
xy yx1 1 0− = .

        (3)  ப்சஙந்காடு வட்டத்தின ளமயம் வழிச ப்சல்லும்.

5.2.3 y mx c= + என்்ற ந�ர்கநகோடு x y a2 2 2+ = என்்ற வட்டத்தின் 

       தேோடுநகோ்டோக இருகக கடடுப்்ோடு மறறும் தேோடும் புள்ளி கோணல்

         (Condition for the line  y mx c== ++ to be a tangent to the circle x y a2 2 2+ =  and finding the 

           point of contact)

 y mx c= +  என்ற நேரகந்காடு x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்ளதத் பதாடுகின்றது என்க. இநத 

வட்டத்தின ளமயம் மற்றும் ஆரம் முள்றநய ( , )0 0  மற்றும் a ஆகும்.

(i) ஒரு ந�ர்கநகோடு தேோடுநகோ்டோக இருககக கடடுப்்ோடு (Condition for a line to be tangent)
 ( , )0 0  என்ற புள்ளியிலிருநது y mx c− − = 0  என்ற நேரந்காடடிற்்கான ப்சஙகுத்து தூரம்

 0 0
1 12 2

− −

+
=

+

m c
m

c
m

. | | . இது ஆரத்திற்குச ்சமம்.
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 எனநவ
| |c
m

a
1 2+

=  அல்லது c a m2 2 21= +( ) .

 இேைொல் y mx c= +  என்்ற தேர்தகொடு ‘ x y a2 2 2+ =  என்்ற வடடேத்திற்குத் ்ேொடுதகொடேொக 
அனமை கடடுப்பொடு  c a m2 2 21= +( ) .

(ii) த�ொடுபுள்ளி (Point of contact)

 y mx c= +  என்ற நேரந்காடு  x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்ளத பதாடும் புள்ளி ( , )x y1 1  எனில் 
 y1  =  mx c1 + . ... (1)

 ( , )x y1 1 -இல் பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு xx yy1 1+  =  a2.

 yy1  =  − +xx a1
2   ... (2)

 ்சமனபாடு (1) மற்றும் (2) ஒநர நேரகந்காடள்டக குறிககின்றன. 
எனநவ ப்கழுக்கள் விகித ்சமமா்க இருககும்.

             அதனால்,  y1

1
 =  − =

x
m

a
c

1
2

   y1  =  a
c
x a m

c

2

1

2

, =
− , c a m=± +1 2 .

 அதனால் பதாடுபுள்ளி  (1)  −

+ +











am
m

a
m1 12 2

,  அல்லது

                                              (2) am
m

a
m1 12 2+

−

+









, .

குறிப்பு

 P என்ற புள்ளியில் வட்டத்தின பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு y mx a m= ± +1 2 .

நேற்றம் 5.4 
 x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்திற்கு பவளிநய உள்ள ஒரு புள்ளியிலிருநது இரு பதாடுந்காடு்கள் 
வளரயலாம்.

நிரூ்ணம் 
 ப்காடுக்கப்பட்ட புள்ளி P x y( , )1 1  என்ற புள்ளி வட்டத்திற்கு பவளிநய உள்ளது என்க. 

பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு y mx a m= ± +1 2 .  இது ( , )x y1 1 வழிசப்சல்லும். எனநவ

 y1  =  mx a m1
21± +

 y mx1 1-  =  a m1 2+ . இருபு்றமும் வரக்கப்படுத்த,

 ( )y mx1 1
2-  =  a m2 21( )+

 y m x mx y a a m1
2 2

1
2

1 1
2 2 22+ − − −  =  0  

 m x a mx y y a2
1
2 2

1 1 1
2 22( ) ( )− − + −  =  0 .

 m -ன இநத இருபடிச ்சமனபாடு, m ககு இரண்டு மதிப்பு்கள் தரும். இநத இருமதிப்பு்கள் 

வட்டத்திற்்கான இரு பதாடுந்காடு்களளத் தரும்.

குறிப்பு

 (1) புள்ளி ( , )x y1 1  வட்டத்திற்கு பவளியில் அளமயுமானால் இரு பதாடுந்காடு்களும் 

பமயயானளவயாகும்.

ப்டம் 5.15

P x y( , )1
1

T1

T2

C

ப்டம் 5.14

(0, 0)

P x y( , )1 1

C

a
y mx c
= +
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 (2) புள்ளி ( , )x y1 1  வட்டத்திற்கு உள்நள அளமயுமானால் இரு பதாடுந்காடு்களும் 

்கற்பளனயானளவயாகும்.
 (3) புள்ளி ( , )x y1 1  வட்டத்தின மீது அளமயுமானால் இரு பதாடுந்காடு்களும் ஒன்றா்க இளணயும்.

எடுத்துககோடடு 5.11
 x y2 2 25+ =  என்ற வட்டத்திற்கு P( , )-3 4 -இல் பதாடுந்காடு மற்றும் ப்சஙந்காடடுச 

்சமனபாடு்களளக ்காண்்க.
தீர்வு

 P x y( , )1 1 -இல் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு xx yy a1 1
2+ = .

 அதாவது, ( , )-3 4 -இல்  x y( ) ( )− +3 4  =  25
   − +3 4x y  =  25

 ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு xy yx1 1-  =  0

 அதாவது,  4 3x y+  = 0 .

எடுத்துககோடடு 5.12
 y x c= +4  என்ற நேரகந்காடு x y2 2 9+ =  என்ற வட்டத்தின பதாடுந்காடு எனில்  c -ன மதிப்புக 

்காண்்க.
தீர்வு

 y mx c= +  என்ற நேரகந்காடு x y a2 2 2+ =   என்ற வட்டத்தின பதாடுந்கா்டா்க இருக்கக 

்கடடுப்பாடு c a m2 2 21= +( ) .

 எனநவ, c  =  ± +9 1 16( )  

 அல்லது c  =  ±3 17 .

எடுத்துககோடடு 5.13
 பா்சன வாயக்கால் மீது அளமநத ்சாளலயில் 
20மீ அ்கலமுள்டய இரண்டு அளரவட்ட வளளவு 
நீரவழி்கள் அளமக்கப்பட்டன. அவற்றின 
துளணத்தூண்்களின அ்கலம் 2 மீ. ப்டம் 5,16-ஐப் 
பயனபடுத்தி அநத வளளவு்களின மாதிரிக்கான 
்சமனபாடு்களளக ்காண்்க.
தீர்வு

 அளரவட்ட வளளவு வழி்களின ளமயப்புள்ளி்கள்  O1  மற்றும் O2  என்க. 

 முதல் வளளவு வழியின ளமயம் O1 12 0( , )  

மற்றும் r =10 . இதிலிருநது அநத 

அளரவட்டத்ளதக குறிககும் ்சமனபாடு
 ( ) ( )x y− + −12 02 2  =  102

 ⇒ x y x2 2 24 44+ − +  =  0 , y > 0 .

 இரண்்டாம் வளளவு வழியின ளமயம்  
O2  ( , )34 0  மற்றும் ஆரம் r =10 .  முதல் வளளவு 

நபால இரண்்டாம் வளளவு வழியின ்சமனபாடு
  ( )x y− +34 2 2  = 102  

 ⇒ x y x2 2 68 1056+ − +  =  0 , y > 0 .

்யிறசி 5.1
 1. ஆரம் 5  ப்ச.மீ. அலகு்கள் உள்டயதும், x-அசள்ச ஆதிப்புள்ளியில் பதாடடுச ப்சல்வதுமான 

வட்டத்தின ்சமனபாடள்டத் தருவிக்க.

ப்டம் 5.16
20 20

y

x

2 2

O1 O2

� �� �
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 2. ( , )2 1-  என்ற புள்ளிளய ளமயமா்கவும், ( , )3 6  என்ற புள்ளி வழிச ப்சல்வதுமான வட்டத்தின 

்சமனபாடு ்காண்்க.
 3. இரு அசசுக்களளயும் பதாடடுச ப்சல்வதும், ( , )- -4 2  என்ற புள்ளி வழிச ப்சல்வதுமான 

வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.
 4. ளமயம் ( , )2 3 உள்டயதும் 3 2 1 0x y− − =  மற்றும் 4 27 0x y+ − =  என்ற ந்காடு்கள் பவடடும் 

புள்ளி வழிச ப்சல்வதுமான வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.
 5. ( , )3 4 மற்றும் ( , )2 7-   என்ற புள்ளி்களள விட்டத்தின முளனப்புள்ளி்களா்கக ப்காண்்ட 

வட்டத்தின ்சமனபாடள்டப் பபறு்க.

 6. ( , ), ( , )1 0 1 0- , மற்றும் ( , )0 1  என்ற புள்ளி்கள் வழிசப்சல்லும் வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.

 7. 9p  ்சதுர அலகு்கள் பரப்பு ப்காண்்ட வட்டத்தின விட்டங்கள், x y+ = 5  மற்றும் x y− =1 என்ற 

நேரந்காடு்கள் மீது அளமநதுள்ளன எனில் அநத வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.
 8. y x c= +2 2  என்ற ந்காடு x y2 2 16+ = , என்ற வட்டத்தின பதாடுந்காடு எனில்,  c -ன மதிப்பு 

்காண்்க.
 9. x y x y2 2 6 6 8 0+ − + − =  என்ற வட்டத்தின பதாடுந்காடு மற்றும் ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு்களள 

( , )2 2  என்ற புள்ளியில் ்காண்்க.

 10. ( , ) , ( , )-2 1 0 0  மற்றும் ( , )- -4 3 என்ற புள்ளி்கள் x y x y2 2 5 2 5 0+ − + − =  என்ற வட்டத்திற்கு 

பவளிநய, வட்டத்தின மீது அல்லது உள்நள இவற்றில் எஙந்க உள்ளன எனத் தீரமானிக்கவும்.

   11.  பினவரும் வட்டங்களுககு ளமயத்ளதயும் ஆரத்ளதயும் ்காண்்க.
  (i) x y2 22 0+ +( ) =  (ii) x y x y2 2 6 4 4 0+ + − + =  

  (iii) x y x y2 2 2 3 0+ − + − =       (iv) 2 2 6 4 2 02 2x y x y+ − + + =

    12.  3 3 2 82 2x p xy qy px pq+ −( ) + − =  என்ற ்சமனபாடு வட்டத்ளதக குறிககும் 

  எனில் p மற்றும் q -ன மதிப்பு ்காண்்க. நமலும் அநத வட்டத்தின ளமயம் 

  மற்றும் ஆரம் ்காண்்க.

5.3. கூம்பு வரைவுகள் (Conics)

வரையர்ற 5.2
 ஒரு தளத்தில் ஒரு ே்கரும் புள்ளியிலிருநது நிளலப்புள்ளிககு உள்ள தூரத்திற்கும் ே்கரும் 
புள்ளியிலிருநது நிளலப்புள்ளி வழிசப்சல்லாத ஒரு நிளலகந்காடடிற்குமான தூரத்திற்கும் உள்ள 
விகிதம் ஒரு மாறிலியா்க இருககுமாறு ே்கரும் எனில் அநதப் புள்ளியின நியமப்பாளத ஒரு கூம்பு 
வளளவு (வளளவளர) எனப்படும்.  
 நிளலப்புள்ளி குவியம் எனப்படும். நிளலகந்காடு இயககுவளர எனப்படும் மற்றும் மா்றாத 
விகிதம் ளமயத் பதாளலத்த்கவு எனப்படும். இது 'e' என குறிக்கப்படும்.
 (i) இநத மாறிலி e =1எனில் கூம்பு வளளவளர பரவளளயம் எனப்படும்.
 (ii) இநத மாறிலி e <1  எனில் கூம்பு வளளவளர நீள்வட்டம் எனப்படும்.
 (iii) இநத மாறிலி e >1  எனில் கூம்பு வளளவளர அதிபரவளளயம் எனப்படும்.

5.3.1 கூம்பு வரைவின் த்ோதுச் சமன்்ோடு (The general equation of a Conic)

 நிளலப்புள்ளி S x y1 1,( )  l , நிளலகந்காடு, e  ளமயத் பதாளலத்த்கவு மற்றும் P x y,( )  ே்கரும் 

புள்ளி என்க. கூம்பு வளரயள்றயினபடி
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   SP
PM

 =  மாறிலி= e ,  ...(1)

   SP  =  ( ) ( )x x y y− + −1
2

1
2

   PM  =  P x y( , ) -இலிருநது நேரகந்காடு

 lx my n+ + = 0 -க்கான ப்சஙகுத்து தூரம்

    =  lx my n
l m
+ +

+2 2
.

 நமலும்  SP2  =  e PM2 2

 ⇒  ( ) ( )x x y y− + −1
2

1
2  =  e lx my n

l m
2

2 2

2
+ +

+









 .

 நமற்்கண்்ட ்சமனபாடள்ட சுருக்க இருபடிச ்சமனபாடடின பபாது வடிவம்  
 Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + =  எனககிள்டககும்.

 இஙகு A e l
l m

B lme
l m

C e m
l m

= −
+

=
+

= −
+

1 2 1
2 2

2 2

2

2 2

2 2

2 2, ,

 

தற்நபாது B AC l m e

l m

e l
l m

e m
l m

2
2 2 4

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 24 4 4 1 1− =
+( )

− −
+









 −

+










                            
= −( )4 12e

 இதிலிருநது
  (i) B AC2 4-  = 0 Û   e =1 எனநவ கூம்பு வளளவு ஒரு பரவளளயம்,

  (ii)  B AC2 4 0− <   Û   0 1< <e  எனநவ கூம்பு வளளவு ஒரு நீள்வட்டம்,

  (iii)   B AC2 4 0− >   Û   e>1 எனநவ கூம்பு வளளவு ஒரு அதிபரவளளயம்.

5.3.2 ்ைவரையம் (Parabola)
 பரவளளயத்தின ளமயத்பதாளலத்த்கவு e =1 எனபதால் ஒரு தளத்தில் குவியம் மற்றும் 
இயககுவளர்களுககு ்சமதூரத்தில் இருககுமாறு ே்கரும் ஒரு புள்ளியின நியமப்பாளத பரவளளயம் ஆகும்.

(i) முரை (0, 0) உள்ை ்ைவரைய 

சமன்்ோடடின்  

    திட்ட வடிவம்  (Equation of a parabola in 
     standard form with  vertex at (0, 0)

 S குவியம் எனவும் l  இயககுவளர எனவும் 

ப்காள்்க. 

 l -ககு ப்சஙகுத்தா்க S வழிநய SZ வளர்க.  
SZ -ஐ x -அசசு எனவும் SZ -ன 
ளமயககுத்துகந்காடள்ட  y - அசசு எனவும் ப்காள்்க. 
ளமயககுத்துகந்காடு SZ -ஐ ்சநதிககும் புள்ளி 
ஆதிப்புள்ளி O  என்க.

ப்டம் 5.17

P x y( , )
M

S x y( , )1 1

l

ப்டம் 5.18

l

O(0,0)Z

M

x

′L

L

y

S a(, )0

P(x, y)
ப்சவவ்கலம்முளன

இயககுவளர குவியம் அசசு
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 SZ a= 2  எனில்,  S எனபது ( , )a 0  மற்றும் இயககுவளரயின ்சமனபாடு x a+ = 0  ஆகும்.

 பரவளளயத்ளத தரும் ே்கரும் புள்ளிP x y( , )  என்க. இயககுவளரககு ப்சஙகுத்தா்க PM வளர்க. 

பரவளளய வளரயள்றயினபடி e =  SP
PM

=1. அதாவது SP PM2 2= .

 எனநவ, ( ) ( )x a y x a− + = +2 2 2 . இளத விரிவுபடுத்திச சுருக்க y ax2 4=  எனக கிள்டககின்றது. 
இது பரவளளயச ்சமனபாடடின திட்ட வடிவமாகும். பரவளளயச ்சமனபாடடின மற்்ற திட்டவடிவங்கள் 
y ax x ay2 24 4= − =, , மற்றும் x ay2 4= − ஆகும்.

வரையர்ற 5.3
 ● இயககுவளரககு ப்சஙகுத்தா்கவும், குவியம் வழியா்கவும் ப்சல்லும் நேரந்காடு 

பரவளளயத்தின அசசு எனப்படும்.
 ● பரவளளயம் மற்றும் அதன அசசு பவடடிகப்காள்ளும் புள்ளி பரவளளயத்தின முனை 

எனப்படும்.
 ● பரவளளயத்தின குவியம் வழியா்கச ப்சல்லும் ோண் அப்பரவளளயத்தின குவி ேொண் 

எனப்படும்.
 ● பரவளளயத்தின அசசுககு ப்சஙகுத்தா்க உள்ள குவிோண் பரவளளயத்தின ்்சவவகலம் 

ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 5.14
 பரவளளயம் y ax2 4= -ன ப்சவவ்கல நீளம் ்காண்்க.
தீர்வு

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு y ax2 4= .

 ப்சவவ்கலம் LL′  குவியம் ( , )a 0  வழிச ப்சல்கின்றது. (ப்டம் 5.18-ஐ பாரக்கவும்)

 எனநவ L  எனபது ( , )a y1  ஆகும்.

 அதனால் y a1
2 24= .

 எனநவ y a1 2= ± .

 ப்சவவ்கலத்தின முளனப்புள்ளி்கள் ( , )a a2  மற்றும் ( , )a a-2  ஆகும்.

 எைதவ ்்சவகலத்தின் நீளம் LL a′ = 4 . 

குறிப்புரை
 பரவளளயச ்சமனபாடடின திட்ட வடிவம் y ax2 4= -ககு முளன ( , )0 0 ,  அசசு x -அசசு மற்றும் 
குவியம் ( , )a 0  ஆ்க இருககும்.  பரவளளயம் y ax2 4= முழுவதுமா்க x -அசசின குள்றயற்்ற பகுதியில் 
அளமயும். y ax2 4= -இல் y -ககு -y  பிரதியி்ட ்சமனபாடு மா்றாமல் இருககின்றது. எனநவ 
பரவளளயம் y ax2 4= , x -அசசுககு ்சமசசீரா்க இருககும். அதாவது y ax2 4=  பரவளளத்தின ்சமசசீர 
அசசு x -அச்சாகும்.

(ii) ( , )h k -ஐ முனைைொக உனடேை பரவனளைஙகள்

      (Parabolas with vertex at ( , )h k )

 முளன ( , )h k  மற்றும் அசசு x -அசசுககு இளண எனில் பரவளளயத்தின ்சமனபாடு 

( ) ( )y k a x h− = −2 4  அல்லது ( ) ( )y k a x h− = − −2 4  என இருககும் (ப்டம் 5.19, 5.20).

 முளன ( , )h k  மற்றும் அசசு y -அசசுககு இளண எனில் பரவளளயத்தின ்சமனபாடு 

( ) ( )x h a y k− = −2 4  அல்லது ( ) ( )x h a y k− = − −2 4  (ப்டம் 5.21, 5.22). 
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்சமன்பொடு வனரபடேம் முனைகள் குவிைம் ்சமசசீர் 
அசசு

இைக்கு 
வனரயின் 
்சமன்பொடு

்்சவவ 
கலத்தின் 

நீளம்

( ) ( )y k a x h− = −2 4  

(a) ( ) ( )y k a x h− = −2 4
-இன் வனரபடேம்

ப்டம் 5.19

( , )h k  ( , )h a k+ +0  y k=  x h a= −  4a  

( ) ( )y k a x h− = − −2 4  

(b)  ( ) ( )y k a x h− = − −2 4

-இன் வனரபடேம்
ப்டம் 5.20

( , )h k  ( , )h a k− +0  y k=  x h a= +  4a  

( ) ( )x h a y k− = −2 4  

(c) ( ) ( )x h a y k− = −2 4

-இன் வனரபடேம்
ப்டம் 5.21

( , )h k  ( , )0+ +h a k  x h=  y k a= −  4a  

( ) ( )x h a y k− = − −2 4

(d)  ( ) ( )x h a y k− = − −2 4
-இன் வனரபடேம்

ப்டம் 5.22

( , )h k ( , )0 + − +h a k  x h=  y k a= +  4a  

y

x

S(h + a,k)
A(h,k)

x = h – a

x'
y'

இயககுவளர

y

x
S(h – a,k)

A(h,k)

x = h + a

x'

y'

இயககுவளர

x

y

S(
h, 

k +
 a)

A(h,k)

y = k – a

x'

y'

இயககுவளர

y

x

S(h, k – a)

A(h,k)

y = k + a

x'

y'

இயககுவளர
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5.3.3 நீள்வட்டம் (Ellipse)
 ஒரு தளத்தில், ஒரு ே்கரும் புள்ளிககும் குவியத்திற்கும் உள்ள தூரம் அநத ே்கரும் புள்ளிககும் 
இயககுவளரககும் உள்ள தூரத்ளதவி்டக குள்றவா்க e என்ற மா்றாத விகிதமுள்டயதா்க  ( )0 1< <e  
இருப்பின அநத ே்கரும் புள்ளியின நியமப்பாளத ஓர நீள்வட்டமாகும்.
(i) ரமயம் ( , )0 0 உர்டய நீள்வட்டச் சமன்்ோடடின் திட்ட வடிவம் 

 குவியம் S , இயககுவளர l , ளமயத் பதாளலத்த்கவு  

e ( 0 1< <e ) மற்றும் ே்கரும் புள்ளி P x y( , ) என்க. 

இயககுவளர l -ககுச ப்சஙகுத்தா்க  SZ மற்றும் PM வளர்க.
 A  மற்றும் ′A  என்ற புள்ளி்கள் முள்றநய SZ -ஐ 
உடபு்றமா்கவும் பவளிப்பு்றமா்கவும் e :1  என்ற விகிதத்தில் 
பிரிககின்றன என்க. AA a′ = 2  என்க.  AA′ -ன 
ளமயககுத்துகந்காடு AA′  -ஐ C -இல் பவடடுகின்றது என்க.  

C -ஐ ளமயமா்கவும்  CZ -இன நீடசிளய x -அச்சா்கவும், AA′ -இன ளமயக குத்துகந்காடள்ட  
y -அச்சா்கவும் ப்காள்்க. அதனால் CA a=  மற்றும் CA a′ =  ஆகும்.
 வளரயள்றயினபடி  

  SA
AZ

 =  e
1

  மற்றும் SA
A Z

'
'

 =  e
1

 

  SA  =  eAZ   SA '  =  eA Z'
  CA CS-  =  e CZ CA−( )    A C CS' +  =  e A C CZ' +( )
  a CS-  =  e CZ a−( )   ... (1) a CS+  =  e a CZ+( )   ... (2)

  2 1( ) + ( )  இதிலிருநது CZ a
e

=   மற்றும் 2 1( ) − ( )  இதிலிருநது CS ae=  எனககிள்டககும்.

 எனநவ M எனபது 
a
e
y,






  மற்றும் S எனபது ae,0( )ஆ்க இருககும்.

  வளரயள்றயினபடி SP
PM

 =  e  அல்லது SP e PM2 2 2=  

  ⇒ x ae y−( ) + −( )2 0  =  e x a
e

2
2

0−





 +













 இளதசசுருக்க x
a

y
a e

2

2

2

2 21
+

−( )
 =  1.

  1 2- e  மிள்க மதிப்பு எனநவ, b2  =  a e2 21−( )  எனவும்  ae  =  c b a c, 2 2 2= −  எனகப்காண்்டால்

 இப்நபாது P -ன நியமப்பாளத 
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  எனககிள்டககும்.  இது நீள்வடடேச ்சமன்பொடடின் 

திடடேவடிவம் ஆகும். நமலும் வளளவளர x, y அசசு்களுககு ்சமசசீரா்க உள்ளளதக ்கவனிக்கவும்.

வரையர்ற 5.4
 (1) ந்காடடுத்துண்டு AA′  எனபது ்ேடடேசசு மற்றும் அதன நீளம் 2a  ஆகும்.
 (2) ந்காடடுத்துண்டு BB′  எனபது குற்்றசசு மற்றும் அதன நீளம் 2b  ஆகும்.
 (3) ந்காடடுத்துண்டு CA =  ந்காடடுத்துண்டு CA′ =  அனர ்ேடடேசசு= a  மற்றும் 

ந்காடடுத்துண்டு CB =  ந்காடடுத்துண்டு CB′ =  அனர குற்்றசசு = b  .
 (4) ்சமசசீர தனளமயினால் குவியம்  ′ −S ae( , )0 மற்றும் இயககுவளர ′l , x a

e
= −   

எடுத்துகப்காண்்டாலும் அநத நீள்வட்டம் கிள்டககும். 
 இதன மூலம் நீள்வட்டத்திற்கு S ae( , )0  மற்றும் ′ −S ae( , )0  என இரு குவியங்களும் A a( , )0  

மற்றும் ′ −A a( , )0  என இரு முளன்களும், x a
e

=  மற்றும் x a
e

= −  என இரு இயககுவளர்களும் 

உள்ளளதக ்காணலாம்.

ப்டம் 5.23

y

P(x,y)
M

ZC(0,0)

S(ae,0)

l

A(a,0)

L
(a

,2
b)

S'(–ae,0)

A'(–a,0)

B'

B

ன க
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எடுத்துககோடடு 5.15

 நீள்வட்டம் 
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = -ன ப்சவவ்கல நீளம் ்காண்்க.

தீர்வு

 x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  என்ற நீள்வட்டத்தின ப்சவவ்கலம் LL′  (ப்டம் 5.22) S ae( , )0  வழிசப்சல்கின்றது.

 எனநவ, L   ( , )ae y1  நீள்வட்டத்தின மீதுள்ளது.

 அதனால்,  
a e
a

y
b

2 2

2
1
2

2+  =  1 

   
y
b

1
2

2  =  1 2- e

   y1
2  =  b e2 21( )-  

    =  b b
a

2
2

2









                e b

a
2

2

21= −










   y1  =  ± b
a

2

.

 அதாவது ப்சவவ்கலத்தின முளனப்புள்ளி்கள் L  மற்றும் ′L  முள்றநய ae b
a

,
2







  மற்றும் 

ae b
a

,−










2

 ஆகும்.

 ப்சவவ்கலத்தின நீளம் LL b
a

′ =
2 2

. 

(ii) னமைம் ( , )h k  உனடேை நீள்வடடேத்தின் வனககள் (Types of ellipses with centre at ( , )h k )

(அ) ்ேடடேசசு x-அசசுக்கு இனண  (Major axis parallel to the x-axis)

 நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு (ப்டம் 5.24) 
x h
a

y k
b

a b
−( )

+
−( )

= >
2

2

2

2 1,  ஆகும்.

 பேட்டசசின நீளம் 2a  மற்றும்  குற்்றசசின நீளம் 2b  ஆகும். முளனப்புள்ளி்கள்  h a k+( ),  மற்றும் 

h a k−( ), , நமலும் குவியங்கள் h c k+( ),  மற்றும் h c k−( ),  ஆ்க இருககும். இஙகு c a b2 2 2= − .

(ஆ) ்ேடடேசசு y-அசசுக்கு இனண  (Major axis parallel to the y-axis)

 நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு (ப்டம் 5.25)  
x h
b

y k
a

a b
−( )

+
−( )

= >
2

2

2

2 1,  ஆகும்.

 பேட்டசசின நீளம் 2a , குற்்றசசின நீளம் 2b  ஆகும். முளனப்புள்ளி்கள் h k a, +( ) மற்றும் h k a, −( )
நமலும் குவியங்கள்  h k c, +( )  மற்றும் h k c, −( )  ஆ்க இருககும். இஙகு  c a b2 2 2= − .
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்சமன்பொடு னமைம் ்ேடடேசசு முனைகள் குவிைஙகள்

x h
a

y k
b

−( )
+

−( )
=

2

2

2

2 1    a b2 2>  

‘ப்டம் 5.24
(a) பேட்டசசு x-அசசுககு இளண 

குவியங்கள் ளமயத்திலிருநது 
இ்டப்பக்கமும், வலப்பக்கமும் c அலகு்கள் 
தூரத்தில் இருககும். இஙகு c a b2 2 2= − .

h k,( ) x-அசசுககு 
இளண

h a k−( ),

h a k+( ),

h c k−( ),

h c k+( ),

( ) ( )x h
b

y k
a

a b−
+

−
= >

2

2

2

2
2 21

x

y

x'

y'A(h,k+a)

S(h,k+c)
O

C(h,k)

S'(h,k–c)
A'(h,k–a)

ப்டம் 5.25
(b) பேட்டசசு y-அசசுககு இளண 

குவியங்கள் ளமயத்திலிருநது 
இ்டப்பக்கமும், வலப்பக்கமும்

c அலகு்கள் தூரத்தில் இருககும். 
இஙகு c a b2 2 2= − .

h k,( ) y-அசசுககு 
இளண

( , )h k a-
( , )h k a+

( , )h k c-
( , )h k c+

நேற்றம் 5.5
 நீள்வட்டத்தின மீதுள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளியின குவித்பதாளலவு்களின கூடுதல் அதன 
பேட்டசசின நீளத்திற்குச ்சமம்.

நிரூ்ணம்

 P x y( , )  எனபது நீள்வட்டம் 
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = -ன 

மீதுள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளி என்க.
 P -ன வழியா்க l l, ′  இயககுவளர்களுககு 
ப்சஙகுத்தா்க MM ′  வளர்க. 
 x -அசசுககு ப்சஙகுத்தா்க  PN வளர்க.

 வளரயள்றயிலிருநது
ப்டம் 5.26

S'(–c,0)

S(c,0)

P(x,y)
d1 d2

y

x

M

Z(a/e, 0)
Z'(–a/e, 0)

M'

ll'

NC(0,0)

y

x
C(h,k)

O

S(h+c,k)S'(h–c,k)

A(h+a,k)A'(h –a,k)

y'

x'
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   SP  =  ePM

    =  eNZ

    =  e CZ CN[ ]-

   =  e a x a ex
2

−





= −  ... (1)

   SP′  =  ePM ′

    =  e CN CZ[ ]+ ′

    =  e x a
e

ex a+





= +    ... (2)

    SP S P+ ′  =  a ex a ex a− + + = 2

குறிப்புரை

 b a= ஆ்க இருககும்நபாது
( ) ( )x h
a

y k
b

−
+

−
=

2

2

2

2 1 என்ற ்சமனபாடு ( ) ( )x h y k a− + − =2 2 2  என 

மாறும். இது ளமயம் ( , )h k மற்றும் ஆரம் a  உள்டய வட்டத்தின ்சமனபாடு ஆகும்.

 b a= ஆ்க இருககும்நபாது e a
a

= − =1 0
2

2 . எைதவ வடடேத்தின் னமைத்்ேொனலத்ேகவு 
பூசசிைம்.

  SP
PM

= 0  ⇒ PM → ∞ .  அதாவது வட்டத்தின இயககுவளர (முடிவிலியில்) ்கநதழியில் 

உள்ளது எனலாம்.

குறிப்புரை

 ஒரு நீள்வட்டத்தின பேட்டசள்ச விட்டமா்கக ப்காண்்ட வட்டம் 
துனணவடடேம் அல்லது சுற்றுவடடேம் எனப்படும். நமலும் குற்்றசள்ச 
விட்டமா்கக ப்காண்்ட வட்டம் உள்வடடேம்  எனப்படும். அவற்றின ்சமனபாடு்கள் 
முள்றநய x y a2 2 2+ =  மற்றும் x y b2 2 2+ =  ஆகும்.

5.3.4 அதி்ைவரையம் (Hyperbola)
 ஒரு தளத்தில், ஒரு ே்கரும் புள்ளிககும் குவியத்திற்கும் உள்ள தூரம் அநத ே்கரும் புள்ளிககும் 
இயககுவளரககும் உள்ள தூரத்ளதவி்ட அதி்கமா்க, e ( )e >1  என்ற மா்றாத விகிதம் உள்டயதா்க 
இருப்பின அநத ே்கரும் புள்ளியின நியமப்பாளத ஓர அதிபரவளளயம் ஆகும்.

(i) ரமயம்  ( , )0 0  உர்டய நீள்வட்டச் சமன்்ோடடின் திட்ட வடிவம் 

 A  மற்றும் ′A  என்ற புள்ளி்கள் முள்றநய SZ -ஐ 
உடபு்றமா்கவும் பவளிப்பு்றமா்கவும் e :1  என்ற விகிதத்தில் 
பிரிககின்றன என்க. AA a′ = 2  என்க.  AA′  -ன 
ளமயககுத்துகந்காடு AA′  -ஐ C -இல் பவடடுகின்றது 
என்க.  C -ஐ ளமயமா்கவும்  CZ -இன நீடசிளய  
x -அச்சா்கவும், AA′ -இன ளமயக குத்துகந்காடள்ட  
y -அச்சா்கவும் ப்காள்்க. அதனால் CA a=  மற்றும் 
CA a′ =  ஆகும்.

ப்டம் 5.27

y

x
AC

x'

B'
γ'

B

A'

ப்டம் 5.28

P(x,y)
B

Z S(ae,0)

M
L

A(a,0)

C(0,0)

l

x

y

ளமயம்

ப்சவவ்கலம்

முளன்கள்

குவியங்கள்
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 வளரயள்றயினபடி   AS
AZ

e=  மற்றும் 
′
′

=
A S
A Z

e  ஆகும்.

 ⇒	 AS eAZ=  ′ = ′A S eA Z
 ⇒ CS CA e CA CZ− = −( )  ′ + = ′ +A C CS e A C CZ( )

 ⇒ CS a e a CZ− = −( ) … (1) a CS e a CZ+ = +( ) … (2)

  ( ) ( )1 2+ -இலிருநதுCS ae=  மற்றும் ( ) ( )2 1- -இலிருநது CZ a
e

=  என கிள்டககும்

 எனநவ, S -ன ஆயத்பதாளல்கள் ( , )ae 0 . PM x a
e

= − , மற்றும் இயககுவளரயின ்சமனபாடு 

x a
e

− = 0  எனககிள்டககும். P x y( , )  அதிபரவளளயத்தின மீதுள்ள புள்ளி என்க.

 கூம்பு வளளவின வளரயள்றப்படி,  SP
PM

e=   அல்லது  SP e PM2 2 2= .

   அதனால்  ( ) ( )x ae y− + −2 20  =  e x a
e

2
2

−





  

⇒  ( )x ae y− +2 2  =  ( )ex a- 2  

⇒  ( )e x y2 2 21- -  =  a e2 2 1( )-  

⇒  x
a

y
a e

2

2

2

2 2 1
-

-( )
 =  1 இஙகு a e b2 2 21( )− =  எனப்பிரதியி்ட P -ன நியமப்பாளத 

x
a

y
b

2

2

2

2-  =  1 

எனககிள்டககும். இநத அதிபரவனளைச ்சமன்பொடடின் திடடே வடிவம். இஙகு ae  =  c  என எடுக்க, 
b c a2 2 2= −  எனககிள்டககும். இநத அதிபரவளளயம் x மற்றும் y-அசசு்களுககு ்சமசசீரா்க உள்ளளதக 
்காணலாம்.

வரையர்ற 5.5
 (1) ந்காடடுத்துண்டு AA′  எனபது  குறுக்கசசு மற்றும் அதன நீளம் 2a  ஆகும்.

 (2) ந்காடடுத்துண்டு BB′  எனபது  துனணைசசு மற்றும் அதன நீளம் 2b  ஆகும்.

 (3) ந்காடடுத்துண்டு CA =  ந்காடடுத்துண்டு CA′ =  அனரக்குறுக்கசசு = a   மற்றும்

  ந்காடடுத்துண்டு CB =  ந்காடடுத்துண்டு CB′ =  அனரத்துனணைசசு = b  ஆகும்.

 (4) ்சமசசீர தனளமயினால் குவியம் ′ −S ae( , )0  மற்றும் இயககுவளர ′l , x a
e

= −   என 
எடுத்துகப்காண்்டாலும் அநத அதிபரவளளயம் கிள்டககும். இதன மூலம் 
அதிபரவளளயத்திற்கு S ae( , )0  மற்றும் ′ −S ae( , )0  என இரு குவியங்களும் A a( , )0  மற்றும் 

′ −A a( , )0  என இரு முளன்களும், x a
e

=  மற்றும் x a
e

= −  என இரு இயககுவளர்களும் 

உள்ளளதக ்காணலாம்.

 அதிபரவளளயத்தின ப்சவவ்கலத்தின நீளம் 
2 2b
a

,  என நீள்வட்டத்தில் பபற்்றதுநபால பப்றலாம்.

தேோரைத்தேோடுநகோடுகள் (Asymptotes)
 P x y( , ) எனபது y f x= ( )  என வளரயறுக்கப்பட்ட வளளவளரயின மீதுள்ள புள்ளி என்க. P 
என்ற புள்ளிககும் ஏநதனும் ஒரு நிளலகந்காடடிற்குமான தூரம் பூசசியத்ளத பேருஙகுமாறு P 
என்ற புள்ளி ஆதிப்புள்ளிளய விடடு நமலும் நமலும் விலகிச ப்சல்லுமானால் அநத நிளலகந்காடு 
வனளவனரயின் ்ேொனலத்்ேொடுதகொடு எனப்படும்.

அதிபரவளளயத்திற்கு பதாளலத்பதாடுந்காடு்கள் உண்டு. அநத ்சமயம் பரவளளயத்திற்கும், 
நீள்வட்டத்திற்கும் பதாளலத்பதாடுந்காடு்கள் இல்ளல..
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(ii) ( , )h k -ஐ முனைைொக உனடேை அதிபரவனளைஙகள் 

         (Types of  Hyperbola with centre at (h, k))

ப்டம் 5.29
(a) குறுக்கசசு x-அசசுககு இளண

 (a) குறுக்கசசு x-அசசுக்கு இனணைொை 
அதிபரவனளைத்தின் ்சமன்பொடு

  (ப்டம் 5.29)  
x h
a

y k
b

−( )
−

−( )
=

2

2

2

2 1  ஆகும்.

  முளனப்புள்ளி்கள் A h a k( , )+  மற்றும்

′ −A h a k( , )  ஆகும். குவியங்கள் S h c k( , )+

மற்றும் ′ −S h c k( , ) ஆகும். இஙகு 

c a b2 2 2= + .

  இயஙகுவளரயின ்சமனபாடு்கள் x h a
e

= ± .

ப்டம் 5.30
(b) குறுக்கசசு y-அசசுககு இளண

 (b) குறுக்கசசு y-அசசுக்கு இனணைொை 
அதிபரவனளைத்தின் ்சமன்பொடு

  (ப்டம் 5.30) 
y k
a

x h
b

−( )
−

−( )
=

2

2

2

2 1  ஆகும்.

  முளனப்புள்ளி்கள் A h k a( , )+  மற்றும்

′ −A h k a( , )  ஆகும். குவியங்கள் S h k c( , )+

மற்றும் ′ −S h k c( , ) ஆகும்.

  இஙகு c a b2 2 2= + .

   இயஙகுவளரயின ்சமனபாடு்கள் y k a
e

= ± .

குறிப்புரை

 (1) அதிபரவளளயத்தின குறுக்கசள்ச விட்டமா்ககப்காண்டு வளரயப்படும் வட்டம் 
அதிபரவளளயத்தின துளணவட்டம் எனப்படும். அதன ்சமனபாடு x y a2 2 2+ = .

 (2) அதிபரவளளயத்தின மீதுள்ள ஒரு புள்ளிககும் குவியங்களுககும் இள்டநயயான தூரங்களின 
வித்தியா்சத்தின மடடு மதிப்பு குறுக்கசசின நீளத்திற்குச ்சமம். அதாவது | |PS PS a− ′ = 2 . 
(இளத நீள்வட்டத்திற்்கான நிரூபணம் நபானறு நிறுவலாம்.)

  இதுவளர ோம் பரவளளயத்தின ோனகு திட்டவடிவங்களளயும், நீள்வட்டத்தின இரு 
திட்டவடிவங்களளயும், அதிபரவளளயத்தின இரு திட்டவடிவங்களளயும் பற்றி படித்நதாம்.  
இவற்ள்றத் தவிர இநதத்திட்ட வடிவங்களில் வள்கப்படுத்த முடியாத பல வள்கயான, 
பரவளளயங்கள், நீள்வட்டங்கள் மற்றும் அதிபரவளளயங்களும் உள்ளன.  எடுத்துக்காட்டா்க 
பினவரும் பரவளளயம், நீள்வட்டம், அதிபரவளளயம் ஆகியவற்ள்றக ்கருத்தில் ப்காள்்க.

ப்டம் 5.31
ஆனால் நமற்்கண்்ட வளளவளர்களள ்சரியான அசசின இ்டப்பபயரசசி மூலம் திட்டவடிவங்களுககு 
மாற்்றலாம். 

x

y

S(
h,

 k
 +

 c)

S'(h,k – c)

C(h,k)
A(h,k + c)

A'(h,k – a)

x

y

S(h + c,k)S(h – c,k) A(h + a,k)

A'(h – a,k)

C(h,k)

x x x

y y y

O O O
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எடுத்துககோடடு 5.14
 குவியம் −( )2 0,  மற்றும் இயககுவளர x = 2  உள்டய பரவளளயத்தின 

்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 பரவளளயம் இ்டப்பக்கம் தி்றப்புள்டயது மற்றும் ்சமசசீர அசசு  
x -அச்சா்கவும் முளன ( , )0 0 ஆ்கவும் இருககும்.

 எனநவ நதளவயான பரவளளயத்தின ்சமனபாடு
  
   y −( )0 2  =  − −( )4 2 0x
  ⇒ y2  =  -4 2 x .

எடுத்துககோடடு 5.15
 முளன ( , )5 2- மற்றும் குவியம் ( , )2 2-  உள்டய பரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.

தீர்வு

 ப்காடுக்கப்பட்டளவ்கள் முளன A( , )5 2-  மற்றும் குவியம் S( , )2 2- , 

குவியதூரம் AS a= = 3 .

 பரவளளயத்தின ்சமசசீர அசசு x -அசசுககு இளண மற்றும் 
பரவளளயம் இ்டப்பக்கம் தி்றப்புள்டயது.
 நதளவயான பரவளளயத்தின ்சமனபாடு

   y +( )2 2  =  − ( ) −( )4 3 5x
  ⇒ y y2 4 4+ +  =  − +12 60x

  ⇒ y y x2 4 12 56+ + −  =  0 .

எடுத்துககோடடு 5.16
 முளன ( , )- -1 2 , அசசு y -அசசுககு இளண மற்றும் ( , )3 6 வழிசப்சல்லும் பரவளளயத்தின 

்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு
 அசசு y -அசசுககு இளண எனபதால் நதளவயான பரவளளயத்தின ்சமனபாடு
   x +( )1 2  =  4 2a y +( ) .

 இது (3,6) வழிசப்சல்வதால்
   3 1 2+( )  =  4 6 2a +( )
   ⇒		 	 	 a  =  1

2
.

 எனநவ பரவளளயத்தின ்சமனபாடு x y+( ) = +( )1 2 22  

 இளதசசுருக்க  x x y2 2 2 3+ − −  =  0  எனககிள்டககும்.

எடுத்துககோடடு  5.17
 x x y2 4 5 1 0− − − = . என்ற பரவளளயத்தின முளன, குவியம், இயககுவளர மற்றும் ப்சவவ்கல, 
நீளம் ஆகியவற்ள்றக ்காண்்க.
தீர்வு

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு
  x x y2 4 5 1- - -  =  0

  ⇒		 	 	 x x2 4-  =  5 1y +

  ⇒		 	 x x2 4 4− +  =  5 1 4y + + .

x

′y

′xA(2,–1)

O

y

ப்டம் 5.32

ப்டம் 5.33

ப்டம் 5.34

ப்டம் 5.35

x=
2

y

x

S -( )2 0,

A(0,0)

S(2,−2)
A(5,−2)

y

xO

y

x

A(–1,–2)

y'

x'

O
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	 x −( )2 2 =  5 1y +( )  இது திட்ட வடிவம் ஆகும். 

 எனநவ, 4 5a =  மற்றும் முளன ( , )2 1- , குவியம் 2 1
4

,





 .

 இயககுவளரயின ்சமனபாடு  y k a− +  =  0

  y+ +1 5
4  =  0

  4 9y+  =  0 .
  ப்சவவ்கலத்தின நீளம் 5  அலகு்கள்.

எடுத்துககோடடு 5.18
 குவியங்கள் ( , )± 2 0 ,  மற்றும் முளன்கள் ( , )±3 0  உள்டய நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.

தீர்வு

 ப்டம் 5.36லிருநது 
   SS ′  =  2c  மற்றும் 2 4c =    ; ′ = =A A a2 6
   ⇒	 c  =  2  மற்றும் a = 3 , 
   ⇒	b2  =  a c2 2 9 4 5− = − = . 
 பேட்டசசு x -அசசு, a b> . 
 ளமயம் (0, 0) மற்றும் குவியம் ( , )±2 0 .

 எனநவ நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு 
x y2 2

9 5
1+ = .

எடுத்துககோடடு 5.19
 ளமயத்பதாளலத்த்கவு 

1
2

, குவியங்களில் ஒனறு ( , )2 3 மற்றும் ஒரு இயககுவளர x = 7  உள்டய 

நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க. நமலும் பேட்டசசு, குற்்றசசு நீளங்களளக ்காண்்க.
தீர்வு

 கூம்பு வளளவின வளரயள்றப்படி SP
PM

 =  e  அல்லது SP e PM2 2 2=  .

 இதனால், x y−( ) + −( )2 32 2  =  1
4

7 2x −( )

  ⇒ 3 4 2 24 32 2x y x y+ − − +  =  0 , இளதப்பினவருமாறு எழுதலாம்

  ⇒ 3 1
3

4 3
2

2x y−





 + −( )  =  3 1

9
4 9 3 100

3






 + × − =

  ⇒ 
x y−








+
−( )

1
3

100
9

3
100
12

2

2

 =  1 இது திட்டவடிவம் ஆகும்.

   எனநவ பேட்டசசின நீளம்= 2a  =  2 100
9

20
3

=  மற்றும்

   குற்்றசசின நீளம்= 2b  =  2 100
12

10
3

= .

ப்டம் 5.36

CS ' S(0,0)

A'(–3,0)

A (3,0)

y

(–2,0)
x

(2,0)
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எடுத்துககோடடு 5.20
 4 36 40 288 532 02 2x y x y+ + − + = என்ற கூம்பு வளளவின குவியங்கள், முளன்கள் மற்றும் 
அதன பேட்டசசு, குற்்றசசு நீளங்களளக ்காண்்க.
தீர்வு

 x மற்றும் y  மதிப்பு்களள முழுவரக்கமாக்க 4 36 40 288 532 02 2x y x y+ + − + = ,

  4 10 25 25 36 8 16 16 5322 2( ) ( )x x y y+ + − + − + − +  =  0  இலிருநது

  4 10 25 36 8 162 2( ) ( )x x y y+ + + − +  =  − + +532 100 576

  4 5 36 42 2x y+( ) + −( )  =  144 .

 இருபு்றமும் 144 -ஆல் வகுக்கச ்சமனபாடு 

  
x y+( )

+
−( )5

36
4

4

2 2

 =  1.

 இது ளமயம் ( , )-5 4 , மற்றும் பேட்டசசு x -அசசுககு இளணயான நீள்வட்டம். இதன அளர 
பேட்டசசின நீளம் 12 மற்றும் குற்்றசசின நீளம் 4. முளன்கள் ( , )1 4  மற்றும் ( , )-11 4 .

   தற்நபாது,  c2  =  a b2 2 36 4 32− = − =

   மற்றும் c  =  ±4 2 .

 எனில் குவியங்கள் − −( )5 4 2 4,  மற்றும் − +( )5 4 2 4,  .

   பேட்டசசின நீளம் =  2 12a =  அலகு்கள் மற்றும்
   குற்்றசசின நீளம் =  2 4b =  அலகு்கள்.

எடுத்துககோடடு 5.21

 4 24 2 21 02 2x y x y+ + − + =  என்ற நீள்வட்டத்தின ளமயம், முளன்கள் மற்றும் குவியங்கள் 
்காண்்க. நமலும் ப்சவவ்கல நீளம் 2  என நிறுவு்க.
தீர்வு

 உறுப்பு்களள வரிள்சப்படுத்தி எழுத நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு

   4 24 2 212 2x x y y+ + − +  =  0
   அதாவது, 4 6 9 9 2 1 1 212 2x x y y+ + −( ) + − + −( ) +  =  0 ,

   4 3 36 1 1 212 2x y+( ) − + −( ) − +  =  0 ,

   4 3 12 2x y+( ) + −( )  =  16 ,

   
x y+( )

+
−( )3

4
1

16

2 2

 =  1.

ளமயம் ( , )-3 1  a b= =4 2, , மற்றும் பேட்டசசு y -அசசுககு இளண

   c2  =  16 4 12− =

   c  =  ±2 3 .

 எனநவ குவியங்கள்  − +( )3 2 3 1,  மற்றும் − − +( )3 2 3 1, .

  முளன்கள் 3 4 1,± +( ) ,  அதாவது (3,5) மற்றும் (3, –3), மற்றும்

   ப்சவவ்கல நீளம் =  2 2
2b
a

=  அலகு்கள். (ப்டம் 5.37)

ப்டம் 5.37

y

x

C( , )
−3 1

S '

S

′y

′x

O
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எடுத்துககோடடு 5.22
 முளன்கள் ( , )0 4± மற்றும் குவியங்கள் ( , )0 6±  உள்ள அதிபரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 குவியங்களின ேடுப்புள்ளி ளமயம் C 0 0,( )  (ப்டம் 5.38)

 குறுக்கசசு y -அசசு

  AA′  =  2a ⇒ =2 8a ,

  SS ′  =  2 12 6c c= =,

  a  =  4

  b2  =  c a2 2 36 16 20− = − = .

 எனநவ நதளவயான அதிபரவளளயத்தின ்சமனபாடு 
y x2 2

16 20
-  =  1.

எடுத்துககோடடு 5.23
 9 16 1442 2x y− =  என்ற அதிபரவளளயத்தின முளன்கள், குவியங்கள் ்காண்்க.
தீர்வு
   9 162 2x y-  =  144   என்ற ்சமனபாடள்டத் திட்டவடிவில் மாற்்ற

           x y2 2

16 9
-  =  1 எனககிள்டககும்.

 குறுக்கசசு x -அசசு, முளன்கள் −( )4 0, மற்றும் 4 0,( ) ;

   மற்றும் c2  =  a b2 2 16 9 25+ = + = ,  c = 5 . 

 எனநவ குவியங்கள் −( )5 0, மற்றும் 5 0,( ) .

எடுத்துககோடடு 5.24
 11 25 44 50 256 02 2x y x y− − + − =  என்ற அதிபரவளளயத்தின ளமயம், குவியங்கள் மற்றும் 
ளமயத் பதாளலத்த்கவு ்காண்்க.
தீர்வு

 ்சமனபாடடின உறுப்பு்களள வரிள்சப்படுத்தி அதிபரவளளயத்தின திட்டவடிவமா்க மாற்்ற 

    11 4 25 2 2562 2( ) ( )x x y y- - - -  =  0

   11 2 25 12 2x y−( ) − −( )  =  256 44 25− +

   11 2 25 12 2x y−( ) − −( )  =  275

   
x y−( )

−
−( )2

25
1

11

2 2

 = 1.

 ளமயம் ( , )2 1 ,  a2  =  25 112,b =

   c2  =  a b2 2+

    =  25 11 36+ =

 எனநவ, c  =  ±6

 e c
a

=  = 6
5

 மற்றும் குவியங்கள் ( , )8 1 மற்றும் ( , )-4 1 (ப்டம் 5.39).

ப்டம் 5.38

C

S (0,6)

(0,4)

(0,0)

(0,–6)

x

y

S '

(0,– 4)
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ப்டம் 5.39
எடுத்துககோடடு 5.25
 ஹாநலயின வால் ேட்சத்திர சுற்றுப்பாளத, (ப்டம் 5.51) 36 18.  விண்பவளி அலகு நீளமும் 9 12.   
விண்பவளி அலகு்கள் அ்கலமும் ப்காண்்ட நீள்வட்டம். அநத நீள்வட்டத்தின ளமயத்பதாளலத்த்கவு ்காண்்க.
தீர்வு

 2 36 18 2 9 12a b= =. , . , எனத்தரப்படடுள்ளது.

   இதிலிருநது e  =  1
2

2-
b
a

=  a b
a

2 2

2 236 18
2

9 12
2

36 18
2

−
=







 − 








. .

.  

    =  
( . ) ( . )

( . )
.

18 09 4 56
8 09

0 97
2 2−

≈ . 

குறிப்பு

 ஒரு விண்பவளி அலகு (சூரியனுககும் பூமிககும் இள்டநயயுள்ள தூரத்தின ்சரா்சரி) எனபது 
1 49 597 870, , , கி.மீ, பூமியின சுற்றுப்பாளதயின அளரபேட்டசசு.

்யிறசி 5.2
 1. பினவரும் ஒவபவானறிற்கும் பரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க:
   (i) குவியம் ( , )4 0  மற்றும் இயககுவளர x = −4 .
   (ii) y -அசசுககு ்சமசசீரானது மற்றும் ( , )2 3-  வழிசப்சல்வது.
   (iii) முளன ( , )1 2- மற்றும் குவியம் ( , )4 2- .
   (iv) ப்சவவ்கலத்தின முளன்கள் ( , )4 8- மற்றும் ( , )4 8 .
 2. பினவரும் ஒவபவானறிற்குமான நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க :

   (i) குவியங்கள் ±( )3 0,  மற்றும் e = 1
2

   (ii) குவியங்கள் 0 4,±( ) மற்றும் பேட்டசசின முளன்கள் 0 5,±( ) .

   (iii) ப்சவவ்கல நீளம் 8, e = 3
5

, ளமயம் (0,0) மற்றும் பேட்டசசு x -அசசு.

   (iv) ப்சவவ்கல நீளம் 4 , குவியங்களுககிள்டநயயான தூரம் 4 2 , ளமயம் (0,0) மற்றும் 
பேட்டசசு y - அசசு.

 3. பினவரும் ஒவபவானறிற்குமான அதிபரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க:

   (i) குவியங்கள் ±( )2 0, , e = 3
2

 .
   (ii) ளமயம் ( , )2 1 , ஒரு குவியம் ( , )8 1  மற்றும் இதற்ப்காத்த இயககுவளர x = 4 .

   (iii) 5 2,−( ) வழிசப்சல்வது மற்றும் குற்்றசசின நீளம் 8 அலகு்கள், பேட்டசசு x அசசு
 4. பினவருவனவற்றிற்்கான முளன, குவியம், இயககுவளரயின ்சமனபாடு மற்றும் ப்சவவ்கல 

நீளம் ்காண்்க:
  (i) y x2 16=  (ii) x y2 24=  (iii) y x2 8= −

  (iv) x x y2 2 8 17 0− + + =  (v) y y x2 4 8 12 0− − + =

S '(−4,1)
C(2,1) S(8

,1)

y

x

y'

x'

O

Chapter 5 Analytical Geometry.indd   214 05-02-2020   18:37:45



இரு பரிமாண பகுமுறைவடிவியல் - II215

 5. பினவரும் ்சமனபாடு்களின கூம்புவளளவின வள்களயக ்கண்்டறிநது அவற்றின ளமயம், 
குவியங்கள், முளன்கள் மற்றும் இயககுவளர்கள் ்காண்்க :

  (i) x y2 2

25 9
1+ =  (ii) x y2 2

3 10
1+ =  (iii) x y2 2

25 144
1− =  (iv) y x2 2

16 9
1− =

 6. x
a

y
b

2

2

2

2 1− =   என்ற அதிபரவளளயத்தின ப்சவவ்கல நீளம் 
2 2b
a

 என நிறுவு்க.

 7. அதிபரவளளயத்தின மீதுள்ள புள்ளி P-இலிருநது அதன குவியத்தூரங்களின வித்தியா்சத்தின 
மடடு மதிப்பு குறுக்கசசின நீளத்திற்குச ்சமம் என நிறுவு்க. 

 8. பினவரும் ்சமனபாடு்களின கூம்பு வளளவின வள்களயக ்கண்்டறிநது அவற்றின ளமயம், 
குவியங்கள், முளன்கள் மற்றும் இயககுவளர்களளக ்காண்்க :

   (i) 
x y−( )

+
−( )

=
3

225
4

289
1

2 2

 (ii) 
x y+( )

+
−( )

=
1

100
2

64
1

2 2

 (iii) 
x y+( )

−
−( )

=
3

225
4

64
1

2 2

   (iv) 
y x−( )

−
+( )

=
2

25
1

16
1

2 2

 (v) 18 12 144 48 120 02 2x y x y+ − + + =

   (vi) 9 36 6 18 02 2x y x y− − − + =

5.4 கூம்பு தவடடு முகஙகள்  (Conic Sections)
 வளளவளர்களள தீரமானிக்க பிரிவு 5.3-இல் விவரித்த முள்ற்களு்டன வடிவியல் முள்றயிலான 
கூம்பு பவடடு மு்கங்களளப் பற்றி இஙகு ்காண்நபாம். ஓர இரடள்டக கூம்ளப ஒரு தளத்தால் 
பவடடும்நபாது வட்டம், நீள்வட்டம், பரவளளயம், அதிபரவளளயம் நபான்ற வடிவங்களளப் 
பப்றலாம். எனநவ அநத வடிவங்கள் கூம்பின பவடடு மு்க வடிவங்கள் அல்லது சுருக்கமா்க கூம்பு 
வளளவளர்கள் எனககுறிக்கப்படுகின்றன.

5.4.1 கூம்பு தவடடு முகஙகளின் வடிவியல் விைககம்‘

        (Geometric description of conic section)
 கூம்பின அசசுககு ப்சஙகுத்தான ஒரு தளம் (தளம் C ) இரடள்டக கூம்பின ஒரு பகுதிளய மடடும் 
பவடடும்நபாது வட்டம் (ப்டம் 5.40) கிள்டககின்றது. தளம் E , அசசுககு ப்சஙகுத்தா்க இல்லாமல் ்சற்று 
்சாயநத நிளலயில் இரடள்டக கூம்பின ஒநர ஒரு பகுதிளய மடடும் பவடடும்நபாது நீள்வட்டம் (ப்டம்  
5.40) கிள்டககின்றது. இரடள்டக கூம்பின ஒரு கூம்பின பக்கத்திற்கு இளணயா்க ஒரு தளம் 
பவடடும்நபாது பரவளளயம் (ப்டம் 5.41) கிள்டககின்றது. இரடள்டக கூம்பின அசசுககு இளணயா்க 
ஒரு தளம் இரடள்டக கூம்பின இரு பகுதி்களளயும் பவடடும்நபாது அதிபரவளளயம்  (ப்டம் 5.42) 
கிள்டககின்றது.

E

C

வ

 ப்டம் 5.40 ப்டம் 5.41 ப்டம் 5.42
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5.4.2  சிரேநே வடிவஙகள் (Degenerate Forms)
 கூம்பு வளளவு்களின சிளதநத வடிவங்கள், (ப்டம் 5.43) இரடள்டக கூம்ளப பவடடும் தளத்தின 
ந்காணம் மற்றும் அது முளன வழிசப்சல்கி்றதா எனபளதப் பபாறுத்து, புள்ளி, ஒரு நேரகந்காடு, ஓர 
இரடள்ட நேரகந்காடு, பவடடும் ந்காடு்கள் அல்லது பவற்றுக்கணமா்க இருககும். அல்லது தளம் 
உருளளயின அசசுககு இளணயா்க இருககும்நபாது சிளதவு ஒரு உருளளயா்க இருககும். கூம்பு 
வளளவின பவடடுகின்ற தளம் இரடள்டக கூம்பின முளன வழியா்கவும் அசசுககு ப்சஙகுத்தா்கவும் 
இருககும்நபாது ஒரு புள்ளி அல்லது புள்ளிவட்டம் கிள்டககும். 
 பவடடுகின்ற தளம் கூம்பு உருவாககி வழியா்கச ப்சல்லும்நபாது ஒரு நேரகந்காடு அல்லது ஒரு 
ந்சாடி இளணந்காடு கிள்டககின்றது. இது பரவளளயத்தின ஒரு சிளதநத வடிவம் கூம்பின பபாதுச 
்சமனபாடடில் A B C= = = 0  எனும்நபாது கிள்டககின்றது. மற்றும் பவடடுகின்ற தளம் அசசு 
வழியா்கவும் இரடள்டக கூம்பின முளன வழியா்கவும் ப்சல்லும்நபாது அதிபரவளளயத்தின ஒரு 
சிளதநத வடிவம் கிள்டககின்றது.

ப்டம் 5.43
குறிப்புரை

 நீள்வட்டத்ளதப் ( )0 1< <e  பபாறுத்தவளர e b
a

= −1
2

2 ,  e → 0  எனில்  
b
a
→1அதாவது b a→  

அல்லது பேட்டசசு, குற்்றசசு நீளங்கள் ்சமம். அதாவது நீள்வட்டம் ஒரு வட்டமா்க மாறுகின்றது.  e →1

எனில்  b
a
→ 0  மற்றும் நீள்வட்டம் ஒரு ந்காடடுத்துண்்டா்க மாறும். அதாவது நீள்வட்டம் தடள்டயா்க 

இருககும். 
குறிப்புரை

 அதிபரவளளயத்ளத ( )e >1  பபாறுத்தவளர e b
a

= +1
2

2 , e →1  எனில் 
b
a
→ 0   அதாவது e →1   

எனில் b-ன மதிப்பு a -ஐப்  பபாறுத்தவளர மி்கசசிறிய மதிப்பு மற்றும் அதிபரவளளயம் ஒரு 

கூரமுளனயா்க மாறும்.  e → ∞  எனில் a -ஐப் பபாறுத்து b  மி்கப்பபரிய மதிப்பு மற்றும் அதிபரவளளயம் 

தடள்டயா்க மாறும்.

5.4.3 கூம்பு வரைவின் த்ோதுச் சமன்்ோடு Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + = -லிருநது 

கூம்புவரைவின் வடிவஙகரை அர்டயோைம் கோணல்

(Identifying the conics from the general equation of the conic Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + = )
 இரண்்டாம்படி ்சமனபாடடின வளரப்டம் பினவரும் நிபநதளன்களுககு ஏற்ப வட்டம், பரவளளயம், 
நீள்வட்டம், அதிபரவளளயம், ஒரு புள்ளி, பவற்றுக்கணம், ஒரு நேரகந்காடு அல்லது ஒரு இரடள்ட 
நேரகந்கா்டா்க இருககும்.
 (1) A C B D h E k F h k r= = = = − = − = + −1 0 2 2 2 2 2, , , ,  எனில் பபாதுச்சமனபாடு 

( ) ( )x h y k r− + − =2 2 2  எனககிள்டககும். இது ஒரு வட்டம் ஆகும்.

ntersecting Lines Single Line Single Point
ஒருபுள்ளி நேரகந்காடு பவடடும் ந்காடு்கள்
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 (2) B = 0  மற்றும் A  அல்லது C = 0  எனில், பபாதுச்சமனபாடு ோம் படித்த ஏநதனும் ஒரு 
பரவளளயம் ஆகும்.

 (3) A C¹  மற்றும் A  மற்றும் C  இரண்டும் ஒநர குறியா்க இருப்பின பபாதுச ்சமனபாடு 
நீள்வட்டத்ளதத் தரும்.

 (4) A C¹  மற்றும் A  மற்றும் C  இரண்டும் ஒனறுகப்கானறு எதிரகுறியா்க இருககுமானால் 
பபாதுச ்சமனபாடு அதிபரவளளயத்ளதத் தரும்.

 (5) A C=  மற்றும் B D E F= = = = 0 , எனில் பபாதுச ்சமனபாடு x y2 2 0+ =  என்ற புள்ளியா்க 
மாறும்.

 (6) A C F= =  மற்றும் B D E= = = 0 , எனில் பபாதுச ்சமனபாடு x y2 2 1 0+ + =  என்ற பவற்றுக 
்கணத்ளதத் தரும்.

 (7) A¹ 0  அல்லது C ¹ 0  மற்றும் மற்்ற ப்கழுக்கள் பூசசியம் எனில் பபாதுச ்சமனபாடு ஆய 
அசசு்களின ்சமனபாடள்டத் தரும்.

 (8) A C= −  மற்றும் மற்்ற அளனத்து உறுப்பு்களும் பூசசியம் எனில் பபாதுச ்சமனபாடு x y2 2 0− =  
என்ற இரடள்ட நேரகந்காடள்டத் தரும்.

எடுத்துககோடடு 5.26
       பினவரும் ்சமனபாடு்களிலிருநது கூம்பு வளளவின வள்களயக ்கண்்டறி்க:

 (1) 16 4 642 2y x=− +  (2) x y x y2 2 4 4+ =− − +

 (3) x y x2 2 3− = +  (4) 4 9 16 18 29 02 2x y x y− − + − =
தீர்வு

விைொ எண் ்சமன்பொடு கடடுப்பொடு கூம்பு வனளவின் வனக

1 16 4 642 2y x=− + 3 நீள் வட்டம்

2 x y x y2 2 4 4+ =− − + 1 வட்டம்

3 x y x2 2 3− = + 2 பரவளளயம்

4 4 9 16 18 29 02 2x y x y− − + − =  4 அதிபரவளளயம்

்யிறசி 5.3
பினவரும் ்சமனபாடு்களிலிருநது அவற்றின கூம்பு வளளவு வள்களய ்கண்்டறி்க.

 1. 2 72 2x y− =  2. 3 3 4 3 10 02 2x y x y+ − + + =  3. 3 2 142 2x y+ =

 4. x y x y2 2 0+ + − =  5. 11 25 44 50 256 02 2x y x y− − + − =  6. y x y2 4 3 4 0+ + + =

5.5 கூம்பு வடிவின் துரணயைகு வடிவம் (Parametric form of Conics)
5.5.1 துரணயைகுச் சமன்்ோடுகள் (Parametric equations)
 f t( )  மற்றும் g t( )  எனபன ' 't -ன ்சாரபு்கள் எனில் x f t= ( )   மற்றும் y g t= ( )   என்ற ்சமனபாடு்கள் 
இரண்டும் ந்சரநது தளத்தில் ஒரு வளளவளரளய உருவாககும். பபாதுவா்க ' 't   ஒரு தனித்த மாறியாகும், 
இஙகு இது ஒரு துளணயலகு எனப்படும், மற்றும் ஒரு வளளவளரளய இநத முள்றயில் குறிப்பிடுவளத 
துனணைலகுச ்சமன்பொடுகள் என அறியப்படுகி்றது. ' 't  -ன ஒரு முககியப் பபாருள் ்காலத்ளதக குறிப்பது. 
இநத விளக்கத்தில் x f t= ( )   மற்றும் y g t= ( )   என்ற ்சமனபாடு்கள் ஒரு குறிப்பிட்ட நேரம் ' 't  -இல் ஒரு 
பபாருளின நிளலளயக குறிககின்றன.
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  சுருக்கமா்க, x  மற்றும் y  மதிப்பு்களள ஒரு மூன்றாவது மாறி மூலம் எழுதுவது துளணயலகுச 
்சமனபாடு எனப்படும். இநத மூன்றாவது மாறி துளணயலகு எனப்படும்.  ஒரு துளணயலகு எப்நபாதும் 
' 't  ஆ்க இருக்க நவண்டியதில்ளல. ' 't -ஐப் பயனபடுத்துவது ஒரு வைககு என்றாலும் நவறு மாறி்களளயும் 
பயனபடுத்தலாம். 

(i) x y a2 2 2+ =   என்்ற வடடேத்தின் துனணைலகு வடிவம்
     (Parametric form of the circle x y a2 2 2+ = )
 P x y( , )  எனபது x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்தின மீதுள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளி என்க.

 OP -ஐ இளணத்து அது x-அசசு்டன θ என்ற ந்காணத்ளத உருவாககும் என்க.
 x -அசசுககு ப்சஙகுத்தா்கPM வளர்க. 

 முகந்காணம் OPM -இலிருநது

 x OM a= = cosθ

 y MP a= = sinθ

 இதனால் வட்டத்தின மீதுள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளி a acos , sinθ θ( )  
நமலும்  x a y a= =cos , sin ,θ θ  0 2≤ ≤θ π  எனபன x y a2 2 2+ = என்ற 

வட்டத்தின துளணயலகுச ்சமனபாடு்கள் ஆகும்.

   மறுதளலயா்க,   x  =  a y acos , sin , ,θ θ θ π= ≤ ≤0 2

   எனில்,   x
a

 =  cos , sinθ θ
y
a

= .
 வரக்கப்படுத்திக கூட்ட,

‘   x
a

y
a

2

2

2

2+  =  cos sin2 2 1θ θ+ = .

   எனநவ x y2 2+  =  a2  என்ற ்சமனபாடு ளமயம் ( , )0 0  மற்றும் ஆரம் a  அலகு்கள் ப்காண்்ட 
வட்டத்ளதத் தரும்.
குறிப்பு

 (1) x a t y a t= =cos , sin , 0 2≤ ≤t π  என்ற துளணயலகுச ்சமனபாடு்களும்
x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்ளதக குறிககின்றன.  இஙகு  t  ்கடி்கார எதிரதிள்சயில் 
அதி்கரிககும்.

 (2) x a t y a t t= = ≤ ≤sin , cos ,0 2π  என்ற  துளணயலகுச ்சமனபாடு்களும்  
x y a2 2 2+ =  என்ற வட்டத்ளதக குறிககின்றன. இஙகு  t  ்கடி்கார திள்சயில் 
அதி்கரிககும்.

(ii) பரவனளைம் y ax2 4= -ன் துனணைலகு வடிவம் (Parametric form of the parabola y ax2 4= )

 P x y( , )1 1  பரவளளயத்தின மீதுள்ள புள்ளி என்க.

 y1
2  =  4 1ax

 ( )( )y y1 1  =  ( )( )2 2 1a x

 y
a
1

2
 =  2 1

1

x
y

t=   ( )−∞ < < ∞t  என்க.

 y1  =  2 2 1 1at x y t, =
 2 1x  =  2at t( )
 x1  =  at 2

ப்டம் 5.46

ப்டம் 5.45

ப்டம் 5.44

P(x,y)
a

MO x

y

θ
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 எனநவ y ax2 4=  துளணயலகு வடிவம் x at y at t= = − ∞ < < ∞2 2, ,  மறுதளலயா்க x at= 2  

மற்றும் y at t= −∞ < < ∞2 ,  எனில் இவற்றிலிருநது  ' 't -ஐ நீக்க,  y ax2 4=  என்ற ்சமனபாடு கிள்டககும்.

(iii) நீள்வடடேம் x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = -ன் துனணைலகு வடிவம் (Parametric form of the Ellipse x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = )

 நீள்வட்டத்தின மீதுள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளி P  என்க. P-ன y-அசசு தூரம் MP  துளணவட்டத்ளதக 

Q -இல் ்சநதிககின்றது என்க.

  ∠ ACQ  =  α  என்க.
  ∴  CM  = a MQ acos , sinα α=
 மற்றும்         Q a a( cos , sin )α α
 தற்நபாது P -ன x -அசசு தூரம் a cosα . 

 y -அசசு தூரம் ′y ,  எனில் P a y( cos , )α ′ ,  x
a

y
b

2

2

2

2+  =  1 என்ற 

நீள்வட்டத்தின மீதுள்ளது.

 எனநவ cos2
2

2α +
′y
b

 =  1

  ⇒   ′y  =  bsinα .

 அதனால்  P -ன ஆயத்பதாளல்கள் ( cos , sin )a bα α .

 இநத துளணயலகு α  P -ன ளமயத்த்கவு ந்காணம் எனப்படும். இஙகு α  எனபது CQ  என்ற ந்காடு  

x -அசசு்டன ஏற்படுத்தும் ந்காணம் மற்றும் CP  ஏற்படுத்தும் தகொணம் அல்ல எனபது குறிப்பி்டத்தக்கது.
 எனநவ நீள்வட்டத்தின துளணயலகுச ்சமனபாடு்கள் x a= cosθ  மற்றும் y b= sinθ , இஙகு θ  

ஒரு துளணயலகு 0 2≤ ≤θ π . 

(iv) அதிபரவனளைம் x
a

y
b

2

2

2

2 1− = -இன் துனணைலகு வடிவம் (Parametric form of the Hyperbola x
a

y
b

2

2

2

2 1− = )

 இதுநபாலநவ அதிபரவளளயத்தின துளணயலகுச ்சமனபாடு்கள் x a y b= =sec , tanθ θ , இஙகு 

θ  ஒரு துளணயலகு − ≤ ≤π θ π , θ π
= ±

2
 தவிர.

 சுருக்கமா்க வட்டம், பரவளளயம், நீள்வட்டம், அதிபரவளளயம் ஆகியவற்றின துளணயலகுச 
்சமனபாடு்கள் பினவரும் அட்டவளணயில் தரப்படடுள்ளன.

கூம்பு வனளவு துனணைலகுச 
்சமன்பொடுகள் துனணைலகு துனணைலகு 

வீசசு
கூம்பு வனளவின் 

மீதுள்ள ஒரு புள்ளி

வட்டம்
x a= cosθ

y a= sinθ
θ 0 2≤ ≤θ π

‘θ ’ அல்லது

( cos , sin )a aθ θ

பரவளளயம்
x at= 2

y at= 2
t −∞ < < ∞t

‘ t ’ அல்லது 

( , )at at2 2

நீள்வட்டம்
x a= cosθ

y b= sinθ
θ 0 2≤ ≤θ π

‘θ ’ அல்லது 

( cos , sin )a bθ θ

அதிபரவளளயம்
x a= secθ

y b= tanθ
θ

− ≤ ≤π θ π  

except θ π
= ±

2

‘θ ’  அல்லது

( sec , tan )a bθ θ

ப்டம் 5.47

y

xA

Q

MC

P
α

′A
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குறிப்புரை
 (1) துளணயலகு  வடிவம் எனபது கூம்பு வளளவின மீதுள்ள புள்ளி்களின பதாகுப்ளபக  

குறிககின்றது. நமலும் துளணயலகு, மாறிலி மற்றும் மாறி என்ற இரண்டு பணி்களளயும் 
ப்சயகி்றது. ஆனால் ்காரடடீசியன வடிவம் எனபது கூம்பு வளளளவ உருவாககும் ஒரு 
புள்ளியின நியமப்பாளதளயக குறிககின்றது. துளணயலகு முள்ற வளளவளரயின 
திள்சப்நபாகள்கக குறிககின்றது.

 (2)  துளணயலகு வடிவம் எனபது ஒருளமத்தனளமயுள்டயதா்க இருக்கத் நதளவயில்ளல.
 (3) துளணயலகு வடிவம் எனபது  மாறி்களின எண்ணிகள்கயில்  குள்றநதது ஒனள்றயாவது 

குள்றககின்றது.

5.6 கூம்பு வரைவரையின் தேோடுநகோடுகள் மறறும்  

     தசஙநகோடுகள் (Tangents and Normals to Conics)
 பதாடுந்காடு எனபது வளளவளரளய ஒநர ஒரு புள்ளியில் பதாடடுச ப்சல்லும் ஒரு நேரகந்காடு 
மற்றும் பதாடுந்காடடிற்குச ப்சஙகுத்தா்க பதாடுபுள்ளி வழியா்க ப்சல்லும் நேரகந்காடு ப்சஙந்காடு 
எனப்படும்.
5.6.1  y ax2 4=  என்்ற ்ைவரையத்தின் தேோடுநகோடு மறறும் தசஙநகோடடுச் 

        சமன்்ோடுகள் (Equation of tangent and normal to the parabola y ax2 4= )
(i) ்ேொடுதகொடடுச ்சமன்பொடடின் கொர்டடீசிைன் வடிவம் 
     (Equation of tangent in cartesian form)
 P x y1 1,( )  மற்றும் Q x y2 2,( )  என்ற புள்ளி்கள் பரவளளயம் 

y ax2 4= -ன மீது உள்ளன என்க. 

 இதனால்,    y1
2  =  4 1ax ,  y ax2

2
24= ,

 மற்றும்  y y1
2

2
2-  =  4 1 2a x x( )-  .

 சுருக்க y y
x x

1 2

1 2

-
-

 = 4

1 2

a
y y+

, இது ோண் PQ -ன ்சாயவு.

 இதனால் y y−( )1  =  4

1 2
1

a
y y

x x
+

−( ) , எனபது ோண் PQ  -ன 

்சமனபாடள்டக குறிககின்றது.
 Q P→  அல்லது y y2 1→  எனும்நபாது ோண் PQ எனபது P  -ன பதாடுந்கா்டா்க மாறுகின்றது.
 இதனால் x y1 1,( ) -இல் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு

  y y- 1  =  4
2 1

1
a
y
x x−( )  இஙகு 2

1

a
y

 எனபது பதாடுந்காடடின ்சாயவு ... (1)

  yy y1 1
2-  =  2 2 1ax ax-

  yy ax1 14-  =  2 2 1ax ax-

   yy a x x1 12= +( )

(ii) ் ேொடுதகொடடுச ்சமன்பொடடின் துனணைலகு வடிவம்  (Equation of tangent in parametric form)
 பரவளளயத்தின புள்ளி ( , )at at2 2 -இல் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு

   y at( )2  =  2 2a x at( )+  

   yt x at= + 2

ப்டம் 5.48

P(x1,y1)

Q(x2,y2)

x

y

y2 = 4ax

Q'

Q''
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(iii) ்்சஙதகொடடுச ்சமன்பொடடின் கொர்டடீசிைன் வடிவம்  (Equation of normal in cartesian form)

 (1)-இலிருநது ப்சஙந்காடடின ்சாயவு-
y
a
1

2
 அதனால் ்்சஙதகொடடுச ்சமன்பொடு
   y y- 1  =  − −( )y

a
x x1

12
   2 2 1ay ay-  =  − +y x y x1 1 1

   xy ay1 2+  =  y x a1 1 2+( )

   xy ay x y ay1 1 1 12 2+ = +

(iv) ்்சஙதகொடடுச ்சமன்பொடடின் துனணைலகு வடிவம் (Equation of normal in parametric form)
 பரவளளயத்தின புள்ளி ( , )at at2 2 -இல் ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு

   x at ay2 2+  =  at at a at2 2 2 2( ) ( )+

   2a xt y( )+  =  2 23a at at( )+

   y xt at at+ = +3 2

நேற்றம் 5.6
 ப்காடுக்கப்பட்ட புள்ளியிலிருநது y ax2 4=  என்ற பரவளளயத்திற்கு மூனறு ப்சஙந்காடு்கள் 

வளரயலாம். அவற்றில் ஒனறு எப்நபாதும் பமயயானது.

நிரூ்ணம்

 ப்காடுக்கப்பட்ட பரவளளயம் y ax2 4=  மற்றும் ( , )α β  ப்காடுக்கப்பட்ட புள்ளி என்க.
 ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடடின துளணயலகு வடிவம்
   y  =  – tx at at+ +2 3  ... (1)
 ப்சஙந்காடடின ்சாயவு m  எனில் m t= − .

 எனநவ ்சமனபாடு (1)  y  =  mx am am- -2 3  என மாறுகின்றது.
 இது ( , )α β வழிச ப்சல்வதால் b  =  m am ama - -2 3

   am a m3 2+ − +( )α β  =  0
 இது m -இல் அளமநத ஒரு மூன்றாம்படிச ்சமனபாடு. இதற்கு மூனறு m -ன மதிப்பு்கள் இருககும். 
இதன விளளவா்க ஒரு புள்ளியிலிருநது பரவளளயத்திற்கு மூனறு ப்சஙந்காடு்கள் வளரயலாம், 
பமயபயண் ்சமனபாடடின ்கலப்பு எண் மூலங்கள் எப்நபாதும் இளண எண் ப்காண்்ட ந்சாடியா்க 
அளமயும் எனபதாலும் ்சமனபாடு (1)  ஒற்ள்றப்பள்ட அடுககு ப்காண்டிருப்பதாலும், குள்றநதபட்சம் 
ஒரு பமயபயண் மூலம் இருககும். எனநவ பரவளளயத்தின ப்சஙந்காடு்களில் ஒனறு பமயயானதா்க 
இருககும்.

5.6.2 நீள்வட்டம் மறறும் அதி்ைவரையஙகளின் 

       தேோடுநகோடு மறறும் தசஙநகோடடுச் சமன்்ோடுகள்

       (பின்வரும் நிரூ்ணஙகள் ்டிப்்வரின் ்யிறசிககு வி்டப்்டுகின்்றது)

        (Equations of tangent and normal to Ellipse and Hyperbola) 

 (1) x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  என்ற நீள்வட்டத்தின பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு

   (i) ( , )x y1 1  -இல் 
xx
a

yy
b

1
2

1
2 1+ =   ்காரடடீசியன வடிவம்

   (ii) ' 'θ -இல்  x
a

y
b

cos sinθ θ
+ =1 . துளணயலகு வடிவம்
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 (2) x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =   என்ற நீள்வட்டத்தின ப்சஙந்காடடின ்சமனபாடு

   (i) ( , )x y1 1  -இல் 
a x
x

b y
y

a b
2

1

2

1

2 2− = −  ்காரடடீசியன வடிவம்

   (ii) ' 'θ -இல் 
ax by a b

cos sinθ θ
− = −2 2  துளணயலகு வடிவம்

 (3) x
a

y
b

2

2

2

2 1− =  என்ற அதிபரவளளயத்தின பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு

   (i) ( , )x y1 1 -இல்  xx
a

yy
b

1
2

1
2 1− =  ்காரடடீசியன வடிவம்

   (ii) ' 'θ  -இல் 
x
a

y
b

sec tanθ θ
− =1  துளணயலகு வடிவம்

 (4) x
a

y
b

2

2

2

2 1− =   என்ற அதிபரவளளயத்தின ப்சஙந்காடடின ்சமனபாடு

   (i) ( , )x y1 1  -இல் 
a x
x

b y
y

a b
2

1

2

1

2 2+ = +  ்காரடடீசியன வடிவம்

   (ii) ' 'θ -இல்  ax by a b
sec tanθ θ

+ = +2 2  துளணயலகு வடிவம்

5.6.3  ந�ர்கநகோடு y mx c= +   கூம்பு தவடடுமுக வரைவரைகளின் 

        தேோடுநகோ்டோக  இருகக நி்நேரை 

  (Condition for the line y mx c= +  to be a tangent to the conic sections)
(i) பரவனளைம் y ax2 4=  (Parabola y ax2 4= )
 y ax2 4=  என்ற பரவளளயத்தின மீதுள்ள புள்ளி ( , )x y1 1 . என்க.  எனநவ, y ax1

2
14=  ... (1)

 பரவளளயத்தின பதாடுந்காடு y mx c= +   என்க. ... (2)
 x y1 1,( )  என்ற புள்ளியில் பரவளளயத்தின பதாடுந்காடு 5.6.1-லிருநது yy a x x1 12= +( ) . … (3)

 (2) மற்றும் (3) இரண்டும் ஒநர நேரகந்காடள்ட குறிககின்றதால் ப்கழுக்கள் விகிதச்சமமா்க இருககும்.

   y1

1
 =  2 2 1a
m

ax
c

=

   ⇒ y1  =  2 1
a
m
x c

m
, =

   இதனால் ்சமனபாடு (1) ,   2 2a
m







  =  4a c

m






  என மாறும்.

   ⇒   c
a
m

=

 எனநவ பதாடுபுள்ளி 
a
m

a
m2

2,





  மற்றும் பரவளளயத்தின பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு y mx a

m
= + .

 பரவளளயத்ளதப் நபால நீள்வட்டத்திற்கும், அதிபரவளளயத்திற்கும் y mx c= +  என்ற ந்காடு 
பதாடுந்கா்டா்க இருப்பதற்்கான நிபநதளன்களள நிறுவலாம்.

Chapter 5 Analytical Geometry.indd   222 05-02-2020   18:39:31



இரு பரிமாண பகுமுறைவடிவியல் - II223

(ii) நீள்வடடேம் x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  (ellipse x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = )

 y mx c= +  என்ற ந்காடு நீள்வட்டம் 
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ = -ககுத் பதாடுந்கா்டா்க இருக்க நிபநதளன  

c a m b2 2 2 2= +  பதாடுபுள்ளி −










a m
c

b
c

2 2

,  மற்றும் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு y mx a m b= ± +2 2 2 .

(iii) அதிபரவனளைம் x
a

y
b

2

2

2

2 1− =  (Hyperbola x
a

y
b

2

2

2

2 1− = )

 y mx c= +  என்ற ந்காடு அதிபரவளளயம் 
x
a

y
b

2

2

2

2 1− = -ககு பதாடுந்கா்டா்க இருக்க நிபநதளன  

c a m b2 2 2 2= −  பதாடுபுள்ளி − −










a m
c

b
c

2 2

,  மற்றும் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு y mx a m b= ± −2 2 2 .

குறிப்பு

 (1) y mx a m b= ± +2 2 2 -இல்   y mx a m b= + +2 2 2  அல்லது y mx a m b= − +2 2 2  இவற்றில் 

ஏநதனும் ஒனறுதான நீள்வட்டத்தின பதாடுந்கா்டா்க இருககும், இரண்டும் அல்ல.

 (2) y mx a m b= ± −2 2 2 -இல்  y mx a m b= + −2 2 2  அல்லது y mx a m b= − −2 2 2 இவற்றில் 

ஏநதனும் ஒனறுதான அதிபரவளளயத்தின பதாடுந்கா்டா்க இருககும், இரண்டும் அல்ல.

முடிவுகள் (நிரூ்ணஙகள் இல்ைோமல்)

 (1) தளத்தில் உள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளியிலிருநது (i) பரவளளயம், (ii) நீள்வட்டம்,  
(iii) அதிபரவளளயம் ஆகியவற்றுககு இரு பதாடுந்காடு்கள் வளரயலாம்.

 (2) தளத்தில் உள்ள ஏநதனும் ஒரு புள்ளியிலிருநது (i) நீள்வட்டம், (ii) அதிபரவளளயம் 
ஆகியவற்றுககு ோனகு ப்சஙந்காடு்கள் வளரயலாம்.

 (3) ப்சஙகுத்துத் பதாடுந்காடு்கள் பவடடிகப்காள்ளும் புள்ளியின நியமப்பாளத

   (i) y ax2 4=  என்ற பரவளளயத்திற்கு is x a= −   (இயஙகுவளர).

   (ii) x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  என்ற நீள்வட்டத்திற்கு x y a b2 2 2 2+ = + ( இயஙகுவட்டம்).

   (iii)  x
a

y
b

2

2

2

2 1− =  என்ற அதிபரவளளயத்திற்கு x y a b2 2 2 2+ = −  (இயஙகு வட்டம்) ஆகும்.

எடுத்துககோடடு 5.27

 x x y2 6 4 5 0+ + + =  என்ற பரவளளயத்திற்கு ( , )1 3-  என்ற புள்ளியில் பதாடுந்காடு மற்றும் 
ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு்களளக ்காண்்க.
தீர்வு

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு x x y2 6 4 5 0+ + + = .

   x x y2 6 9 9 4 5+ + − + +  =  0

   ( )x + 3 2  =  - -4 1( )y  ... (1)

   X   =  x Y y+ = −3 1,   எனில்

 ்சமனபாடு (1) திட்ட வடிவத்ளத அள்டகி்றது.
   X 2  =  -4Y  
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 பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு XX1  =  − +2 1( )Y Y

 ( , )1 3- -இல்  X1  =  1 3 4 3 1 41+ = = − − = −;Y  

 ( , )1 3- -இல் பதாடுந்காடடின ்சமனபாடு

   ( )x + 3 4  =   - - -2 1 4( )y

   2 6x +  =  − +y 5  .

   2 1x y+ +  =  0 .

 ( , )1 3- -இல் பதாடுந்காடடின ்சாயவு -2 ,  எனநவ ப்சஙந்காடடின ்சாயவு 
1
2

 

 ( , )1 3- -இல் ப்சஙந்காடடின ்சமனபாடு

   y + 3  =  1
2

1( )x -

   2 6y +  =  x -1

   x y- -2 7  =  0 . 
எடுத்துககோடடு 5.28
 x y2 24 32+ =  என்ற நீள்வட்டத்திற்கு θ

π
=

4
 எனும்நபாது பதாடுந்காடு மற்றும் ப்சஙந்காடடுச 

்சமனபாடு்களளக ்காண்்க.
தீர்வு
 நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு  x y2 24+  =  32

   x y2 2

32 8
+  =  1

   a2  =  32 82, b =  

   a  =  4 2 2 2, b =
 θ =

p
4

 -இல் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு

   
x ycos sinπ π

4
4 2

4
2 2

+  =  1

   x y
8 4
+  =  1

   x y+ −2 8  =  0 .

 ப்சஙந்காடடின ்சமனபாடு 4 2

4

2 2

4

x y

cos sinπ π
−  =  32 8-

   8 4x y-  =  24
   2 6x y- -  =  0 .
மோறறு முர்ற
      θ  =  p

4
  எனில்

   ( cos , sin )a bθ θ  =  4 2
4

2 2
4

cos , sinπ π







    =  ( , )4 2
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 ∴  பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு θ
π

=
4

 -இல் எனபதும் புள்ளி ( , )4 2 -இல் எனபதும் ஒனந்ற.

 எனநவ பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு   xx
a

yy
b

1
2

1
2+  =  1

   x y+ −2 8   =  0

 பதாடுந்காடடுச ்சாயவு -
1
2

 ப்சஙந்காடடுச ்சாயவு 2
 ப்சஙந்காடடின ்சமனபாடு y - 2  =  2 4( )x -

   y x− +2 6  =  0 . 

்யிறசி 5.4
 1. ( , )5 2  என்ற புள்ளியிலிருநது 2 7 142 2x y+ =  என்ற நீள்வட்டத்திற்கு வளரயப்படும் 

பதாடுந்காடு்களின ்சமனபாடு்களளக ்காண்்க.

 2. x y2 2

16 64
1− =  என்ற அதிபரவளளயத்திற்கு, 10 3 9 0x y− + =  என்ற நேரகந்காடடிற்கு இளணயான 

பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு்களளக ்காண்்க.

 3. x y− + =4 0  என்ற நேரகந்காடு x y2 23 12+ =  என்ற நீள்வட்டத்தின பதாடுந்காடு என நிறுவு்க. 
நமலும் பதாடும் புள்ளிளயக ்காண்்க.

 4. y x2 16=  என்ற பரவளளயத்திற்கு, 2 2 3 0x y+ + =  என்ற ந்காடடிற்குச ப்சஙகுத்தான 
பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு ்காண்்க.

 5. y x2 8=  என்ற பரவளளயத்திற்கு  t = 2 -இல் பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு ்காண்்க.

  (குறிப்பு : துளணயலகு வடிவத்ளதப் பயனபடுத்து்க)
 6. 12 9 1082 2x y− = என்ற அதிபரவளளயத்திற்கு θ

π
=

3
-இல் பதாடுந்காடு மற்றும் ப்சஙந்காடடுச 

்சமனபாடு்களளக ்காண்்க. (குறிப்பு : துளணயலகு வடிவத்ளதப் பயனபடுத்து்க)
 7. y ax2 4=  என்ற பரவளளயத்திற்கு ‘ t1 ’ மற்றும் ‘ t2 ’ ஆகிய புள்ளி்களில் அளமயும் 

பதாடுந்காடு்கள் at t a t t1 2 1 2, +( )   என்ற புள்ளியில் ்சநதிககின்றன என நிறுவு்க.

 8. y ax2 4=  என்ற பரவளளயத்திற்கு ‘ t1 ’ என்ற புள்ளியில் வளரயப்படும் ப்சஙந்காடு, 

பரவளளயத்ளத மீண்டும் ‘ t2 ’ என்ற புள்ளியில் ்சநதிககுபமனில்,  t t
t2 1
1

2
= − +









  என நிறுவு்க.

5.7 அன்்றோ்ட வோழ்வில் கூம்பு வரைவுகளின் 

      ்யன்்ோடுகள் (Real life Applications of Conics)

5.7.1 ்ைவரையம் (Parabola)
 பரவளளயத்தின முககியப் பயனபாடு்கள் ஒளி அல்லது வாபனாலி அளல்களின எதிபராளிப்பான 
அல்லது ஏற்பிளய உள்ள்டககியதா்க இருககின்றது. எடுத்துக்காட்டா்க  வா்கனங்களின 
மு்கப்பு     விளககின குறுககு பவடடு. சு்டர விளககு இவற்றில் பரவளளய எதிபராளிப்பான்கள் 
பயனபடுத்தப்படுகி்றது.
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226XII - கணிதவியல்

 பரவளளய எதிபராளிப்பான எனபது பவள்ளி முலாம் பூ்சப்பட்ட பரவளளயம் தன அசள்சப் பற்றிச 
சுற்றுவதால் உருவாகும் வளளதளப்பரப்பாகும். இவற்றில் பல்பு்கள் குவியத்தில் பபாருத்தப்படுகின்றன. 
இதனால் குவியத்திலிருநது பு்றப்படும் ஒளி பரவளளயத்தில் படடு பரவளளயத்தின அசசுககு 
இளணயா்க பிரதிபலிககின்றது. (ப்டம் 5.60) அநத ்சமயம் துளணகந்காள் கிண்ண ஏற்பி மற்றும் 
விளளயாடடு நி்கழ்சசி்களில் பயனபடுத்தப்படும் ஒலிப்பபருககி்கள் நபான்றவற்றில் உள்நள வரும் 
அசசுககு இளணயான வாபனாலி அளல்கள் அல்லது ஒலி அளல்கள் பிரதிபலிக்கப்படடு குவியத்தில் 
ஒனறு ந்சருகின்றது  (ப்டம் 5.59). இநதநபால் ஒரு ்சட்டத்தில் பரவளளயக ்கண்ணாடியும் அதன 
குவியத்தில் ்சளமயற்பாத்திரமும் பபாருத்தப்பட்டால் (ப்டம் 5.1) உள்நள வரும் அசசுககு இளணயான 
சூரிய ஒளிக்கற்ள்ற்கள் பிரதிபலிக்கப்படடுக குவியத்தில் ்சளமப்பதற்குத் நதளவயான பவப்பத்ளத 
உற்பத்தி ப்சயகின்றது.
 பரவளளய வளளவு்கள் அதன மி்கசசி்றநத ்கடடுமான நிளலத்தனளமககும் மற்றும் அதன 
அைகுககும் சி்றநதது. அவற்றில் சில இநதியாவில், ஆநதிர மாநிலத்தில் ந்காதாவரி ேதியின மீதுள்ள 
பாலம், பிரானஸ் ோடடில் பாரிஸ் ே்கரில் உள்ள ஈபில் ந்காபுரம் ஆகும்.

 ப்டம்  5.49 ப்டம்  5.50
5.7.2 நீள்வட்டம் (Ellipse)
 நஜா்கனஸ் ப்கப்ளரின கூற்றுப்படி சூரியக குடும்பத்தில் உள்ள எல்லாக 
ந்காள்்களும் சூரியளன ஒரு குவியமா்கக ப்காண்்ட நீள்வட்டப்பாளதயில் 
சுற்றுகின்றன. சில வால் ேட்சத்திரங்களும்கூ்ட சூரியளன ஒரு குவியமா்கக 
ப்காண்்ட நீள்வட்டப்பாளதயிநலநய சுற்றுகின்றன. எடுத்துக்காட்டா்க,  75 
ஆண்டு்களுககு ஒருமுள்ற நதானறும் ஹாநலயின வால் ேட்சத்திரம் e » 0 97.
ப்காண்்ட ஒரு நீள்வட்டப் பாளதயில் (ப்டம் 5.51) சுற்றுகின்றது. ேம்முள்டய 
துளணகந்காள் ்சநதிரன பூமிளய ஒரு குவியமா்கக ப்காண்்ட 
நீள்வட்டப்பாளதயில் சுற்றுகின்றது. மற்்ற ந்காள்்களின 
துளணகந்காள்்களும் அவற்றின ந்காள்்களளச சுற்றி 
நீள்வட்டப்பாளதயிநலநய சுற்றுகின்றன.

 நீள்வட்ட வளளவு்கள் அவற்றின நிளலத்தனளமககும் அைகுககும் 
பயனபடுத்தப்படுகின்றன. தளலப்பு பா்கம் பேட்டசசும் குற்்றசசும் 
2:1 என்ற விகிதத்தில் இருககுமாறு நீள்வட்ட வடிவில் 
அளமக்கப்பட்ட நீராவி ப்காதி்கலன்கள் மி்கவும் பலம் வாயநததா்க 
இருககும் என ேம்பப்படுகின்றது. ஃநபார-ந்சாபர பீல்டு  
(Bohr-Sommerfeld) அணுகந்காடபாடடில் எலகடரானின 
சுற்றுப்பாளத வட்டம் அல்லது நீள்வட்டமா்க இருககும். சில 
நேரங்களில் (குறிப்பிட்ட நதளவக்கா்க) பற்்சக்கரங்களும் நீள்வட்ட வடிவில் ப்சயயப்படுகின்றன.   
(ப்டம் 5.52)
 ோம் வாழும் ந்காளாகிய பூமி ்சாயநத ந்காளமாகும். அதாவது நீள்வட்டம் தனது குற்்றசள்சப் 
பற்றிச சுற்றுவதால் உருவாகும் திண்மம். இநத ்சாயவுக ந்காளமானது நிலேடுகந்காடடுப் பகுதியில் 
புள்டத்தும், துருவப்பகுதியில் தடள்டயா்கவும் இருககும்.  
 நீள்வட்டத்தின ஒரு குவியத்திலிருநது பவளியாகும் ஒளி அல்லது ஒளிக்கற்ள்ற நீள்வட்டத்தில் 
படடுப் பிரதிபலித்து மற்ப்றாரு குவியத்ளத (ப்டம் 5.62) அள்டகின்றது. இது நீள்வட்டத்தின பிரதிபலிப்பு 

ப்டம்  5.51

ப்டம் 5.52

ஹாலே வால்நட்சத்திரத்தின் 
்ீநளவட்டப் பாத்

76 
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பண்பு ஆகும். இளத இயற்பியலின படுகதிர் மற்றும் பிரதிபலிப்புக் கதிர் என்ற ்கருத்துக்களளப் 
பயனபடுத்தி நிறுவலாம்.
 ஓர ஆச்சரியமூடடும் நீள்வட்ட எதிபராளிப்பான பயனபடுத்தும் மருத்துவக ்கருவி லித்தேொரிப்டேர் 
(ப்டம் 5.4 மற்றும் 5.63) . இது சிறுநீர்கக ்கற்்களளக ்களரப்பதற்கு மின்காநத பதாழில்நுடபம் அல்லது 
அல்டரா்சவுண்ள்ட பயனபடுத்தி மின அதிரவு அளல்களள உருவாககுகின்றது. அநத அளல்கள் 
நீள்வட்டத்தின குறுககுபவடடில் ஒரு குவியத்தில் நதானறி மற்ப்றாரு குவியப்புள்ளியில் சிறுநீர்கக 
்கல்லில் பிரதிபலிககின்றது. இநத முள்றயில் குணமாவதற்்கான ்காலம் வைக்கமான அறுளவச 
சிகிசள்சககு ஆவளதவி்ட குள்றவா்க இருககும். நமலும் அறுளவச சிகிசள்ச இல்லாதது மற்றும் இ்றப்பு 
விகிதம் குள்றவானது இதன சி்றப்பம்்சம்.
5.7.3 அதி்ைவரையம் (Hyperbola)
 சில வால் ேட்சத்திரங்கள் சூரியளன ஒரு குவியத்தில் ப்காண்்ட அதிபரவளளயப் பாளதயில் 
பயணிககின்றன. இவவள்க வால் ேட்சத்திரங்கள், நீள் வட்டப்பாளதயில் வரும் வால் ேட்சத்திரங்கள் 
குறிப்பிட்ட இள்டபவளியில் வருவதுநபால் அல்லாமல் ஒநர ஒரு முள்ற மடடும் சூரியனின அருகில் 
வரும். நமலும் மும்ளப விமான நிளலயக ்கடடி்டக்களல (ப்டம் 5.53),  ந்காளரங்கத்தின குறுககுபவடடு, 
்கப்பல்்களின இருப்பி்டம் ்காணல் (ப்டம் 5.54) அணுமின நிளலய அல்லது  அனல்மின நிளலயக 
குளிரளவககும் ந்காபுரங்கள் (ப்டம் 5.5).

 ப்டம் 5.53 ப்டம் 5.54
எடுத்துககோடடு 5.30
 ஒருவழிப்பாளதயில் உள்ள அளர நீள்வட்ட வளளவின உயரம் 3 மீ மற்றும்  அ்கலம் 12 மீ. ஒரு 
்சரககு வா்கனத்தின அ்கலம் 3 மீ மற்றும் உயரம் 2.7 மீ எனில் இநத வா்கனம் வளளவின வழி ப்சல்ல 
முடியுமா? (ப்டம் 5.6)
தீர்வு

 ்சரககு வா்கனத்தின அ்கலம் 3மீ எனபதால் அது வளளவு வழிச ப்சல்ல ்சாளலயின 
ளமயத்திலிருநது 1.5மீ  தூரத்தில் வளளவின உயரம் ்கணககி்ட 
நவண்டும். இநத உயரம் 2.7மீ அல்லது குள்றவா்க இருநதால் 
்சரககு வா்கனம் வளளவு வழிச ப்சல்லாது.  (ப்டம் 5.6)

 ப்டத்திலிருநது a = 6  மற்றும் b = 3  எனபது 
x y2

2

2

26 3
1+ =  

என்ற நீள்வட்டச ்சமனபாடள்ட அளிககின்றது.
 3மீ அ்கல வா்கனத்தின விளிம்பு ளமயத்திலிருநது x =1 5.
மீ-இல் இருககும். ளமயத்திலிருநது 1.5மீ  தூரத்தில் வளளவின 
உயரம் ்காண x =1 5.  எனச ்சமனபாடடில் பிரதியிடடு y -இன தீரவு ்காண

   

3
2
36 9

2

2








+
y  =  1 

   y2  =  9 1 9
144

−







x

y

2.7

(0,3)

(6,0)(–6,0) 1.5
6 6

1.5

ப்டம் 5.55
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    =  9 135
144

135
16

( )
=  

   y  =  135
4

 

    =  11 62
4
.  

    =  2 90.  

 இதனால் வளளவின ளமயத்திலிருநது 1.5மீ தூரத்தில் வளளவின உயரம் 2.90மீ, ்சரககு 
வா்கனத்தின உயரம் 2.7மீ எனபதால் அது நீள்வட்ட வளளவு வழிநயச ப்சல்லும்.

எடுத்துககோடடு 5.31
 சூரியனிலிருநது பூமியின அதி்கபட்சம் மற்றும் குள்றநதபட்ச தூரங்கள் முள்றநய 152 106× கி.மீ 
மற்றும்  94 5 106. ×  கி.மீ. நீள்வட்டப் பாளதயின ஒரு குவியத்தில் சூரியன உள்ளது. சூரியனுககும் 
மற்ப்றாரு குவியத்திற்குமான தூரம் ்காண்்க.

தீர்வு

 AS  =  94 5 106. ×  கி.மீ, SA ' = ×152 106  கி.மீ.
 a c+  =  152 106×

 a c-  =  94 5 106. ×

 ்கழிக்க 2c  =  57 5 10 575 106 5. × = ×  கி.மீ.

 மற்ப்றாரு குவியத்திலிருநது சூரியனுககு உள்ள தூரம் SS ′ = ×575 105  கி.மீ.

எடுத்துககோடடு 5.32
 ஒரு ்கானகிரீட பாலம் பரவளளய வடிவில் உள்ளது. ்சாளலயினநமல் உள்ள பாலத்தின நீளம் 
40மீ மற்றும் அதன அதி்கபட்ச உயரம் 15மீ எனில் அநதப் பரவளளய வளளவின ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 ப்டத்திலிருநது முளன ( , )0 0  மற்றும் பரவளளயம் கீழ்நோககித் தி்றப்புள்டயது எனலாம்.

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு x2  = -4ay

 ( , )- -20 15  மற்றும் ( , )20 15-  என்ற புள்ளி்கள் பரவளளயத்தின மீதுள்ளன.

 202  = - -4 15a( )  

 4a  =  400
15

 

 x2  = −
×

80
3

y  

 எனநவ ்சமனபாடு  3 2x  =  -80y

எடுத்துககோடடு 5.33
 ஒரு பரவளளயத் பதாளலத்பதா்டரபு அளலவாஙகியின குவியம் அதன முளனயிலிருநது 2மீ 
தூரத்தில் உள்ளது. முளனயிலிருநது 3மீ தூரத்தில் அளலவாஙகியின அ்கலம் ்காண்்க.

தீர்வு

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு  y2  =  4ax .

  குவியம் முளனயிலிருநது 2மீ எனபதால்  a  =  2

ப்டம் 5.56

ப்டம் 5.57

15

40
(20,–15)

O
x

y

(–20,–15)

SS'
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 எனநவ பரவளளயத்தின ்சமனபாடு y2  =  8x

 முளனயிலிருநது  3மீ தூரத்தில் பரவளளயத்தின மீதுள்ள புள்ளி P  

எனில்  P எனபது ( , )3 y ஆ்க இருககும்
   y2  =  8 3×

   y  =  8 3×

   =  2 6

 முளனயிலிருநது 3மீ தூரத்தில் அளலவாஙகியின அ்கலம் 4 6 மீ 
ஆகும்.

5.7.4 ்ைவரையத்தின் பிைதி்லிப்பு ்ண்பு (Reflective property of parabola)
 பரவளளயத்தின குவியத்திலிருநது நதானறும் ஒளி அல்லது, ஒலி அல்லது, வாபனாலி 
அளல்கள் பிரதிபலிப்புககுப் பினபு பரவளளயத்தின அசசுககு இளணயா்கச ப்சல்கின்றன  
(ப்டம் 5.60). மறுதளலயா்க பரவளளயத்தின அசசுககு இளணயா்க வரும் ்கதிர்கள் பிரதிபலிக்கப்படடு 
பரவளளயத்தின குவியத்தில் குவிகின்றது (ப்டம் 5.59).

எடுத்துககோடடு 5.34

 y x=
1
32

2  என்ற ்சமனபாடு சூரிய ஆற்்றலுககுப் பயனபடுத்தப்படும் பரவளளய ்கண்ணாடி்களின 

மாதிரிளயக குறிககின்றது. பரவளளயத்தின குவியத்தில் பவப்பமூடடும் குைாய உள்ளது. இநதக 
குைாய பரவளளயத்தின முளனயிலிருநது எவளவு உயரத்தில் உள்ளது?
தீர்வு 

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு
  
   y  =  1

32
2x  

 அதாவது x2  =  32y   ; முளன ( , )0 0

    =  4 8( )y

   ⇒ a  =  8  

 பவப்பமூடடும் குைாய குவியம் ( , )a 0 -இல் பபாருத்தப்ப்ட நவண்டும். எனநவ பவப்பமூடடும் 

குைாய பரவளளயத்தின முளனயிலிருநது  8 அலகு்கள் உயரத்தில் பபாருத்தப்ப்ட நவண்டும்.

எடுத்துககோடடு 5.35
 ஒரு நதடும் விளககு பரவளளய பிரதிபலிப்பான ப்காண்்டது. (குறுககு பவடடு ஒரு கிண்ண 
வடிவம்). பரவளளய கிண்ணத்தின விளிம்பு்களுககு இள்டநய உள்ள அ்கலம் 40 ப்ச.மீ மற்றும் ஆைம் 
30 ப்ச.மீ. குமிழ் குவியத்தில் பபாருத்தப்படடுள்ளது.
 (1) பிரதிபலிப்புககுப் பயனபடுத்தப்படும் பரவளளயத்தின ்சமனபாடு எனன?
 (2) ஒளி அதி்கபட்சம் தூரம் பதரிவதற்கு குமிழ் பரவளளயத்தின முளனயிலிருநது எவவளவு 

தூரத்தில் பபாருத்தப்ப்ட நவண்டும்.
தீர்வு

 முளன ( , )0 0  என்க.

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு y2  =  4ax

ப்டம் 5.59

S

xO

◄ ◄◄ ◄

◄

◄ ◄◄

y

ப்டம் 5.58

P(3, y)

S(2,0)

P'

X

Y
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 (1) விட்டம் 40 ப்ச.மீ மற்றும் உயரம் 30 ப்ச.மீ. என உள்ளதால் 
பரவளளயத்தின விளிம்பில் உள்ள ஒரு புள்ளி ( , )30 20  ஆகும்.

   202  =  4 30a×

   4a  =  400
30

40
3

= .

   ்சமனபாடு y2  =  
40
3

x .

 (2) குமிழ் குவியத்தில் ( , )0 a ஆ்க இருக்க நவண்டும். எனநவ குமிழ் 

பரவளளயத்தின முளனயிலிருநது 10
3

ப்ச.மீ. தூரத்தில் பபாருத்தப்ப்ட நவண்டும்.

எடுத்துககோடடு 5.36

 ஓர ஒளியியல் ்கண்ணாடி அளமப்பின நீள்வட்டப் பகுதிச ்சமனபாடு
x y2 2

16 9
1+ = . அநத அளமப்பின 

பரவளளயப் பகுதியின குவியம் நீள்வட்டப்பகுதியின வலப்பக்க குவியத்தில் உள்ளது. பரவளளயத்தின 
முளன ஆதிப்புள்ளியிலும், பரவளளயம் வலப்பக்கம் தி்றப்புள்டயதா்கவும் உள்ளது. இநத 
பரவளளயத்தின ்சமனபாடள்டத் தீரமானிக்கவும்.

தீர்வு

 ப்காடுக்கப்பட்ட நீள்வட்டத்தில் 

   a2  =  16 92, b =

   மற்றும்  c2  =  a b2 2-

   c2  =  16 9-

    =  7
   c  =  ± 7

 எனநவ குவியங்கள் F 7 0,( ) மற்றும் ′ −( )F 7 0,  பரவளளயத்தின குவியம் 7 0 7,( ) ⇒ =a .

 பரவளளயத்தின ்சமனபாடு y x2 4 7= .

5.7.5 நீள்வட்டத்தின் பிைதி்லிப்பு ்ண்பு (Reflective Property of an Ellipse)

 குவியங்களிலிருநது நீள்வட்டத்தின மீதுள்ள 
ஏநதனும் ஒரு புள்ளிக்கான ந்காடு்கள் அநதப் 
புள்ளியில் வளரயப்படும் பதாடுந்காடடு்டன 
்சமமான ந்காணங்களள ஏற்படுத்துகின்றன 
(ப்டம் 5.62).

 ஒரு குவியத்திலிருநது உமிைப்படும் 
ஒளி அல்லது ஒலி அல்லது வாபனாலி 
அளல்கள் நீள்வட்டத்தின ஏநதனும் ஒரு புள்ளியில் படடு மற்ப்றாரு குவியத்தில் பப்றப்படுகின்றது  
(ப்டம் 5.63).

எடுத்துககோடடு 5.37
 34மீ நீளமுள்ள ஓர அள்ற பிரதிபலிப்புக கூளரயா்க ்கட்டப்ப்டவுள்ளது. அநத அள்றயின கூள்ற 
நீள்வட்ட வடிவமா்க ப்டம் 5.64-ல் இருப்பது நபால் உள்ளது. அநதக கூளரயின அதி்கபட்ச உயரம் 8 மீ 
எனில், அதன குவியங்கள் எஙந்க அளமயும் எனபளதத் தீரமானிக்கவும். 

ப்டம் 5.60
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◄
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தீர்வு
 நீள்வட்ட வடிவக கூளரயின அளர பேட்டசசு 17மீ, அதன 
உயரம் அளர குற்்றசசு 8மீ. இதனால் 

  c2  =  a b2 2- =  17 82 2-

     c  =  289 64 225− =

   =  15

 நீள்வட்டக கூளரயின குவியங்கள் பேட்டசசின மீது ளமயத்திலிருநது 15மீ தூரத்தில் 

இருககும்.

துனளயில்லொே மருத்துவ அதி்சைம் (A non-invasive medical miracle)
 லித்நதாடிரிப்்டரில், நீள்வட்டத்தின ஒரு குவியத்தில் இருநது அதி்க அதிரபவண் ப்காண்்ட ஒலி 
அளல்கள் உமிைப்படுகின்றன. நீள்வட்டத்தில் மற்ப்றாரு குவியத்தில் நோயாளியின சிறுநீர்கக்கல் 
இருககுமாறு அளமக்கப்படுகின்றது. நீள்வட்டப் பிரதிபலிப்புப் பண்பினபடி ஒரு குவியத்தில் பு்றப்பட்ட 
ஒலி அளல்கள் அடுத்தக குவியத்தில் இருககும் சிறுநீர்கக ்கற்்களளத் தூளாககுகின்றன.
எடுத்துககோடடு 5.38

 நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு 
x y−( )

+ =
11

484 64
1

2 2

 ( x  மற்றும் y -ன மதிப்பு்கள் ப்ச.மீ-இல் 

அளக்கப்படுகின்றது) நோயாளியின சிறுநீர்கக ்கல் மீது அதிரவளல்கள் படுமாறு நோயாளி எநத 
இ்டத்தில் இருக்க நவண்டும் எனக ்காண்்க.
தீர்வு

 நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு 
x y−( )

+ =
11

484 64
1

2 2

. சிறுநீர்கக 

்கற்்களளக ்களரக்க ஒலி அளல்கள் நதானறும் இ்டமும் 
நோயாளியின சிறுநீர்கக ்கல்லும் குவியங்களில் உள்ளவாறு 
அளமய நவண்டும்.
  a2  = 484  மற்றும் b2 64=  

  c2  =  a b2 2-  

   =  484 64-  

   =  420

  c    20 5.

 நோயாளியின சிறுநீர்கக்கல் நீள்வட்டத்தின பேட்டசசில் ளமயத்திலிருநது 20.5 ப்ச.மீ தூரத்தில் 
இருக்க நவண்டும்.

5.7.6 அதி்ைவரையத்தின் பிைதி்லிப்புப் ்ண்பு 

       (Reflective Property of a Hyperbola)
 அதிபரவளளயத்தின ஒரு புள்ளியிலிருநது குவியங்களுககு வளரயப்படும் 
ந்காடு்கள் அநதப் புள்ளியில் உள்ள பதாடுந்காடடு்டன ்சமமான ந்காணங்களள 
உருவாககுகின்றன. (ப்டம் 5.66).
 அதிபரவளளயத்தின ஒரு குவியத்திலிருநது பு்றப்படும் ஒளி அல்லது ஒலி 
அல்லது வாபனாலி அளல்கள் நீள்வட்டத்ளதப் நபால் மற்ப்றாரு குவியத்தில் 
பப்றப்படுகின்றன. இது ஆழ்்க்டலில் பயணிககும் ்கப்பல்்கள் இருககும் இ்டங்களள 
அறியப் பயனபடுகி்றது. (ப்டம் 5.54).

ப்டம் 5.64

ப்டம் 5.65

 ப்டம் 5.66

S'(–c,0) S(–c,0)

P(x,y)

x

y

ß

α

x

y

S' S
34

8

நீள் வட்ட எதிபராலிககும்
கூளர

+

கறக

நீள்வட்ட 
எதிபராலிப்பான
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எடுத்துககோடடு 5.39
 இரு ்க்டநலார ்காவல்பள்டத் தளங்கள் 600 கி.மீ. பதாளலவில்  A( , )0 0 மற்றும் B( , )0 600  என்ற 

புள்ளி்களில் அளமநதுள்ளன.  P  என்ற புள்ளியில் உள்ள ்கப்பலிலிருநது ஆபத்திற்்கான ்சமிகளஞ்கள் 
இரு தளங்களிலும் சிறிதளவு மாறுபட்ட நேரங்களில் பப்றப்படுகின்றன. அவற்றிலிருநது ்கப்பல், தளம் 
B ளய வி்ட தளம் A -ககு 200  கி.மீ. அதி்க தூரத்தில் உள்ளதா்க தீரமானிக்கப்படுகின்றது. எனநவ 
அநதக ்கப்பல் இருககும் இ்டம் வழியா்கச ப்சல்லும் அதிபரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 இரு ்க்டநலார ்காவல்பள்டத் தளங்கள் குவியலங்களாதலால் அவற்றின ளமயம்  ( , )0 300  

அதிபரவளளயத்தின ளமயமாகும். எனநவ ்சமனபாடு
y
a

x
b

−( )
−

−( )
=

300 0
1

2

2

2

2  . ... (1)

 a  மற்றும் b -ன மதிப்பு ்காண அதிபரவளளயத்தின மீதுள்ள இருபுள்ளி்களள எடுத்துப் 

பிரதியி்டலாம்.
 A ஆனது B -ஐ வி்ட 200  கி.மீ. அதி்க தூரத்தில் உள்ளதால்  ( , )0 400  அதிபரவளளயத்தின 

மீதுள்ள புள்ளி 
400 300 0 1

2

2 2

−( )
− =

a b
100 1 10000

2

2
2

a
a= =,  மற்ப்றாரு புள்ளி ( , )x 600 -ம் 

அதிபரவளளயத்தின மீது 600 2002 2 2+ = +( )x x எனுமாறு உள்ளது.

   360000 2+ x  =  x x2 400 40000+ +
   x  =  800

 (1)-இல் பிரதியி்ட,  
600 300

10000
800 02 2

2

−( )
−

−( )
b

 =  1

   9 640000
2-

b
 =  1

   b2  =  80000

 நதளவயான  ்சமனபாடு 
y x−( )

− =
300

10000 80000
1

2 2

 இநத அதிபரளவளயத்தின ஏநதா ஒரு புள்ளியில்தான அநத 
்கப்பல் உள்ளது. மூன்றாவது ஒரு ்காவல்பள்டத் தளத்ளதப் பயனபடுத்தி அதன ்சரியான இருப்பி்டத்ளதக 
்காண முடியும்.

எடுத்துககோடடு 5.40
    ஒரு குறிப்பிட்ட பதாளலநோககியில் பரவளளய பிரதிபலிப்பான மற்றும் அதிபரவளளய 
பிரதிபலிப்பான இரண்டும் உள்ளது. ப்டம்  5.68-இல் உள்ள பதாளலநோககியில் பரவளளயத்தின 
முளனயிலிருநது 14மீ உயரத்தில் உள்ள F1  என்ற அதிபரவளளயத்தின ஒரு குவியம் பரவளளயத்தின 
குவியமா்கவும் உள்ளது. அதிபரவளளயத்தின இரண்்டாவது குவியம் F2  பரவளளயத்தின 
முளனயிலிருநது 2மீ உயரத்தில் உள்ளது. அதிபரவளளயத்தின முளன  F1 -ககு 1மீ கீநை உள்ளது. 
அதிபரவளளயத்தின ளமயத்ளத ஆதியா்கவும் குவியங்களள y -அசசிலும் ப்காண்்ட 

அதிபரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.
தீர்வு

 பரவளளயத்தின முளன V1  மற்றும் அதிபரவளளயத்தின முளன V2  என்க.

   F F1 2  =  14 2 12− =  மீ,  2 12 6c c= =,

ப்டம் 5.67

y

x

(x, 600)

x + 200

(0,0)

300

600
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B

400
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இரு பரிமாண பகுமுறைவடிவியல் - II233

 ளமயத்திலிருநது அதிபரவளளயத்தின 
 முளனககு உள்ள தூரம்
 a = − =6 1 5

   b2  =  c a2 2-

    =  36 25 11− = .

 எனநவ அதிபரவளளயத்தின ்சமனபாடு  
y x2 2

25 11
1− = .

்யிறசி 5.5

 1. ஒரு பாலம் பரவளளய வளளவில் உள்ளது. ளமயத்தில் 10மீ உயரமும், அடிப்பகுதியில் 30மீ 
அ்கலமும் உள்ளது. ளமயத்திலிருநது இருபு்றமும் 6 மீ தூரத்தில் பாலத்தின உயரத்ளதக 
்காண்்க.

 2. ஒரு ோனகு வழிச்சாளலக்கான மளலவழிநய ப்சல்லும் சுரங்கப்பாளதயின மு்கப்பு ஒரு நீள்வட்ட 
வடிவமா்க உள்ளது. பேடுஞ்சாளலயின பமாத்த அ்கலம் (மு்கப்பு அல்ல) 16மீ. ்சாளலயின 
விளிம்பில் சுரங்கப்பாளதயின உயரம், 4மீ உயரமுள்ள ்சரககு வா்கனம் ப்சல்வதற்குத் 
நதளவயான அளவிற்கும் மு்கப்பின அதி்கபட்ச உயரம் 5மீ ஆ்கவும் இருக்க நவண்டுபமனில் 
சுரங்கப்பாளதயின தி்றப்பின அ்கலம் எனனவா்க இருக்க நவண்டும்?

 3. ஒரு நீரூற்றில், ஆதியிலிருநது 0.5மீ கிள்டமட்டத் தூரத்தில் நீரின அதி்கபட்ச உயரம் 4மீ, நீரின 

பாளத ஒரு பரவளளயம் எனில் ஆதியிலிருநது 0.75மீ கிள்டமட்டத் தூரத்தில் நீரின உயரத்ளதக 
்காண்்க.

 4. பபாறியாளர ஒருவர குறுககு பவடடு பரவளளயமா்க உள்ள ஒரு துளணகந்காள் ஏற்பிளய 
வடிவளமககின்றார. ஏற்பி அதன நமல்பக்கத்தில் 5மீ அ்கலமும், முளனயிலிருநது குவியம்   
1.2 மீ தூரத்திலும் உள்ளது.

  (a) முளனளய ஆதியா்கவும், x-அசசு பரவளளயத்தின ்சமசசீர அச்சா்கவும் ப்காண்டு ஆய 
அசசு்களளப் பபாருத்தி பரவளளயத்தின ்சமனபாடு ்காண்்க.

  (b) முளனயிலிருநது ப்சயற்ள்ககந்காள் ஏற்பியின ஆைம் ்காண்்க.

 5. ஒரு பதாஙகு பாலத்தின 60மீ ்சாளலப்பகுதிககு பரவளளய ்கம்பி வ்டம் ப்டத்தில் உள்ளவாறு 
பபாறுத்தப்படடுள்ளது. ப்சஙகுத்துக ்கம்பி வ்டங்கள் ்சாளலப்பகுதியில் ஒவபவானறுககும் 6மீ 
இள்டபவளி இருககுமாறு அளமக்கப்படடுள்ளது. முளனயிலிருநது முதல் இரண்டு ப்சஙகுத்து 
்கம்பி வ்டங்களுக்கான நீளத்ளதக ்காண்்க.

ப்டம் 5.69
 6. ஒரு அணு உளல குளிரூடடும் தூணின குறுககு பவடடு அதிபரவளளய வடிவில் உள்ளது. 

ப்டம் 5.68
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நமலும் அதன ்சமனபாடு
x y2

2

2

230 44
1− =  .   தூண் 150மீ உயரமுள்டயது. நமலும் 

அதிபரவளளயத்தின ளமயத்திலிருநது தூணின நமல்பகுதிக்கான தூரம் ளமயத்திலிருநது 
அடிப்பகுதிககு உள்ள தூரத்தில் பாதியா்க உள்ளது. தூணின நமற்பகுதி மற்றும் அடிப்பகுதியின 
விட்டங்களளக ்காண்்க.

ப்டம் 5.70
 7. 1.2 மீ நீளமுள்ள தடி அதன முளன்கள் எப்நபாதும் ஆய அசசு்களளத் பதாடடுச ப்சல்லுமாறு 

ே்கருகின்றது. தடியின x -அசசு முளனயிலிருநது 0.3மீ தூரத்தில் உள்ள ஒரு புள்ளி P-ன 
நியமப்பாளத ஒரு நீள்வட்டம் என நிறுவு்க, நமலும் அதன ளமயத்பதாளலத்த்கவும் ்காண்்க.

 8. தளரமட்டத்திலிருநது 7.5மீ உயரத்தில் தளரககு இளணயா்கப் பபாருத்தப்பட்ட ஒரு 
குைாயிலிருநது பவளிநயறும் நீர தளரளயத் பதாடும் பாளத ஒரு பரவளளயத்ளத 
ஏற்படுத்துகி்றது. நமலும் இநதப் பரவளளயப் பாளதயின முளன குைாயின வாயில் அளமகி்றது. 

குைாய மட்டத்திற்கு 2.5மீ கீநை நீரின பாயவானது குைாயின முளன வழியா்கச ப்சல்லும் 

நிளல குத்துக ந்காடடிற்கு 3மீ தூரத்தில் உள்ளது. எனில் குத்துக ந்காடடிலிருநது எவவளவு 
தூரத்திற்கு அப்பால் நீரானது தளரயில் விழும் எனபளதக ்காண்்க.

 9. ஒரு ராகப்கட பவடியானது ப்காளுத்தும்நபாது அது ஒரு பரவளளயப் பாளதயில் ப்சல்கி்றது. 

அதன உச்ச உயரம் 4மீ-ஐ எடடும்நபாது அது ப்காளுத்தப்பட்ட இ்டத்திலிருநது கிள்டமட்டத் 

தூரம் 6மீ பதாளலவிலுள்ளது. இறுதியா்க கிள்டமட்டமா்க 12மீ பதாளலவில் தளரளய 
வநதள்டகி்றது. எனில் பு்றப்பட்ட இ்டத்தில் தளரயு்டன ஏற்படுத்தப்படும் எறிந்காணம் ்காண்்க.

 10. A , B  என்ற இரு புள்ளி்கள் 10கி.மீ இள்டபவளியில் உள்ளன. இநதப் புள்ளி்களில் பவவநவறு 

நேரங்களில் ந்கட்கப்பட்ட பவடிச்சத்தத்திலிருநது பவடிச்சத்தம் உண்்டான இ்டம் A  என்ற 

புள்ளி B என்ற புள்ளிளயவி்ட 6 கி.மீ அரு்காளமயில் உள்ளது என நிரணயிக்கப்பட்டது. 

பவடிச்சத்தம் உண்்டான இ்டம் ஒரு குறிப்பிட்ட வளளவளரககு உடபட்டது என நிரூபித்து அதன 
்சமனபாடள்டக ்காண்்க.

்யிறசி 5.6

்கொடுக்கப்படடே ேொன்கு வினடேகளிலிருநது ்சரிைொை அல்லது மிகப் ்பொருத்ேமொை வினடேனைத் 
தேர்ந்ேடுக்க.

 1. ( , )1 5  மற்றும் ( , )4 1  என்ற புள்ளி்கள் வழிச ப்சல்வதும் y -அசள்சத் பதாடடுச ப்சல்வதுமான 

வட்டத்தின ்சமனபாடு  x y x y x y2 2 5 6 9 4 3 19 0+ − − + + + −( ) =λ  எனில் λ -ன மதிப்பு

  (1) 0 40
9

,-  (2) 0  (3) 40
9

 (4) -40
9

x

y

150 மீ
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 2. ப்சவவ்கல நீளம்  8 அலகு்கள் மற்றும் துளணயசசின நீளம் குவியங்களுககிள்டநய உள்ள 
தூரத்தில் பாதி உள்ள அதிபரவளளயத்தின ளமயத்பதாளலத் த்கவு 

  (1) 
4
3

 (2) 
4
3

 (3) 
2
3

 (4) 
3
2

 3. வட்டம் x y x y2 2 4 8 5+ = + +  நேரகந்காடு 3 4x y m− = -ஐ இரு பவவநவறு புள்ளி்களில் 
பவடடுகின்றது எனில்

  (1) 15 65< <m  (2) 35 85< <m  (3) − < < −85 35m  (4) − < <35 15m

 4. x -அசள்ச (1,0) என்ற புள்ளியில் பதாடடுச ப்சல்வதும் ( , )2 3  என்ற புள்ளிவழிச ப்சல்வதுமான 

வட்டத்தின விட்டம்

  (1) 6
5

 (2) 5
3

 (3) 10
3

 (4) 3
5

 5. 3 4 6 02 2 2x by bx by b+ + − + =  என்ற வட்டத்தின ஆரம்

  (1) 1 (2) 3  (3) 10  (4) 11

 6. x x2 8 12 0− − =   மற்றும் y y2 14 45 0− + =  என்ற ந்காடு்களால் அள்டபடும் ்சதுரத்தின உள்நள 

வளரயப்படும் மி்கப்பபரிய வட்டத்தின ஆரம் 
  (1) ( , )4 7   (2) ( , )7 4   (3) ( , )9 4   (4) ( , )4 9  

 7. நேரகந்காடு 2 4 3x y+ = -ககு இளணயா்க x y x y2 2 2 2 1 0+ − − + =  என்ற வட்டத்தின 

ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு
  (1) x y+ =2 3   (2) x y+ + =2 3 0   (3) 2 4 3 0x y+ + =   (4) x y− + =2 3 0

 8. P x y( , )  என்ற புள்ளி குவியங்கள் F1 3 0( , )  மற்றும் F2 3 0( , )-  ப்காண்்ட கூம்பு வளளவு 

16 25 4002 2x y+ = -ன மீதுள்ள புள்ளி எனில் PF PF1 2+ -ன மதிப்பு

  (1) 8 (2) 6 (3) 10 (4) 12
 9. x y+ = 6  மற்றும் x y+ =2 4  என்ற நேரகந்காடு்களள விட்டங்களா்கக ப்காண்டு ( , )6 2  

புள்ளிவழிச ப்சல்லும் வட்டத்தின ஆரம்

  (1) 10  (2) 2 5  (3) 6  (4) 4

 10. x
a

y
b

2

2

2

2 1− =   மற்றும் 
x
a

y
b

2

2

2

2 1− = −   என்ற அதிபரவளளயங்களின குவியங்கள் ஒரு ோற்்கரத்தின 

முளன்கள் எனில் அநத ோற்்கரத்தின பரப்பு

  (1) 4 2 2( )a b+   (2) 2 2 2( )a b+   (3) a b2 2+   (4) 1
2

2 2( )a b+  

 11. y x2 4=   என்ற பரவளளயத்தின ப்சவவ்கல முளன்களில் வளரயப்பட்ட ப்சஙகுத்துக ந்காடு்கள் 

( ) ( )x y r− + + =3 22 2 2  என்ற வட்டத்தின பதாடுந்காடு்கள் எனில்  r 2  -ன மதிப்பு

  (1) 2   (2) 3   (3) 1  (4) 4  

 12. x y k+ =  என்ற நேரகந்காடு பரவளளயம் y x2 12= -இன ப்சஙந்காடடுச ்சமனபா்டா்க 

உள்ளது எனில்  k -ன மதிப்பு

  (1) 3   (2) -1  (3) 1  (4) 9
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 13. நீள்வட்டம் E1  : x y2 2

9 4
1+ =  ப்சவவ்கம் R -ககுள் ப்சவவ்கத்தின பக்கங்கள் நீள்வட்டத்தின 

அசசு்களுககு இளணயா்க இருககுமாறு அளமநதுள்ளன. அநத ப்சவவ்கத்தின சுற்றுவட்டமா்க 
அளமநத மற்ப்றாரு நீள்வட்டம் E2 , ( , )0 4 என்ற புள்ளி வழியா்கச ப்சல்கி்றது எனில்  அநத 
நீள்வட்டத்தின ளமயத்பதாளலத் த்கவு

  (1) 2
2

 (2) 3
2

 (3) 1
2

 (4) 3
4

 14. 2 1x y− =  என்ற ந்காடடிற்கு இளணயா்க
x y2 2

9 4
1− =  என்ற நீள்வட்டத்திற்கு பதாடுந்காடு்கள் 

வளரயப்பட்டால் பதாடுபுள்ளி்களில் ஒனறு

  (1) 9
2 2

1
2

, −





  (2) −








9
2 2

1
2

,  (3) 9
2 2

1
2

,





  (4) 3 3 2 2,−( )

 15. x y2 2

16 9
1+ =  என்ற நீள்வட்டத்தின குவியங்கள் வழியா்கவும் ( , )0 3  என்ற புள்ளிளய 

ளமயமா்கவும் ப்காண்்ட நீள்வட்டத்தின ்சமனபாடு 
  (1) x y y2 2 6 7 0+ − − =   (2) x y y2 2 6 7 0+ − + =

  (3) x y y2 2 6 5 0+ − − =   (4) x y y2 2 6 5 0+ − + =

 16. C  என்ற வட்டத்தின ளமயம் ( , )1 1  மற்றும் ஆரம் 1 அலகு என்க. T என்ற வட்டத்தின ளமயம்

( , )0 y  ஆ்கவும் ஆதிப்புள்ளி வழியா்கவும் உள்ளது. நமலும் C  என்ற வட்டத்ளத பவளிப்பு்றமா்கத் 

பதாடடுச ப்சல்கி்றது எனில் வட்டம் T -ன ஆரம்

  (1) 3
2

 (2) 3
2

 (3) 1
2

 (4) 1
4

 17. ளமயம் ஆதிப்புள்ளியா்கவும் பேட்டசசு x-அச்சா்கவும் உள்ள நீள்வட்டத்ளதக ்கருத்தில் 

ப்காள்்க. அதன ளமயத்பதாளலத் த்கவு 
3
5

 மற்றும் குவியங்களுககிள்டநய உள்ள தூரம் 6 

எனில் அநத நீள்வட்டத்தின உள்நள பேட்டசசு மற்றும் குற்்றசசு்களள மூளலவிட்டங்களாக 
ப்காண்டு வளரயப்படும் ோற்்கரத்தின பரப்பு

  (1) 8 (2) 32 (3) 80 (4) 40

 18. x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  என்ற நீள்வட்டத்தினுள் வளரயப்படும் மி்கப்பபரிய ப்சவவ்கத்தின பரப்பு

  (1) 2ab  (2) ab  (3) ab  (4) a
b

 19. நீள்வட்டத்தின அளரககுற்்றசசு OB , F  மற்றும் ′F  குவியங்கள் மற்றும் FBF ′  ஒரு 

ப்சஙந்காணம் எனில் அநத நீள்வட்டத்தின ளமயத்பதாளலத் த்கவு ்காண்்க.

  (1) 1
2

 (2) 1
2

 (3) 1
4

 (4) 1
3
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 20. ( ) ( )x y y
− + − =3 4

9
2 2

2

 என்ற நீள்வட்டத்தின ளமயத்பதாளலத் த்கவு

  (1) 3
2

   (2) 1
3

   (3) 1
3 2

   (4) 1
3

  

 21. P என்ற புள்ளியிலிருநது y x2 4=  என்ற பரவளளயத்திற்கு வளரயப்படும் இரு 

பதாடுந்காடு்களுககிள்டநயயான ந்காணம் ப்சஙந்காணம் எனில் P -ன நியமப்பாளத
  (1) 2 1 0x + =  (2) x = −1  (3) 2 1 0x − =  (4) x =1

 22. ( , )1 2- என்ற புள்ளி வழியா்கவும் ( , )3 0 என்ற புள்ளியில் x  -அசள்சத் பதாடடுச ப்சல்வதுமான 

வட்டம் பினவரும் புள்ளி்களில் எநதப் புள்ளி வழியா்கச ப்சல்லும்?
  (1) ( , )-5 2  (2) ( , )2 5-  (3) ( , )5 2-  (4) ( , )-2 5

 23. ( , )-2 0 -இலிருநது ஒரு ே்கரும் புள்ளிக்கான தூரம் அநதப் புள்ளிககும் நேரகந்காடு   

x =
−9
2

 -ககும் இள்டநயயான தூரத்ளதப் நபால்  
2
3

  ம்டஙகு உள்ளது எனில் அநதப் புள்ளியின 

நியமப்பாளத
  (1) பரவளளயம் (2) அதிபரவளளயம் (3) நீள்வட்டம் (4) வட்டம்

 24. x a b x2 4 0− + − =( )  என்ற ்சமனபாடடின மூலங்களின மதிப்பு்கள் m -ன மதிப்பு்களா்க 

இருககும்நபாது y mx= + 2 5  என்ற நேரகந்காடு 16 9 1442 2x y− =  என்ற அதிபரவளளயத்ளதத் 

பதாடடுச ப்சல்கின்றது எனில் ( )a b+ -ன மதிப்பு

  (1) 2   (2) 4   (3) 0   (4) -2

 25. x y x y c2 2 8 4 0+ − − + =  என்ற வட்டத்தின விட்டத்தின ஒரு முளன ( , )11 2  எனில் அதன 
மறுமுளன

  (1) ( , )-5 2   (2) ( , )2 5-   (3) ( , )5 2-   (4) ( , )-2 5  

்ோ்டச்சுருககம்

 (1) வட்டச ்சமனபாடடின திட்டவடிவம் ( ) ( )x h y k r− + − =2 2 2 .

  (i) ளமயம் ( , )h k   (ii) ஆரம் ‘ r ’ 

 (2) வட்டச ்சமனபாடடின பபாது வடிவம் x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + = .

  (i) ளமயம் ( , )- -g f     (ii) ஆரம் = g f c2 2+ −

 (3) lx my n+ + = 0  என்ற நேரகந்காடும் x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  

  என்ற வட்டமும் பவடடிக ப்காள்ளும் புள்ளி்கள் வழிநய ப்சல்லும் வட்டத்தின ்சமனபாடு 
x y gx fy c lx my n2 2 12 2 0+ + + + + + + = ∈λ λ( ) ,  .

 (4) ஒரு வட்டத்தின விட்டத்தின முளனப்புள்ளி்கள் ( , )x y1 1  மற்றும் ( , )x y2 2  எனில் அநத 

வட்டத்தின ்சமனபாடு ( )( ) ( )( )x x x x y y y y− − + − − =1 2 1 2 0  ஆகும்.

 (5) ( , )x y1 1  என்ற புள்ளியில் x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =  என்ற வட்டத்தின பதாடுந்காடுச 

்சமனபாடு xx yy g x x f y y c1 1 1 1 0+ + + + + + =( ) ( )  
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 (6) ( , )x y1 1   என்ற புள்ளியில் x y gx fy c2 2 2 2 0+ + + + =   என்ற வட்டத்தின ப்சஙந்காடடுச 

்சமனபாடு yx xy g y y f x x1 1 1 1 0− + − − − =( ) ( ) .

அடடேவனண 1

தேோடுநகோடு மறறும் தசஙநகோடு

வளளவளர ்சமனபாடு பதாடுந்காடடுச ்சமனபாடு ப்சஙந்காடடுச ்சமனபாடு

வட்டம்

x y a2 2 2+ =   (i) ்காரடடீசியன வடிவம்
  xx yy a1 1

2+ =  

 (ii) துளணயலகு வடிவம்
  x y acos sinθ θ+ =  

 (i) ்காரடடீசியன வடிவம்
  xy yx1 1 0− =  

 (ii) துளணயலகு வடிவம்
  x ysin cosθ θ− = 0  

பரவளளயம்
y ax2 4=   (i) yy a x x1 12= +( )  

 (ii) yt x at= + 2  

 (i) xy y ay x y1 1 1 12 2+ = +  

 (ii) y xt at at+ = +3 2  

நீள்வட்டம்

x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =   (i) xx
a

yy
b

1
2

1
2 1+ =  

 (ii) x
a

y
b

cos sinθ θ
+ =1  

 (i) a x
x

b y
y

a b
2

1

2

1

2 2+ = −  

 (ii) ax by a b
cos sinθ θ

− = −2 2  

அதி 
பரவளளயம்

x
a

y
b

2

2

2

2 1− =   (i) xx
a

yy
b

1
2

1
2 1− =  

 (ii) x
a

y
b

sec tanθ θ
− =1  

 (i) a x
x

b y
y

a b
2

1

2

1

2 2+ = +  

 (ii) ax by a b
sec tanθ θ

+ = +2 2  

அடடேவனண 2
y mx c= +  என்்ற ந�ர்கநகோடு கூம்பு வரைகளின் 

தேோடுநகோ்டோக இருகக நி்நேரை

கூம்பு
 வளளவு ்சமனபாடு பதாடுந்கா்டா்க 

இருக்க நிபநதளன பதாடுபுள்ளி பதாடுந்காடடுச 
்சமனபாடு

வட்டம்
x y a2 2 2+ =  c a m2 2 21= +( )

am
m

a
m1 12 2+

±

+









,  y mx m= ± +1 2  

பரவளளயம் y ax2 4=  c a
m

=  a
m

a
m2

2,





  y mx a

m
= +  

நீள்வட்டம்
x
a

y
b

2

2

2

2 1+ =  
c a m b2 2 2 2= +  −









a m
c

b
c

2 2

,  y mx a m b= ± +2 2 2  

அதி 
பரவளளயம்

x
a

y
b

2

2

2

2 1− =  
c a m b2 2 2 2= − − −









a m
c

b
c

2 2

,  y mx a m b= ± −2 2 2
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இரு பரிமாண பகுமுறைவடிவியல் - II239

அடடேவனண 3

துரணயைகு வடிவஙகள்

கூம்பு வளளவு துளணயலகுச 
்சமனபாடு்கள் துளணயலகு துளணயலகு 

வீசசு

கூம்பு வளளவின 
மீதுள்ள 

ஏபதனுபமாரு புள்ளி

வட்டம்
x a= cosθ

y a= sinθ
θ 0 2≤ ≤θ π

‘θ ’ or 

( cos , sin )a aθ θ

பரவளளயம்
x at= 2

y at= 2
t −∞ < < ∞t

‘ t ’ or 

( , )at at2 2

நீள்வட்டம்
x a= cosθ

y b= sinθ
θ 0 2≤ ≤θ π

‘θ ’ or 

( cos , sin )a bθ θ

அதி 
பரவளளயம்

x a= secθ

y b= tanθ
θ

− ≤ ≤π θ π  

except θ π
= ±

2

‘θ ’  or

( sec , tan )a bθ θ

5.4.3 கூம்பு வரைவின் த்ோதுச் சமன்்ோடு Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + = -லிருநது 

கூம்புவரைவின் வடிவஙகரை அர்டயோைம் கோணல்

(Identifying the conics from the general equation of the conic Ax Bxy Cy Dx Ey F2 2 0+ + + + + = )

 இரண்்டாம்படி ்சமனபாடடின வளரப்டம் பினவரும் நிபநதளன்களுககு ஏற்ப வட்டம், பரவளளயம், 
நீள்வட்டம், அதிபரவளளயம், ஒரு புள்ளி, பவற்றுக்கணம், ஒரு நேரகந்காடு அல்லது ஒரு இரடள்ட 
நேரகந்கா்டா்க இருககும்.

 (1) A C B D h E k F h k r= = = = − = − = + −1 0 2 2 2 2 2, , , ,  எனில் பபாதுச்சமனபாடு 

( ) ( )x h y k r− + − =2 2 2  எனககிள்டககும். இது ஒரு வட்டம் ஆகும்.

 (2) B = 0  மற்றும் A  அல்லது C = 0  எனில், பபாதுச்சமனபாடு ோம் படித்த ஏநதனும் ஒரு 

பரவளளயம் ஆகும்.

 (3) A C¹  மற்றும் A  மற்றும் C  இரண்டும் ஒநர குறியா்க இருப்பின பபாதுச ்சமனபாடு 

நீள்வட்டத்ளதத் தரும்.

 (4) A C¹  மற்றும் A  மற்றும் C  இரண்டும் ஒனறுகப்கானறு எதிரகுறியா்க இருககுமானால் 

பபாதுச ்சமனபாடு அதிபரவளளயத்ளதத் தரும்.
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240XII - கணிதவியல்

இரணயச் தசயல்்ோடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/vchq92pg அல்ைது Scan the QR Code
 இளணய உலாவிளய தி்றக்கவும், ப்காடுக்கப்படடுள்ள உரலி/விளரவுக 
குறியீடள்ட தட்டசசு ப்சயயவும். GeoGebra-வின "12th Standard Mathematics" பக்கம் 
நதானறும். இப்பணித்தாள் புத்த்கத்தின இ்டது பக்கம் உங்கள் பா்டநூலு்டன 
பதா்டரபுள்டய பல அத்தியாயங்கள் ்காணப்படும். அவற்றில் "Two Dimensional Analytical  
Geometry-II" எனும் அத்தியாயத்ளதத் நதரவு ப்சய்க. இப்பபாழுது இப்பா்டம் பதா்டரபான 
பல பணித்தாள்்களள இப்பக்கத்தில் ்காண்பீர்கள். "Conic Tracing" பயிற்சித்தாளள நதரவு 
ப்சய்க.

 (5) A C=  மற்றும் B D E F= = = = 0 , எனில் பபாதுச ்சமனபாடு x y2 2 0+ =  என்ற புள்ளியா்க 
மாறும்.

 (6) A C F= =  மற்றும் B D E= = = 0 , எனில் பபாதுச ்சமனபாடு x y2 2 1 0+ + =  என்ற பவற்றுக 
்கணத்ளதத் தரும்.

 (7) A¹ 0  அல்லது C ¹ 0  மற்றும் மற்்ற ப்கழுக்கள் பூசசியம் எனில் பபாதுச ்சமனபாடு ஆய 
அசசு்களின ்சமனபாடள்டத் தரும்.

 (8) A C= −  மற்றும் மற்்ற அளனத்து உறுப்பு்களும் பூசசியம் எனில் பபாதுச ்சமனபாடு x y2 2 0− =  
என்ற இரடள்ட நேரகந்காடள்டத் தரும்.
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அளவுகளின்     இணைப்பே     கணிதமாகும்.
எதணையும்     சமமாக்�ா     சமமற்றதாக்�ா     ஒபபிடு�து     அள�ாகும்.

�லியுறுத்தும்     எககருத்ணதயும்     மற்்றாரு     கருத்தாக     மாற்ற   இயலு்மனில்     
அண�     சமம்.   

-    ்ெரமன்     குன்தர   கிராஸமன்

6.1  அறிமுகம் (Introduction)
	 வெக்டர்கள்	 மற்றும்	 வெக்டர்களின்	 மீதான	 வெயல்ாடு்கள்	 ்ற்றிய	
்கருததாக்கத்த	 முந்தய	 ெகுப்பு்களில	 ்கற்றுள்்ளாம்.	 வெக்டர்கள்	 ்ற்றிய	
நவீன	 ்கருததாக்கம்	 வெஸல	 (1745-1818)	 மற்றும்	 ஆர்கண்ட்	 (1768-1822) 
ஆகி்யாரால	 ெடிெக்கணித	மு்ையில	 ்கலப்வ்ண்்க்ள	ஆய	அச்சு	 தளததில	
தி்ெயிட்்ட	 ்நரக்்காட்டுத	 துண்்டா்க	 விெரிக்க	முற்்டும்	 ்்ாது	 ்தான்றியது	
எனலாம்.	 எண்்ணளவு	 மற்றும்	 தி்ெ்யப்	 வ்ற்றுள்ள	 ்கணியம்	 வெக்டர	
எனவும்,	 வதா்டக்கப்புள்ளி்களின்	 நி்ல்க்ள	 ்கருததில	 வ்காள்ளாமல,	 சம 
எணைளண�யும் ஒ்ர திணசணயயும் ்காணடுளள இரு ்�க்டரகள 
எப்போழுதும் சமமாைண� எைவும் கறறுள்ளாம்.  
 ்மலும்,	 a  அலலது	 1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ + 	 என	 எடுததுகவ்காண்டு	 இரு	
வெக்டர்களின்	கூடுதல,	வெக்டர்களின்	தி்ெயிலி	வ்ருக்கல,	புள்ளிப்	வ்ருக்கல	
மற்றும்	 வெக்டர	 வ்ருக்கல	 ஆகியெற்்ை	 ்கற்ைறிநதுள்்ளாம்.	 ்நரக்்காடு்களின்	 ெமன்்ாடு்கள்	
மற்றும்	தளங்கள்	்ற்றி	விொதிக்கவும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ஒரு	வெக்டரின்	எண்்ணளவு,	தி்ெ	மற்றும்	
வெக்டர	 ்ற்றிய	 ்கருததாக்கங்க்ள	 ்மலும்	 	 வதளிொ்க	 அறிநதுவ்காள்ளவும்,	 வெக்டர்களின்	
ெடிெக்கணித	 அறிமு்கத்த	 நி்னவு	 கூர்ொம்.	 பு்கழ்	 வ்ற்ை	 ்கணிதவியலாளர்கள்	 கிராஸமன்,	
ஹாமில்டன்,	 கிளிிஃ்ரட்	 மற்றும்	 கிப்ஸ	 ஆகி்யார	 புள்ளிப்	 வ்ருக்கல	 மற்றும்	 வெக்டர	 வ்ருக்கல	
ஆகியெற்்ை	அறிமு்கப்்டுததிய	முன்்னாடி்கள்	ஆெர.	

	 இயற்பியலில	 ்நரி்்டயா்கவும்,	 வ்ாறியியல	 மற்றும்	 மருததுெம்	 ொரநத	 ்டிப்பு்களில	
நுண்்கணிததது்டனும்	அதி்க	அளவில	வெக்டர	இயற்்கணிதம்	் யன்்டுகிைது.	அெற்றில	ஒரு	சிலெற்்ை		
்காண்்்ாம்.

 • இ்்ண்கரததிண்மததின்	 ்கன	 அளவு,	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல	 ஆகியெற்்ைக	 ்க்ணககி்டப்	
வெக்டர	இயற்்கணிதம்	்யன்்டுகிைது.

 • இயநதிரவியலில,	வி்ெ	மற்றும்	திருப்புததிைன்	்கா்ண	தி்ெயிலி	வ்ருக்கல	மற்றும்	வெக்டர	
வ்ருக்கல	ஆகிய்ெ	்யன்்டுகின்ைன.

 • வெக்டர்களின்	 சுழல	 மற்றும்	 ்ாய்வு	 ஆகியெற்்ை	 அறிமு்கப்்டுதத	 நுண்்கணிததது்டன்	
வெக்டர	 இயற்்கணிதம்	 ்யன்்டுததப்்டுகிைது.	 மின்்காநதவியல,	 நீரியக்கவியல,	 இரதத	
ஓட்்டம்,	ராகவ்கட்	ஏவுதல	மற்றும்	வெயற்்்கக்்காளின்	்ா்த		ஆகியெற்்ை	்கற்ைறிய	சுழல	
மற்றும்	்ாய்வு	மி்கவும்	்யன்்டுகிைது.

 • விண்வெளியில	 இரண்டு	 விமானங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	 ்கா்ணவும்	 அெற்றின்	
்ா்த்களுககு	 இ்்ட்யயுள்ள	 ்்கா்ணம்	 ்கா்ணவும்	 புள்ளிப்	 வ்ருக்கல	 மற்றும்	 வெக்டர	
வ்ருக்கல	்யன்்டுகிைது.

்�ாணசயா 
வில்லியரடு கிபஸ 

(1839 – 1903)

6

241
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242XII - கணிதவியல்

 • சூரிய	ெகதி்ய	கூடுதலா்க	வ்றுெதற்கு	் ொலார	் ்னல்களின்	ொய்்ெ	சூரியனின்	தி்ெயில	
வ்ாருததமா்க	நிறுெ,	வெக்டர்களின்	புள்ளிப்வ்ருக்கலின்		எளிய	்யன்்ாடு	்யன்்டுகிைது.

 • வெயற்்்கக்்காள்்களில	 ்்னல்களுககு	 இ்்டயில	 உள்ள	 ்்கா்ணங்கள்	 மற்றும்	
வதா்லவு்க்ள	 அளக்க,	 ்ல்ெறு	 து்ை்களில	 குழாய்்க்ள	 ்கட்்ட்மக்க,	 ்கட்டுமான	
து்ையில	்கட்்ட்மப்பு்களுககு	இ்்ட்யயான	தூரம்	மற்றும்	் ்கா்ணங்க்ள	்க்ணககி்ட	வெக்டர	
இயற்்கணிதம்	்யன்்டுகிைது.

கற்றலின் ந�ோககஙகள்

இப்்ா்டப்்குதி	நி்ைவுறும்	்்ாது	மா்ணெர்கள்	அறிநதிருக்க	்ெண்டிய்ெ	:	
	 ●	 இரண்டு	 மற்றும்	 மூன்று	 வெக்டர்களின்	 தி்ெயிலி	 மற்றும்	 வெக்டர	 வ்ருக்கல்க்ள	

்யன்்டுததுதல

	 ●	 ெடிவியல,	முக்்கா்ணவியல	மற்றும்	இயற்பியல	்க்ணககு்களின்	தீரவு	்கா்ணல	

	 ●	 ்்காட்டின்	து்்ணயலகு,	து்்ணயலகு	அலலாத	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெடிெ	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்கா்ணல

	 ●	 தளததின்	து்்ணயலகு,	து்்ணயலகு	அலலாத	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெடிெ	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்கா்ணல

	 ●	 ்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	் ்கா்ணம்	மற்றும்	ஒரு	தள	அ்மயாக	் ்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	
தூரம்	்கா்ணல

	 ●	 ஒரு	புள்ளியின்	பிம்்ப்	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்க்ளக	்கா்ணல

6.2 வெக்டரகளின் ெடிெககணித அறிமுகம் (Geometric introduction to vectors)
 முப்்ரிமா்ண	வெளி	 3

 -ல		v  என்ை	வெக்டர,	 A =  ( ) 3
1 2 3, ,a a a ∈

என்ை	 புள்ளி்ய	 ஒரு	 வதா்டக்கப்	 புள்ளியா்கவும்	 B = ( ) 3
1 2 3, ,b b b ∈  

என்ை	 முடிவுப்	 புள்ளியா்கவும்	 வ்காண்்ட	 ஒரு	 தி்ெயி்டப்்ட்்ட	

்்காட்டுததுண்்டால	குறிப்பி்டப்்டுகிைது.	இத்ன AB


எனக	குறிககி்ைாம்.	

AB  என்ை	் ்காட்டுததுண்டின்	நீளம்	v  என்ை	வெக்டரின்	எண்்ணளொகும்,	

மற்றும்	 A -இல	 இருநது	  B -ன்	 தி்ெயானது	 v 	 என்ை	 வெக்டரின்	

தி்ெயாகும்.	 என்ெ,	 ஒரு	 வெக்ட்ர	 v 	 அலலது	 AB


எனக	

குறிப்பி்டலாம்.	 3
 -ல	 AB



-ன்	 நீளம்	 CD


 -ன்	 நீளததிற்குச்	 ெமமா்கவும்,	 A -இல	 இருநது	  B -ன்	

தி்ெயும்	 	 C -இல	இருநது	 D -இன்	தி்ெயும்	ஒ்ர	தி்ெயா்கவும்	இருநதால,	இருநதால	மட்டு்ம		

AB


மற்றும்	 CD


 என்ை	 இரு	 வெக்டர்கள்	 சம்�க்டரகள	 எனப்்டும்.	 இத்ன	 AB CD=
 

	 என	

எழுது்ொம்.	இஙகு	 CD


 என்்து	 AB


-ன்	நகரவு	எனப்்டும்.		

 3
 	 -ல	உள்ள	எநதவொரு	வெக்டர	 	 AB



 -்யயும்	 3
 -ல	 	எஙகு	்ெண்டுமானாலும்	ந்கரததி,		

3U ∈   என்ை	புள்ளி்ய	வதா்டக்கப்புள்ளியா்கவும்		 3V ∈   என்ை	புள்ளி்ய	முடிவுப்	புள்ளியா்கவும்	

வ்காண்்ட	 ஒரு	 வெக்டருககுச்	 ெமமா்க	 AB


= UV


  எனுமாறு	 எழுத	முடியும்	 எனக	 ்காண்கி்ைாம்.	

குறிப்்ா்க,	 3
 -ன்	ஆதிப்புள்ளி	 O  எனில,	 3P ∈ 	என்ை	புள்ளி்ய	 AB



= OP


எனுமாறு	்கா்ணலாம்.	

OP


 என்ை	 வெக்டர	 P என்ை	 புள்ளியின்	 நி்ல	 வெக்டர	 எனப்்டும்.	 ்மலும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	

்்டம்	6.1 

U
V

A
B

P
O

C
D

z

y

x

Chapter 6 Vector Algebra.indd   242 05-02-2020   18:45:27



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்243

ஏ்தனுவமாரு	வெக்டர	v -ககு,	 3P ∈  என்ை	தனிதத	புள்ளி்ய	OP


 = v  எனுமாறு	்கா்ணலாம்.		 AB


 

என்ை		வெக்டரின்	வதா்டக்கப்புள்ளி	 A -யும்	முடிவுப்புள்ளி	 B -யும்	ஒன்ைா்க	அ்மநதால,	அவவெக்டர	

பூச்சிய	 வெக்டர	 எனப்்டும்.	 	 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),  மற்றும்	 (0,0,0)  என்ை	 புள்ளி்களின்	 நி்ல	

வெக்டர்க்ள	 மு்ை்ய	 ˆˆ ˆ, ,i j k  மற்றும்	


0  ஆகிய	 ெழக்கமான	 குறியீடு்களால	 குறிப்பிடுகி்ைாம்.	 

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 3
1, 2 3( , )a a a ∈ -ன்	 நி்லவெக்டர	 	 1 2 3

ˆˆ ˆa i a j a k+ +  எனப்்டும்.	 இது			

(0,0,0)  என்ை	புள்ளி்ய	வதா்டக்கப்புள்ளியா்கவும்,	 1 2 3( , , )a a a 	என்ை	புள்ளி்ய	முடிவுப்புள்ளியா்கவும்	

வ்காண்்ட	்்காட்டுததுண்்டாகும்.	அ்னதது	வமய்வயண்்களும்	தி்ெயிலி்கள்	எனப்்டும்.

 A  என்்து	 1 2 3( , , )a a a  மற்றும்	 B  என்்து	 1 2 3( , , )b b b 	 எனில	 AB


வெக்டரின்	 நீளம்	 

| |AB
� ���

=
2 2 2

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )b a b a b a− + − + − 	ஆகும்.	குறிப்்ா்க		 1 2 3( , , )b b b -ன்	நி்லவெக்டர	 b


 எனில,	

இதன்	நீளம்	 2 2 2
1 2 3b b b+ + 	ஆகும்.	நீளம்	 1 உ்்டய	வெக்ட்ர	அலகு ்�க்டர 	என்கி்ைாம்.	அலகு	

வெக்ட்ரக	குறிப்பிட்்ட	 û 	என்ை	குறியீட்்்டப்	்யன்்டுததுகி்ைாம்.	 ˆ ˆ,i j , மற்றும்	 k̂  ஆகிய்ெ	அலகு	

வெக்டர்கள்	என்்்தயும்,	நீளம்	0 	வ்காண்்ட	ஒ்ரவயாரு	வெக்டர		0


 என்்்தயும்	நி்னவில	வ்காள்்க.	

  a  =  3
1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a i a j a k b b i b j b k+ + = + + ∈


  மற்றும் α ∈ 	 எனில,	 முப்்ரிமா்ண	 வெளியில	

வெக்டர்களின்	கூட்்டல	மற்றும்	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	ஆகியெற்்ை	பின்ெருமாறு	ெ்ரயறுககி்ைாம்.

   a b+


  =  1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k+ + + + + .

   aα   =  1 2 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kα α α+ + ;

 a b+




-ன்	ெடிெக்கணித	விளக்கம்	்கா்ண,	 1 2 3( , , )A a a a=  மற்றும்	 1 2 3( , , )B b b b=  என்ை	புள்ளி்களின்	

நி்லவெக்டர்கள்	மு்ை்ய	a , b


என்்க.  A 	என்ை	புள்ளி்ய	வதா்டக்கப்	புள்ளியா்கவும்,	வ்ாருததமான	

ஒரு	 புள்ளி	 3
1 2 3( , , )c c c ∈ ்ய	 முடிவுப்புள்ளியா்கவும்	 வ்காண்்ட	 வெக்டருககு	 நி்லவெக்டர b



்ய	

ந்கரததினால	 ்்டம்	(6.2),  ( , , )c c c1 2 3 புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	c  ஆனது	a b+




்யக	குறிககும்.

 aα   எனும்	வெக்டர	a  எனும்	வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	உள்ள	வெக்டராகும்.		a>1 	எனில	a -ன்	

நீளம்	 α ம்டஙகு	 வ்ரிதாக்கப்்டுகிைது.	 0 1< <α 	 எனில	
a -ன்	 நீளம்	 	 α ம்டஙகு	குறுக்கப்்டுகிைது.	

0α < 	 எனில	 aα  -ன்	 எண்்ணளவு	 a -ன்	 எண்்ணள்ெப்	 ்்ால	 | |α  ம்டங்கா்கவும்	 aα  -ன்	 தி்ெ		 

a -ன்	தி்ெககு	 எதிரததி்ெயிலும்	இருககும்.	 குறிப்்ா்க	 1α = − எனில	 a aα = − 

	 என்ை	 வெக்டரின்	

நீளமானது	a -ன்	நீளததிற்குச்	ெமமா்கவும்	 a -ன்	தி்ெககு	எதிரதி்ெயிலும்	அ்மயும்.		்்டம். 6.3

	 ்்டம் 6.2 ்்டம்  6.3
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6.3  திசையிலிப் வெருககல் மறறும் வெக்டர வெருககல்
       (Scalar Product and Vector Product)
 முன்	ெகுப்பில	்கற்ை	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	மற்றும்	வெக்டர	வ்ருக்கல	ஆகியெற்்ை	நி்னவு	
கூர்ொம்.

ெசையச்ற 6.1 
 1 2 3

ˆˆ ˆa a i a j a k= + + , 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



 என்ை	 இரு	 வெக்டர்களின்	 தி்ெயிலிப்	 வ்ருக்கல	

(அலலது	புள்ளிப்	வ்ருக்கல)		a b⋅


 =  1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +  என	ெ்ரயறுக்கப்்டுகிைது.	

	 ்மலும்,		 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + + , 1 2 3

ˆˆ ˆb b i b j b k= + +


 என்ை	இரு	வெக்டர்களின்	வெக்டர	வ்ருக்கல	

அலலது	குறுககுப்	வ்ருக்கல	 a b×


  =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

 என	ெ்ரயறுக்கப்்டுகிைது.

குறிப்பு 

 



a b⋅ ஒரு	தி்ெயிலியாகும்,	மற்றும்	




a b×  ஒரு	வெக்டராகும். 

6.3.1 ெடிெககணித விளககம் (Geometrical interpretation)

 a  என்்து	ஏ்தனுவமாரு	வெக்டர	மற்றும்	 n̂  ஒரு	அலகு	வெக்டர	எனில	 n̂ -ன்	மீதான	 a -ன்	
வீழல		 ˆa n⋅ 	ஆகும்.	 a  மற்றும்	 n̂ 	ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	குறுங்்கா்ணம்	(்்டம் 6.4). 
எனில,	 ˆa n⋅ -ன்	 மதிப்பு	 மி்்க	 மதிப்்ாகும்.	 a  மற்றும்	 n̂  ஆகியெற்றுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	
விரி்்கா்ணம்	எனில,	 ˆa n⋅ -ன்	மதிப்பு	கு்ை	மதிப்்ாகும். (்்டம் 6.5).

 ்்டம் 6.4 ்்டம் 6.5

  a , b


,		என்்ன	ஏ்தனுமிரு	பூச்சியமற்ை	வெக்டர்கள்	எனில,	| | | |
| |

| |
| |



 















a b b a b
b

a b a
a

⋅ = ⋅ = ⋅ என	

எழுதலாம்.	என்ெ,			 | |a b⋅


 என்்து		b


–	ன்	தி்ெயில		 | |b a




–ன்	வீழ்லக	்காணும்	்்ாது	கி்்டககும்	
்்காட்டுததுண்டின்	நீளம்	அலலது		 a –	ன்	தி்ெயில		 | |a b





–ன்	வீழ்லக	்காணும்	்்ாது	கி்்டககும்	
்்காட்டுததுண்டின்	 நீளம்	 ஆகும்.	 ்மலும்,	 	 | | | | cosa b a b θ⋅ =

 

  , இஙகு	 θ 	 என்்து	 a , b


எனும்			
வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	ஆகும்.

 a b×


  என்்து,		0


 ஆ்க்ொ	அலலது		a , b


,		என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்க	உள்ள	தளததிற்குச்	

வெஙகுததா்கவும்,		 a , b


,	என்ைவெக்டர்க்ள	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	அடுததடுதத	்க்கங்களா்கக	

வ்காண்்ட	இ்்ண்கரததின்	்ரப்்ளவி்ன	எண்்ணளொ்கவும்	வ்காண்்ட	வெக்டராகும்.	 	 a , b


,	எனும்	

பூச்சியமற்ை	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	 	 θ 	 எனில,	 	 a b×




-ன்	 எண்்ணளவி்ன	

| | | | | | | sin |







a b a b× = θ எனும்	சூததிரத்தப்	்யன்்டுததிக	்கா்ணலாம்.	
	 ஒ்ர	வதா்டக்கப்புள்ளி்யப்	வ்ற்றுள்ள	இரண்டு	வெக்டர்கள்	ஒ்ர	வதா்டக்கப்புள்ளி	வெக்டர்கள்	
அலலது	ஒரு	மு்னயில	ெநதிககும்	வெக்டர்கள்	எனப்்டும்.	

�a

n̂ˆa n⋅�
மி்்க	புள்ளிப்	வ்ருக்கல

கு்ை	புள்ளிப்	வ்ருக்கல

a�
θ

ˆa n⋅�
n̂

Chapter 6 Vector Algebra.indd   244 05-02-2020   18:45:32



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்245

குறிப்புசை

 (1)   a ,  b


	எனும்	இரண்டு	பூச்சியமற்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	் ்கா்ணம் 1cos
| | | |

a b
a b

θ −  ⋅=  
 









.

 (2) a , b


 எனும்	 இரண்டு	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம் 0  அலலது	 π எனில,	

அவவெக்டர்கள்	இ்்ணயான்ெ.
 (3) a , b



 எனும்	 இரண்டு	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம் 
2
π  அலலது 3

2
p
எனில,	

அவவெக்டர்கள்	வெஙகுததான்ெ.
ெண்பு 

 (1) a , b


 என்்ன	ஏ்தனுமிரு	வெக்டர்கள்	என்்க.	பின்னர,

    0a b⋅ =


  என	 இருநதால,	 இருநதால	 மட்டு்ம	 a , b


,	 என்்்ெ	 ஒன்றுகவ்கான்று	

வெஙகுததான்ெ	ஆகும்.
    0a b× =

 

  என	 இருநதால,	 இருநதால	 மட்டு்ம	 a , b


 என்்்ெ	 ஒன்றுகவ்கான்று	

இ்்ணயான்ெ	ஆகும்.
 (2) 



a b c, ,  என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	மற்றும்	α  ஒரு	தி்ெயிலி	எனில,	

   a b⋅


  =  


 



 

 

 











b a a b c a b b c a b a b a b⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅, ( ) , ( ) ( ) ( );α α α

   a b×


  =  − × + × = × + × × = × = ×( ), ( ) , ( ) ( ) ( )


 



  



 











b a a b c a c b c a b a b a bα α α .

6.3.2 முகநகோணவியலில் புள்ளி மறறும் குறுககுப் வெருககல்களின் ெயன்ெோடு

           (Application of dot and cross products in plane Trigonometry)

எடுத்துககோட்டு  6.1 (்காணசன் சூத்திரம்) (Cosine formulae)
 ெழக்கமான	 குறியீடு்களு்டன்,	 முக்்கா்ணம்	 ABC-ல,	 வெக்டர்க்ளப்	 ்யன்்டுததி	
பின்ெருெனெற்்ை	நிறுவு்க.	 
  (i) 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  (ii) 2 2 2 2 cosb c a ca B= + −

  (iii) 2 2 2 2 cosc a b ab C= + −
தீரவு

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்	முக்்கா்ணம்	ABC-ல	ABC, ,BC a CA b= =
  

  மற்றும்	AB c=




என்்க.

 என்ெ,	 | | , | |BC a CA b
� ��� � ���

= = , | |AB c=


 மற்றும் BC CA AB+ +
  

 =  0


.

    என்ெ,  BC


  CA AB= − −
 

. 

  BC BC⋅
 

 =  ( ) ( )CA AB CA AB− − ⋅ − −
   

      ⇒    2| |BC


 =  2 2| | | | 2CA AB CA AB+ + ⋅
   

  ⇒  2a  =  2 2 2 cos( )b c bc Aπ+ + −  

  ⇒  2a  =  2 2 2 cosb c bc A+ − .

 முடிவு்கள்	(ii) மற்றும்	(iii) ஆகியெற்்ை	இ்த்்ால	நிறுெலாம்.
எடுத்துககோட்டு 6.2
 ெழக்கமான	 குறியீடு்களு்டன்,	 முக்்கா்ணம்	 ABC-ல,	 வெக்டர்க்ளப்	 ்யன்்டுததி	
பின்ெருெனெற்்ை	நிறுவு்க.  
  (i) a b C c B= +cos cos  (ii) b c A a C= +cos cos
  (iii)  c a B b A= +cos cos

்்டம்  6.6

π–A

π–C
π–B

A

C
B
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c� b
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தீரவு

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்	முக்்கா்ணம்	ABC-ல,	 BC a CA b
� ��� � � ��� �

= =, ,  
மற்றும்	 AB c

� ��� �
=  என்்க.

	 என்ெ,  | | , | |BC a CA b
� ��� � ���

= = ,  | |AB c
� ���

=  மற்றும் BC CA AB
� ��� � ��� � ��� �

+ + = 0  

  என்ெ,  BC CA AB
� ��� � ��� � ���

= − −
 BC

� ���
-ஆல	இருபுைமும்	புள்ளிப்வ்ருக்கல	்கா்ண.	நாம்	வ்றுெது

   BC BC
� ��� � ���

⋅  =  − ⋅ − ⋅BC CA BC AB
� ��� � ��� � ��� � ���

  ⇒   | |BC
� ���

2  =  − − − −| | | | cos( ) | | | | cos( )BC CA C BC AB B
� ��� � ��� � ��� � ���

p p

  ⇒  a2  =  ab C ac Bcos cos+
 என்ெ	 a b C c B= +cos cos . முடிவு்கள்	(ii) மற்றும்	(iii) ஆகியெற்்ை	இ்த்்ால	நிறுெலாம்.
எடுத்துககோட்டு  6.3
 வெக்டர	மு்ையில,	 cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = − என	நிறுவு்க.
தீரவு

 â OA=


 மற்றும்	 b̂ OB=


 என்ை	அலகு	வெக்டர்கள்	 x -அச்சின்	மி்்க	தி்ெயு்டன்	மு்ை்ய		α , β
என்ை	்்கா்ணங்க்ள	ஏற்்டுததுகிைது	என்்க.	இஙகு	 A , B  என்்ன	்்டம்		6.8-ல	்காட்்டப்்ட்டுள்ளன.		

AL  மற்றும்	BM  என்்ெற்்ை	 x -அச்சுககு	வெஙகுததா்க	ெ்ர்க.

ஆ்க்ெ,						 | | | | cos cos , | | | | sin sinOL OA LA OA
� ��� � ��� � �� � ����

= = = =α α α α .

  ˆ| |OL OL i=
 

 =  ˆ ˆcos , sin ( )i LA jα α= −


.

 என்ெ, â  =  ˆ ˆcos sinOA OL LA i jα α= + = −
  

. ... (1)

 இ்த்்ால, b̂  =  ˆ ˆcos sini jβ β+  ... (2) 
	 â , b̂  வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்டக	்்கா்ணம்	α β+   என்்தால,

  ˆâ b⋅  =  ˆˆ| | | | cos( ) cos( )a b α β α β+ = +  ... (3) 
 மாைா்க,	ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)-லிருநது

  ˆâ b⋅  = ˆ ˆ ˆ ˆ(cos sin ) (cos sin ) cos cos sin sini j i jα α β β α β α β− ⋅ + = − . ... (4)
 ெமன்்ாடு்கள்	(3) மற்றும்	(4)லிருநது, cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = − .

எடுத்துககோட்டு  6.4

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்,		முக்்கா்ணம்	ABC-ல	வெக்டர்க்ளப்	்யன்்டுததி
a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = 	என	நிறுவு்க.

தீரவு

 ெழக்கமான	குறியீடு்களு்டன்,	முக்்கா்ணம்	 ABC -ல,	 ,BC a CA b= =
  

 , மற்றும்	 AB c=




	என்்க.

 | | , | | ,BC a CA b= =
 

 மற்றும்	 | |AB c=


என்்க.

 என்ெ,	 ABC∆ -ல, 0BC CA AB+ + =
  

	என்்தால	 ( ) 0BC BC CA AB× + + =
   



.

  BC CA×
 

 =  AB BC×
 

. ... (1)

	 இ்த்்ால	 0BC CA AB+ + =
  



	என்்தால,

  ( )CA BC CA AB× + +
   

 =  0


.

்்டம் 6.7

்்டம் 6.8

்்டம் 6.9
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   BC CA×
 

 = CA AB×
 

 ... (2)
 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)-லிருநது

  AB BC×
 

 =  CA AB BC CA× = ×
   

.

  ஆ்க்ெ,  | |AB BC×
 

 =  | | | |CA AB BC CA× = ×
   

. 

  sin( )ca Bπ −  =  sin( ) sin( )bc A ab Cπ π− = − .
  அதாெது, sinca B  =  sin sinbc A ab C= . இத்ன	 abc -ஆல	ெகுததால,

  sin A
a

 =  sin sinB C
b c

=   or  
a
A

b
B

c
Csin sin sin

= = 	எனக	கி்்டககிைது.

எடுத்துககோட்டு 6.5
 வெக்டர	மு்ையில	 sin( ) sin cos cos sinα β α β α β− = − 	என	நிறுவு்க.

தீரவு
 x -அச்சின்	மி்்க	தி்ெயு்டன்	 â OA=



, b OB=


 என்ை	

அலகு	வெக்டர்கள்	மு்ை்ய	 α , β  என்ை	 ்்கா்ணங்க்ள	

ஏற்்டுததுகிைது	என்்க.	இஙகு	 A , B  என்்ன	்்டம்	6.10-ல	

்காட்்டப்்ட்டுள்ளன.	 ஆ்க்ெ	  ˆ ˆˆ cos sina i jα α= +  மற்றும்	
ˆ ˆ ˆcos sinb i jβ β= + .

 â , b̂  வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்டக	்்கா்ணம்	 α β−  

மற்றும்	 ˆ ˆˆ, ,b a k  என்ை	 வெக்டர்கள்	 ெலக்்க	 மு்ையில	

அ்மநதுள்ளதால,	

  ˆ ˆb a×  =  ˆ ˆ ˆˆ| | | | sin( ) sin( )b a k kα β α β− = − . ... (1)
 மாைா்க,

  ˆ ˆb a×  =  

ˆˆ ˆ
ˆcos sin 0 (sin cos cos sin )

cos sin 0

i j k
kβ β α β α β

α α
= −  ... (2)

 ஆ்க்ெ,	ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)-லிருநது
  sin( )α β−  =  sin cos cos sinα β α β− .

6.3.3 ெடிெக கணிதத்தில் புள்ளி மறறும் குறுககுப் வெருககல்களின் ெயன்ெோடு
         (Application of dot and cross products in Geometry)
எடுத்துககோட்டு 6.6 (அநெோந�ோனியஸ் நதற்றம்) (Apollonius's theorem)
 முக்்கா்ணம்	ABC-ல,		BC என்ை	்க்கததின்	நடுப்புள்ளி	D  எனில,		

2 2 2 2| | | | 2(| | | | )AB AC AD BD+ = +
   

	என	வெக்டர	மு்ையில	நிரூபிக்க.

தீரவு

 ஆதிப்புள்ளி	 A  என்்க.	 B -யின்	 நி்லவெக்டர	 b


 மற்றும்	 	 C -ன்	

நி்லவெக்டர	 cஎன்்க.	 	 BC -ன்	 நடுப்புள்ளி	 	 D 	 என்்தால	 D -ன்	 நி்ல	

வெக்டர	
2

b c+




 ஆகும்.	என்ெ,	 AD b c� ��� � �
=

+
2

	ஆகும்.

்்டம் 6.10

்்டம் 6.11
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இப்வ்ாழுது,		 2| |AD AD AD= ⋅
  

 =  2 21 (| | | | 2 )
2 2 4

b c b c b c b c
   + +⋅ = + + ⋅   
   

 

 

 

 

. ... (1)

  ்மலும்,  BD


 =  
2 2

b c c bAD AB b+ −− = − =
 

 

  

.

  என்ெ,	 2| |BD BD BD= ⋅
  

 =  2 21 (| | | | 2 )
2 2 4

c b c b b c b c
   − −⋅ = + − ⋅   
   

 

 

 

    ... (2)

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றின்	கூடுதல	்கா்ண,	நாம்	வ்றுெது,

  2 2| | | |AD BD+
 

 =  2 2 2 2 2 21 1 1(| | | | 2 ) (| | | | 2 ) (| | | | )
4 4 2

b c b c b c b c b c+ + ⋅ + + − ⋅ = +
    

     

 ⇒  2 2| | | |AD BD+
 

 =  2 21 (| | | | )
2

AB AC+
 

.

 என்ெ, 2 2| | | |AB AC+
 

 =  2 22(| | | | )AD BD+
 

 

எடுத்துககோட்டு 6.7

 ஒரு	 முக்்கா்ணததின்	 உச்சி்களிலிருநது	 அெற்றிற்கு	 எதி்ரயுள்ள	 ்க்கங்களுககு	
ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததுக	்்காடு்கள்	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	என	நிறுவு்க.
தீரவு

 முக்்கா்ணம்	ABC-ல,	 AD BE
� ��� � ���

,  என்ை	வெஙகுததுக	் ்காடு்கள்	வெட்டும்	

புள்ளி	O 	என்்க.	AB-ஐ	F-ல	ெநதிககுமாறு		CO்ெ	நீட்டு்க.	ஆதிப்புள்ளி	O  

என்்க.	 ,OA a OB b= =
  

  மற்றும்	OC c=


 	என்்க.

 AD


 என்்து	 BC


ககுச்	வெஙகுதது	என்்தால,	OA


 	என்்து	 BC


-ககுச்	

வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 0OA BC⋅ =
 

.  

	 																		அதாெது, ( ) 0a c b⋅ − =


  , 

  ⇒   a c a b⋅ − ⋅


  

 =  0 . ... (1)

 இ்த்்ான்று,	 BE


 என்்து	 CA


-ககுச்	 வெஙகுதது	 என்்தால,	 OB


	 என்்து	  CA


ககுச்	

வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 0OB CA⋅ =
 

.  

	 																		அதாெது,	 ( ) 0b a c⋅ − =


  , 

  ⇒   a b b c⋅ − ⋅
 

   =  0 . ... (2)

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றின்	கூடுதல	்கா்ண,		நாம்	வ்றுெது

0a c b c⋅ − ⋅ =


  

⇒  ( ) 0c a b⋅ − =


  .

 அதாெது,	 0OC BA⋅ =
 

. ஆ்க்ெ,	 OC


 என்்து	BA


-ககுச்	வெஙகுதது	என்்தால,	 CF


 என்்து	

AB


ககுச்	வெஙகுததாகும்.	அதாெது,	C -யிலிருநது	்க்கம்	 AB -ககு	ெ்ரயப்்ட்்ட	வெஙகுததுக	

்்காடு	 O 	ெழியா்கச்	வெலகிைது.	என்ெ,	ஒரு	முக்்கா்ணததின்	குததுக்்காடு்கள்	ஒரு	புள்ளி	

ெழிச்	வெலலும்	்்காடு்களாகும்.

்்டம் 6.12
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எடுத்துககோட்டு 6.8

 முக்்கா்ணம்	 ABC -ல,	 ,BC CA 	மற்றும்	  AB  என்ை	்க்கங்களின்	்மயப்புள்ளி்கள்		மு்ை்ய	

, ,D E F  	எனில,	 DEF∆ -ன்	்ரப்பு	= 1
4

 ( ABC∆ -ன்	்ரப்பு)	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

தீரவு

 முக்்கா்ணம்	 ABC -ல	 ஆதிப்புள்ளி	 A  என்்க.	 என்ெ,	 , ,D E F  என்ை	

புள்ளி்களின்	நி்லவெக்டர்கள்	மு்ை்ய	 , ,
2 2 2

AB AC AC AB+
   

.	ஆகும்.  ,AB AC
 

  

என்ை	வெக்டர்க்ள	அடுததடுதத	்க்கங்களா்கக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரததின்	்ரப்பு		

| |AB AC×
 

 என்்தால,	 முக்்கா்ணம்	 ABC∆  -ன்	 ்ரப்பு	  1 | |
2

AB AC×
 

	 ஆகும்.  

இ்த்்ான்று,	 DEF∆ -ஐக	்கருது்க.

	 	 DEF∆ -ன்	்ரப்பு	= 	 1 | |
2

DE DF×
 

	

   =   
1 | ( ) ( ) |
2

AE AD AF AD− × −
   

   =  1
2 2 2

AB AC×
 

 

   =  1
4

 1 | |
2

AB AC ×  

 

 

   =  1
4

 ( ABC∆ -ன்	்ரப்பு).

6.3.4 இயறபியலில் புள்ளி மறறும் குறுககுப் வெருககல்களின் ெயன்ெோடு

         (Application of dot and cross product in Physics)

ெசையச்ற  6.2

 வி்ெ	


F -ன்	வெயல்ாட்டினால	ஒரு	து்களானது	ஒரு	புள்ளியிலிருநது	மற்வைாரு	புள்ளிககு	

ந்கரும்்்ாது	அதன்	இ்டப்வ்யரச்சி	வெக்டர	d


 எனில,	அவவி்ெ	வெய்த	்ெ்ல		w F d= ⋅



ஆகும்.

்்டம் 6.14

	 ஒரு	வி்ெ	ஏற்்டுததும்	்்கா்ணம்	குறுங்்கா்ணம்,	வெங்்கா்ணம்	மற்றும்	விரி்்கா்ணம்	எனில,	
அவவி்ெ	வெய்யும்	்ெ்ல	மு்ை்ய	மி்்க,	பூச்சியம்,	மற்றும்	கு்ை	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.9
 ஒரு	து்கள்	 (4, 3, 2)− −  என்ை	 புள்ளியிலிருநது	 (6,1, 3)− 	 என்ை	 புள்ளிககு	 ˆˆ ˆ2 5 6i j k+ +  மற்றும்	

ˆˆ ˆ2i j k− − −  என்ை	 மாைாத	 வி்ெ்களின்	 வெயல்ாட்டினால	 ந்கரததப்்ட்்டால,	 அவவி்ெ்கள்	 வெய்த	

வமாதத	்ெ்ல்யக	்காண்்க.

்்டம் 6.13

A

F E

B D C

F̂

θ

F̂ F̂

θ θ
d
�

d
�

d
�
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தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வி்ெ்களின்	வி்ளவு	வி்ெ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 5 6 ) ( 2 ) 3 5F i j k i j k i j k= + + + − − − = + +


.

 A , B  என்்்ெ	 குறிககும்	 புள்ளி்கள்	 மு்ை்ய	 (4, 3, 2)− − , (6,1, 3)−  என்்க. து்களின்	

இ்டப்வ்யரச்சி	வெக்டர	 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(6 3 ) (4 3 2 ) 2 4d AB OB OA i j k i j k i j k= = − = + − − − − = + −
  

.

 என்ெ,	வி்ெ்கள்	வெய்த	வமாதத	்ெ்ல	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 5 ) (2 4 ) 9w F d i j k i j k= ⋅ = + + ⋅ + − =




 அலகு்கள்.

எடுத்துககோட்டு 6.10
 ஒரு	 து்கள்	 (1,3, 1)−  என்ை	 புள்ளியிலிருநது	 (4, 1, )λ− என்ை	 புள்ளிககு	 ˆˆ ˆ3 2 2i j k− +  மற்றும்

ˆˆ ˆ2i j k+ −  	என்ை	வி்ெ்களின்	வெயல்ாட்டினால	ந்கரததப்்டுகிைது.	அவவி்ெ்கள்	வெய்த	்ெ்ல	16 

அலகு்கள்	எனில,	λ -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வி்ெ்களின்	வி்ளவு	வி்ெ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 2 ) (2 ) 5F i j k i j k i j k= − + + + − = − +


.

 து்களின்	இ்டப்வ்யரச்சி	வெக்டர

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 ) ( 3 ) (3 4 ( 1) )d i j k i j k i j kλ λ= − + − + − = − + +


.

 அவவி்ெ்கள்	வெய்த	்ெ்ல  16 அலகு்கள்	என்்தால,	 16F d⋅ =




.

 அதாெது, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(5 ) (3 4 ( 1) 16 20 16i j k i j kλ λ− + ⋅ − + + = ⇒ + = .

 என்ெ, 4λ = −  எனப்	வ்றுகி்ைாம்

ெசையச்ற 6.3

 


F  என்ை	 வி்ெ்ய,	 r -ஐ	 நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியில	 உள்ள	 து்களின்	 மீது	

வெயல்டுததுெதால,	 அதது்களின்	 மீதான	 முறுககுததிைன்	 அலலது	 திருப்புததிைன்	






t r F= ×
ஆகும்.	திருப்புவி்ெ	என்்து	சுழல	வி்ெ	எனவும்	அ்ழக்கப்்டும்.

கு்்ட	இராட்டினம்
்்டம் 6.15

எடுத்துககோட்டு 6.11
 ˆˆ ˆ2i j k+ −  என்னும்	 வி்ெ	 ஆதிப்புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெயல்டுகிைது	 எனில,	 (2,0, 1)−  என்ை	

புள்ளி்யப்	வ்ாறுதது	அவவி்ெயின்	திருப்புவி்ெயின்	எண்்ணளவு	மற்றும்	தி்ெக	வ்கா்ென்்க்ளக	
்காண்்க.
தீரவு
 (2,0, 1)−  என்ை	 புள்ளியின்	 நி்ல	 வெக்டர	 ˆˆ2OA i k= −



 எனில,	
ˆˆ2r AO i k= = − +



 .

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வி்ெ	 ˆˆ ˆ2F i j k= + −


. என்ெ,	திருப்புவி்ெ

Merry-go-round

�r

�
t ��
�r ��
�
F

�
F

்்டம் 6.16
O

�r

F
�

A (2,0,–1)
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ˆˆ ˆ
ˆˆ2 0 1 2

2 1 1

i j k
t r F i k= × = − = − −

−





 .

 ஆ்க்ெ,	 திருப்புவி்ெயின்	 எண்்ணளவு	 ˆˆ| 2 | 5i k= − − =  	 மற்றும்	 தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	

1 2,0,
5 5

− −  ஆகும்.

ெயிறசி  6.1
 1. ஒரு	 ெட்்டததின்	 ்மயததிலிருநது	 அவெட்்டததின்	 ஒரு	 நாணின்	 ்மயப்புள்ளிககு	

ெ்ரயப்்டும்	்்காடு	அநநாணிற்கு	வெஙகுததாகும்	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 2. ஓர	இருெமப்்க்கமுக்்கா்ணததின்	அடிப்்க்கததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	நடுக்்காடு,	
அப்்க்கததிற்கு	வெஙகுததாகும்	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 3. வெக்டர	மு்ையில,	ஓர	அ்ரெட்்டததில	அ்மயும்	் ்கா்ணம்	ஒரு	வெங்்கா்ணம்	என	நிறுவு்க.

 4. ஒரு	 ொய்ெதுரததின்	 மூ்ல	 விட்்டங்கள்	 ஒன்்ைவயான்று	 வெஙகுததா்க	 இருெமககூறிடும்	
என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 5. ஓர	இ்்ண்கரததின்	மூ்ல	விட்்டங்கள்	ெமம்	எனில,	அநத	இ்்ண்கரம்	ஒரு	வெவெ்கமாகும்	
என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 6. வெக்டர	மு்ையில,	 AC மற்றும்	BD   ஆகியெற்்ை	மூ்லவிட்்டங்களா்கக	வ்காண்்ட	நாற்்கரம்	

ABCD-ன்	்ரப்பு	
1 | |
2

AC BD×
 

	என	நிறுவு்க.

 7. ஒ்ர	அடிப்்க்கததின்	மீத்மநத	இரு	இ்்ண்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	இ்்ண்கரங்களின்	
்ரப்்ளவு்கள்	ெமமான்ெ	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 8. ABC∆ -ன்	நடுக்்காட்டு	்மயம்	G எனில,	வெக்டர	மு்ையில,	

  ( GAB∆ -ன்	்ரப்பு) = ( GBC∆ -ன்	்ரப்பு) = ( GCA∆ -ன்	்ரப்பு) 1
3

=  ( ABCD -ன்	்ரப்பு)	என	

நிறுவு்க.

 9. வெக்டர	மு்ையில	 cos( ) cos cos sin sinα β α β α β− = + 	என	நிறுவு்க.

 10. sin( ) sin cos cos sinα β α β α β+ = + 	என	வெக்டர	மு்ையில	நிறுவு்க.

 11. ஒரு	து்கள்	 (1, 2,3) 	எனும்	புள்ளியிலிருநது	  (5, 4,1) எனும்	புள்ளிககு	 ˆˆ ˆ8 2 6i j k+ −  மற்றும்
ˆˆ ˆ6 2 2i j k+ −  என்ை	மாைாத	வி்ெ்களின்	வெயல்ாட்டினால	ந்கரததப்்ட்்டால,	அவவி்ெ்கள்	

வெய்த	வமாதத	்ெ்ல்யக	்காண்்க.

 12. மு்ை்ய	 5 2  மற்றும்	 10 2  அலகு்கள்	 எண்்ணளவு	 வ்காண்்ட	 ˆˆ ˆ3 4 5i j k+ +  மற்றும்	
ˆˆ ˆ10 6 8i j k+ − 	என்ை	வெக்டர்களின்	தி்ெ்களில	அ்மநத	வி்ெ்கள்,	ஒரு	து்க்ள	 ˆˆ ˆ4 3 2i j k− −   

என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளியிலிருநது	 ˆˆ ˆ6 3i j k+ − 	என்ை	வெக்ட்ர	

நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளிககு	 ந்கரததுகிைது	 எனில,	 அவவி்ெ்கள்	 வெய்த	
்ெ்ல்யக	்காண்்க.
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 13. ˆˆ ˆ3 4 5i j k+ − 	 என்னும்	வி்ெ	 	 ˆˆ ˆ4 2 3i j k+ − 	 என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	
புள்ளி	ெழியா்கச்	வெயல்டுகிைது	எனில,		 ˆˆ ˆ2 3 4i j k− + 	என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	
வ்காண்்ட	 புள்ளி்யப்	 வ்ாறுதது	 அவவி்ெயின்	 திருப்புவி்ெயின்	 எண்்ணளவு	 மற்றும்	
தி்ெகவ்கா்ென்்க்ளக	்காண்்க.

 14. ˆˆ ˆ8 6 4i j k− − 	 என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்ல	 வெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியில	 வெயல்டும்		
ˆˆ ˆ3 6 3i j k− + − , ˆˆ ˆ4 10 12i j k− + 	 மற்றும்	 ˆ ˆ4 7i j+ வி்ெ்களின்	திருப்புததிை்ன	 ˆˆ ˆ18 3 9i j k+ −  

என்ை	வெக்ட்ர	நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளி்யப்	வ்ாறுததுக	்காண்்க.

6.4 திசையிலி முப்வெருககல் (Scalar triple product)

ெசையச்ற 6.4

 



a b c, ,   என்்ன	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( )a b c× ⋅


   என்்து	அவவெக்டர்களின்	

திணசயிலி முப்பேருககல் எனப்்டும்.	




a b c×( ) ⋅ 	ஒரு	தி்ெயிலியாகும்.

குறிப்புசை

 (1) a b⋅


  என்்து	ஒரு	தி்ெயிலியாதலால	 ( )a b c⋅ ×


   ஆனது	வ்ாருளற்ைது.

 (2) 




a b c, , 	என்்ன		வ்காடுக்கப்்ட்்ட	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	பின்ெருென	அெற்றின்	தி்ெயிலி	
முப்வ்ருக்கல்கள்	ஆகும்:

  ( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ), ( ),a b c b c a c a b a b c b c a c a b× ⋅ × ⋅ × ⋅ ⋅ × ⋅ × ⋅ ×
     

           

  ( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ), ( )b a c c b a a c b a c b b a c c b a× ⋅ × ⋅ × ⋅ ⋅ × ⋅ × ⋅ ×
     

             

திசையிலி முப்வெருககலின் ெடிெககணித விளககம்

(Geometrical interpretation of scalar triple product)
     ( )a b c× ⋅



   என்ை	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலானது,	




a b, ,  மற்றும்	
c  எனும்	 மூன்று	 வெக்டர்க்ள	

ஒ்ர	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	
வ்காண்டு	 உருொக்கப்்டும்	 இ்்ண்கரத	
திண்மததின்	 ்கன	 அளவின்	 	 எண்்ணளொகும்.	
( )a b×



  என்்து	 a , b


	 என்ை	 வெக்டர்களால	

உருொக்கப்்டும்	 இ்்ண்கரததின்	 ்ரப்்ளவின்	
எண்்ணளொகும்.	 ்மலும்,	 ( )a b×



  என்ை	

வெக்டரின்	 தி்ெயானது	 a  மற்றும்	 b


என்ை	

வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்க	அ்மநதுள்ள	தளததிற்குச்	வெஙகுததானதாகும்.

										என்ெ,	| ( ) |a b c× ⋅


   = | | | | | cos |a b c θ×


 

	ஆகும்.		இஙகு,	 θ  என்்து	a b×


  மற்றும்	c 	ஆகியெற்றுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	ஆகும்.	்்டம்	 6.17-ல	இருநது	, a , b


	மற்றும்	 c 	எனும்	மூன்று	வெக்டர்க்ள	

ஒ்ர	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்டு	 அ்மக்கப்்டும்	 இ்்ண்கரததிண்மததின்	
உயரம்	 | | | cos |c θ  எனக்காண்கி்ைாம்.	ஆ்க்ெ,	 | ( ) |a b c× ⋅



   	என்்து	இ்்ண்கரததிண்மததின்	்கன	

அளொகும்.

்்டம் 6.17

| | cosrc θ θ

r r
a b×

ra

r
b

rc
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	 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கல்க்ளக	்காண்்தற்கு	பின்ெரும்	்தற்ைம்	்யன்்டுகிைது.

நதற்றம் 6.1
  a  =  1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a i a j a k b b i b j b k


+ + = + +  	மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆc c i c j c k= + + , எனில

  ( )a b c× ⋅


   =  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

.

நிரூெணம்

 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	ெ்ரய்ைப்்டி

  ( )a b c× ⋅


   =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a c
b b b

⋅   

   =  2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k c i c j c k − − − + − ⋅ + +   

   =  2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3( ) ( ) ( )a b a b c a b a b c a b a b c− + − + −  

   =  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

 என்ெ,	்தற்ைம்	நிரூபிக்கப்்ட்்டது.

6.4.1 திசையிலி முப்வெருககலின் ெண்புகள் (Properties of the scalar triple product)

நதற்றம் 6.2
 , ,a b



  மற்றும்	
c 	என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( )



 



a b c a b c× ⋅ = ⋅ ×

நிரூெணம்
  a  =  1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a i a j a k b b i b j b k+ + = + +


 மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆc c i c j c k= + +

	என்்க.

  என்ெ,  ( )a b c⋅ ×


   =  
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

( )
b b b a a a

b c a c c c c c c
a a a b b b

× ⋅ = = −


  , 1 3R R↔

   =  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

,
a a a
b b b
c c c

 2 3R R↔

   =  ( )a b c× ⋅


 

 என்ெ,	்தற்ைம்	நிரூபிக்கப்்ட்்டது.
குறிப்பு

 ்தற்ைம்	6.2-ல	இருநது,	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கலில	வெக்டர	மற்றும்	புள்ளிப்	வ்ருக்கல	குறி்க்ள	
அ்்டப்புக	குறி்களுககுள்	உள்ள	வெக்டர்களுககு	இ்்டயில	வெக்டர	வ்ருக்கல	குறியும்	அ்்டப்புக	
குறிககு	வெளி்ய	புள்ளிப்	வ்ருக்கல	குறியும்	இருககுமாறு	வெக்டர்கள்	அ்மநதுள்ள	ெரி்ெ்ய	
மாற்ைாமல	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்.	எடுததுக்காட்்டா்க,	
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  ( )



a b c× ⋅  =  




a b c⋅ ×( ) , ஏவனனில ‘.’	மற்றும்		´	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	

   =  ( )


 b c a× ⋅ , தி்ெயிலி	வ்ருக்கலின்	்ரிமாற்றுப்	்ண்பு

   =  


 b c a⋅ ×( ) , ஏவனனில ‘.’	மற்றும்		´	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	

   =  ( ) 



c a b× ⋅ , தி்ெயிலி	வ்ருக்கலின்	்ரிமாற்றுப்	்ண்பு

   =   



c a b⋅ ×( ) , ஏவனனில ‘.’	மற்றும்		´	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	

குறியீடு

 



a b c, , என்்ன	 ஏ்தனும்	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல	 ( )



a b c× ⋅  
என்்்த	[ , , ]



a b c 	எனககுறிககி்ைாம்.

 [ , , ]a b c


   என்்்த	 ்பேட்டி , ,a b c


 

	 எனப்்டிககி்ைாம்.	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல	 மதிப்பின்	
எண்்ணளவு	 ஒரு	 வ்ட்டியின்	 (வெவெ்க	 ெடிெ	 இ்்ண்கரததிண்மம்)	 ்கன	 அள்ெக	 குறிப்்தால,	
இப்வ்ருக்கல	 ்பேட்டிப ்பேருககல்	எனவும்	அ்ழக்கப்்டுகிைது.

குறிப்பு

 (1)  [ , , ]a b c


   =  ( ) ( ) ( ) ( ) [ , , ]a b c a b c b c a b c a b c a× ⋅ = ⋅ × = × ⋅ = ⋅ × =
    

           

   [ , , ]b c a


   =  ( ) ( ) ( ) ( ) [ , , ].b c a b c a c a b c a b c a b× ⋅ = ⋅ × = × ⋅ = ⋅ × =
    

           

  அதாெது,	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலில	உள்ள	வெக்டர்க்ள	அ்த	ெரி்ெயில	ெட்்டச்	சுழற்சி	
மு்ையில	மாற்ைம்	வெய்ெதால,	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	மதிப்பு	மாைாது.	

	 	ஆ்க்ெ	[ , , ] [ , , ] [ , , ]a b c b c a c a b= =
  

       ; 

 (2) தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலில	உள்ள	ஏ்தனும்	இரு	வெக்டர்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்ெதால,	
தி்ெயிலி	வ்ருக்கலின்	மதிப்்ானது	 ( 1)− -ஆல	வ்ருக்கப்்டும்.	அதாெது,

   [ , , ]a b c


   =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]b c a c a b a c b c b a b a c= = − = − = −
    

          .

 (3) (i) ஏ்தனும்	இரு	 வெக்டர்கள்	 ெமம்	 எனில,	 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கம்	 பூச்சியம்	ஆகும்.	

அதாெது,	[ , , ] 



a a b = 0அலலது	
 



a a b⋅ × =( ) 0 	ஆகும்.

  (ii) ஏ்தனும்	இரு	வெக்டர்கள்	இ்்ண	எனில,	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கம்	பூச்சியம்	ஆகும்.	

நதற்றம்  6.3
 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்கல,	 வெக்டர	 கூட்்டல	 மற்றும்	 தி்ெயிலிப்	 வ்ருக்கல	 ஆகியெற்றின்	
்ண்பு்க்ள	நி்ைவு	வெய்கிைது.	அதாெது,	

  [( ), , ]a b c d+
 

   =  [ , , ] [ , , ]a c d b c d+
  

   ;
  [ , , ]a b cλ



    =  [ , , ],a b cλ λ∀ ∈


 



  [ , ( ), ]a b c d+
 

   =  [ , , ] [ , , ]a b d a c d+
  

   ;
  [ , , ]a b cλ



   =  [ , , ],a b cλ λ∀ ∈
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  [ , , ( )]a b c d+
 

   =  [ , , ] [ , , ]a b c a b d+
  

   ;

  [ , , ]a b cλ


   =  [ , , ],a b cλ λ∀ ∈


 

 .

நிரூெணம் 

 தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	மற்றும்	வெக்டர	வ்ருக்கல	்ண்பு்க்ளப்	்யன்்டுதத,

  [( ), , ]a b c d+
 

   =  (( ) )a b c d+ × ⋅
 

 

   =  ( )a c b c d× + × ⋅
 

  

   =  ( ) ( )a c d b c d× ⋅ + × ⋅
  

  

   =  [ , , ] [ , , ]a c d b c d+
  

  

  [ , , ]a b cλ


   =  (( ) ) ( ( )) (( ) ) [ , , ]a b c a b c a b c a b cλ λ λ λ× ⋅ = × ⋅ = × ⋅ =
   

        .

 இத்தற்ைததின்	முதல	முடிவி்னப்	்யன்்டுததி,	பின்ெரும்	முடிவு்க்ளப்	வ்றுகி்ைாம்

   [ , ( ), ]a b c d+
 

   =  [( ), , ] [ , , ] [ , , ]b c d a b d a c d a+ = +
    

    

    =  [ , , ] [ , , ]a b d a c d+
  

    

   [ , , ]a b cλ


   =  [ , , ] [ , , ] [ , , ]b c a b c a a b cλ λ λ= =
  

      .

இ்த்்ால,	மற்ை	ெமன்்ாடு்க்ளயும்	நிரூபிக்கலாம்.

 பூச்சியமற்ை	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 அெற்றில	 ஏ்தனும்	 ஒரு	

வெக்ட்ர	மற்ை	இரண்டு	வெக்டர்களின்	் நரியல	் ெரொ்க	எழுத	முடியும்	என	் தி்னாராம்	ெகுப்பில	

்கற்றுள்்ளாம்.	 இப்வ்ாழுது,	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்களின்	 ்ண்பு்க்ள	 தி்ெயிலி	 முப்வ்ருக்க்லப்	

்யன்்டுததிக	்கா்ணலாம்.

நதற்றம் 6.4 
 பூச்சியமற்ை	மூன்று		வெக்டர்களின்	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கல	பூச்சியம்	என	இருநதால,	மற்றும்	

இருநதால	மட்டு்ம	அம்மூன்று	வெக்டர்களும்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.	

நிரூெணம்

 , ,a b c
  

 என்்ன	பூச்சியமற்ை	மூன்று	வெக்டர்கள்	என்்க.

  ( )a b c× ⋅
  

= 0  ⇔  c


 ஆனது	 a b×
 

-ககு	வெஙகுததா்க	இருககும்

   ⇔  a


 மற்றும்	b


	ஆகிய	இரண்டு	வெக்டர்களுககும்	

	 	 	 	 இ்்ணயா்க	உள்ள	தளததில	 c


  இருககும்.

                  ⇔  , ,a b c
  

 ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

Chapter 6 Vector Algebra.indd   255 05-02-2020   18:45:59



256XII - கணிதவியல்

நதற்றம் 6.5 

 , ,a b c
  

 என்ை	மூன்று	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களா்க	இருக்கத	்த்ெயானதும்	மற்றும்	

்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	 கு்ைநத்ட்ெம்	 ஒன்ைாெது	 	 பூச்சியமற்ைதா்கவும்	 மற்றும்	

0ra sb tc+ + =
   

	என்றிருககுமாறும்	 , ,r s t ∈  	என்ை	தி்ெயிலி்க்ளக	்கா்ணமுடியும்	என்்தாகும்.

நிரூெணம்

      

1 2 3 1 2 3 1 2 3,  ,  a a i a j a k b b i b j b k c c i c j c k= + + = + + = + +
  

   	என்்க.

           , ,a b c
  

 என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	⇔  , ,a b c  
  

= 0 ⇔
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

= 0 

 ⇔  1 2 3a r a s a t+ + = 0,  1 2 3b r b s b t+ + = 0, 1 2 3c r c s c t+ + = 0	என்றிருககுமாறு	கு்ைநத்ட்ெம்	

	 	 ஒன்ைாெது	பூச்சியமற்ைதா்க	உள்ள	 , ,r s t ∈  என்ை	தி்ெயிலி்க்ளக	்கா்ண	முடியும்.

 ⇔  0ra sb tc+ + =
   

	என்றிருககுமாறு	கு்ைநத்ட்ெம்	ஒன்ைாெது

  பூச்சியமற்ைதா்க	உள்ள	 , ,r s t ∈  என்ை	தி்ெயிலி்க்ள	்கா்ணலாம்.

நதற்றம் 6.6

  , ,a b c
  

 மற்றும்	 , ,p q r
  

 	 என்்ன	 மூன்று	 வெக்டர்க்ளக	 வ்காண்்ட	 ஏ்தனும்	 இரண்டு	

வதாகுப்பு்கள்	மற்றும் p


= 1 1 1 ,x a y b z c+ +
  

  q


= 2 2 2 ,x a y b z c+ +
  

 r


= 3 3 3x a y b z c+ +
  

, எனில

                                         , ,p q r  
  

 =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, ,
x y z
x y z a b c
x y z

  
  

 	ஆகும்.

குறிப்பு

 ்தற்ைம்	6.6ன்்டி, , ,a b c
  

  என்்ன	ஒரு	தளம்	அ்மயா	வெக்டர்கள்	மற்றும்

                                                                 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
x y z
x y z
x y z

≠ 	எனில,

 p


= 1 1 1 ,x a y b z c+ +
  

 q


= 2 2 2 ,x a y b z c+ +
  

 மற்றும்	 r


= 3 3 3x a y b z c+ +
  

 எனும்	 மூன்று	
வெக்டர்களும்	ஒரு	தளம்	அ்மயா	வெக்டர்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.12

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 5 , 2 , 4 5a i j k b i j k c j k= − − + = − + = −


  , 	எனில,	 ( )a b c⋅ ×


 

-ஐக	்காண்்க.
தீரவு

	 மூன்று	வெக்டர்களின்	தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	ெ்ரய்ைப்்டி,

    ( )a b c⋅ ×


   =  
3 1 5

1 2 1 3
0 4 5

− −
− = −

−
.
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எடுத்துககோட்டு 6.13
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 , 2i j k i j k− + + −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ3 2i j k− + 	 என்ை	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 மு்னயில	 ெநதிககும்	

விளிம்பு்களா்கக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கனஅளவி்னக	்காண்்க.

தீரவு

 , ,a b c


   	என்ை	வெக்டர்க்ள	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	விளிம்பு்களா்கக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	

திண்மததின்	்கன	அளவு	 | [ , , ] |a b c


 

	ஆகும்.		இஙகு, ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 , 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= − + = + − = − +


  .

 
2 3 4

[ , , ] 1 2 1 7
3 1 2

a b c
−

= − = −
−



 

	 	 என்்தால,	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு	  | 7 | 7− =  	 ்கன	

அலகு்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.14

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2i j k i j k+ − − +  	மற்றும்	 ˆˆ ˆ3i j k+ −  	ஆகிய	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்	என	
நிரூபிக்க.
தீரவு

 	இஙகு	, ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2 , 3a i j k b i j k c i j k= + − = − + = + −


 

 , ,a b c


   	என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களா்கத	் த்ெயானதும்	மற்றும்	் ்ாதுமானதுமான	

நி்நத்ன	 [ , , ] 0a b c =


 

	ஆகும்.	இஙகு, 
1 2 3

[ , , ] 2 1 2 0
3 1 1

a b c
−

= − =
−



  . என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	மூன்று	

வெக்டர்களும்	 	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.15

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 3 2 , 4i j k i j k i mj k− + + + + +  என்ை	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 m -ன்	

மதிப்புக	்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	என்்தால,	
2 1 3
3 2 1 0 3
1 4

m
m

−
= ⇒ = − .

எடுத்துககோட்டு  6.16
 (6, 7,0), (16, 19, 4), (0,3, 6), (2, 5,10)− − − − −  என்ை	நான்கு	புள்ளி்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்	

என	நிறுவு்க.
தீரவு

 (6, 7,0), (16, 19, 4), (0,3, 6), (2, 5,10)A B C D= − = − − = − = − 	 என்்க. , , ,A B C D  என்ை	 நான்கு	

புள்ளி்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்	என	நிரூபிக்க,	  , ,AB AC AD
  

 என்ை	மூன்று	வெக்டர்கள்	ஒரு	

தள	வெக்டர்களாகும்	என	நிரூபிக்க	்ெண்டும்.

  AB


 =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(16 19 4 ) (6 7 ) 10 12 4OB OA i j k i j i j k− = − − − − = − −
 

  AC


 =  ˆˆ ˆ6 10 6OC OA i j k− = − + −
 

 மற்றும்	 ˆˆ ˆ4 2 10AD OD OA i j k= − = − + +
  

.
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  [ , , ]AB AC AD
  

 =  
10 12 4

6 10 6 0
4 2 10

− −
− − =
−

.

 என்ெ,	 , ,AB AC AD
  

 	என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.	ஆ்க்ெ,	 , , ,A B C  மற்றும்	D  

என்ை	நான்கு	புள்ளி்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மகின்ைன.

எடுத்துககோட்டு 6.17

 , ,a b c


   என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	எனில,	 , ,a b b c c a+ + +
 

     என்ை	வெக்டர்களும்	

ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்	என	நிறுவு்க.

தீரவு

 , ,a b c


   	என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	Þ [ , , ] 0.a b c =


   தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	

்ண்பு்க்ளப்	்யன்்டுதத,

 [ , , ]a b b c c a+ + +
 

     =  [ , , ] [ , , ]a b c c a b b c c a+ + + + +
  

      

  =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]a b c a a c c a b b c a b c c a+ + + + + + +
   

           

  =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]a b c a b a a c c a c a b b c b b a b c c b c a+ + + + + + +
       

                 

  =  [ , , ] [ , , ] [ , , ]



 



 



a b c a b c a b c+ = =2 0 .

 என்ெ,	 , ,a b b c c a+ + +
 

     என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.18

 , ,a b c


   என்்ன	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில	[ , , ] [ , , ]a c a b a b c a b c
  

      + + + + = என	நிரூபிக்க.

தீரவு

 ்தற்ைம்	6.6-ஐ	்யன்்டுததி	இக்க்ணககி்ன	நிரூபிக்கலாம்.

 [ , , ]a c a b a b c+ + + +
 

      =  
1 0 1
1 1 0 [ , , ]
1 1 1

a b c


   

  =  [ , , ]a b c


  .

ெயிறசி 6.2
 1. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= − + = + − = + +



  ,  எனில	 ( )a b c⋅ ×


 

	்காண்்க.

 2. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ6 14 10 , 14 10 6i j k i j k− + + − − 	மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 4 2i j k+ - 	என்ை	வெக்டர்களால	குறிப்பி்டப்்டும்	
ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	விளிம்பு்க்ளக	வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கனஅள்ெக	
்காண்்க.

 3. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ7 3 , 2i j k i j kλ+ − + − ,	 ˆˆ ˆ3 7 5i j k− + +  என்ை	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும் 
விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்்ட	 இ்்ண்கரத	 திண்மததின்	 ்கன	 அளவு	 90 ்கன	 அலகு்கள்	 எனில,	 
λ -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.
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 4. , ,a b c


   என்ை	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயா	 மூன்று	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	

விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்்ட	 இ்்ண்கரததிண்மததின்	 ்கன	 அளவு	 4 ்கன	 அலகு்கள்	 எனில	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b b c b c c a c a a b+ ⋅ × + + ⋅ × + + ⋅ ×
   

       

-ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

 5. b


, c 	என்ை	வெக்டர்களால	உருொக்கப்்டும்	இ்்ண்கரத்த	அடிப்்க்கமா்க	எடுததுகவ்காண்டு	

ˆˆ ˆ2 5 3 ,a i j k= − + +  ˆˆ ˆ3 2b i j k= + −


	 மற்றும்	 3 4c i j k= − + +


 

  என்ை	 வெக்டர்களால	

உருொக்கப்்டும்	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	உயரத்தக	்காண்்க.

 6. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2i j k i j k+ + − +  மற்றும்	 ˆˆ ˆ3 3i j k+ +  என்ை	 	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	

வெக்டர்களாகுமா	எனக	்காண்்க.

 7. ˆˆ ˆ ˆ,a i j k b i= + + =


  மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆc c i c j c k= + +

	 என்்க.	 1 1c =  மற்றும்	 2 2c = 	 எனில,	 ,a b


 , c  

என்ை	வெக்டர்கள்	ஒரு	தள	வெக்டர்களா்க	இருககுமாறு	 3c  -ன்	மதிப்பி்னக	்காண்்க.

 8. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, (1 ) , (1 ) ,a i k b xi j x k c yi xj x y k= − = + + − = + + + −


   எனில,	 [ , , ]a b c


   என்்து	 x -்யயும்	

y -்யயும்	வ்ாறுதது	அ்மயாது	என	நிரூபிக்க.

. 9. ˆ ˆˆ ˆ ˆ,ai aj ck i k+ + +  மற்றும்	 ˆˆ ˆci cj bk+ +  என்ை	 வெக்டர்கள்	 ஒரு	 தள	 வெக்டர்கள்	 எனில,	 a  

மற்றும்	b ஆகியெற்றின்	வ்ருககுச்	ெராெரி	 c  ஆகும்	என	நிரூபிக்க.

 10. , ,a b c


   என்ை	பூச்சியமற்ை	மூன்று	வெக்டர்களில	 a , b


	என்ை	வெக்டர்களுககு	வெஙகுததான	

அலகு	 வெக்டர	 	 c  என்்க.	 a , b


	 என்ை	 வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	  
6
π
	 எனில,	 

2 2 21[ , , ] | | | |
4

a b c a b=
 

  

	என	நிறுவு்க.

6.5 வெக்டர முப்வெருககல் (Vector triple product)

ெசையச்ற 6.5

 , ,a b c


 

	 என்்ன	 ஏ்தனும்	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 எனில,	  


a b c× ×( )  	 என்்து	 இம்மூன்று	

்�க்டரகளின் ்�க்டர முப்பேருககல்	என	அ்ழக்கப்்டுகிைது.

குறிப்பு

 




a b c, ,  	என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 
 ( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ),







   



 











a b c b c a c a b c a b a b c b× × × × × × × × × × × (( ) c a×  
	 என்்னவும்	வெக்டர	முப்வ்ருக்கல்கள்	ஆகும்.
	 	வெக்டர	 வ்ருக்கலில	 நன்்கறியப்்ட்்ட	 ்ண்பு்களின்	 வி்ளொ்க	 பின்ெரும்	 ்தற்ைத்தப்	
வ்றுகி்ைாம்.

நதற்றம் 6.7
 வெக்டர	முப்வ்ருக்கல	பின்ெரும்	்ண்பு்க்ள	நி்ைவு	வெய்கிைது.

 (1)  1 2( ) ( )a a b c+ × ×


    =  �
� � � � � � � � � � � �a b c a b c a b c a b c1 2× × + × × × × = × × ∈( ) ( ), ( ) ( ) ( ( )),λ λ λ

 (2)  1 2(( ) )a b b c× + ×
 

   =  �
� � � � � � � � � � � �a b c a b c a b c a b c× × + × × × × = × × ∈( ) ( ), (( ) ) ( ( )),1 2 λ λ λ

 (3)  1 2( ( ))a b c c× × +


    =  
� � � � � � � � � � � � �a b c a b c a b c a b c× × + × × × × = × × ∈( ) ( ), ( ( )) ( ( )),1 2 λ λ λ
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குறிப்புசை

 ்�க்டர ்பேருககல் ்சரபபுப பேணணபே நிண்றவு ்சயயாது.  அதாெது	 , ,a b c


 

	என்ை	வெக்டர்களுககு

( ) ( )a b c a b c× × ≠ × ×
 

    .

நியோயப்ெடுத்துதல்

 ˆ ˆ ˆ, ,a i b i c j= = =


 

	என்்க	.	 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a b c i i j i k j× × = × × = × = −


  . ஆனால,	 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0 0i i j j× × = × =
 

.

 என்ெ	, ( ) ( )a b c a b c× × ≠ × ×
 

    .

 வெக்டர	முப்வ்ருக்க்ல,	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கல	ொயிலா்க	விளக்க	ஒரு	எளிய	சூததிரத்தப்	
பின்ெரும்	்தற்ைம்	ெழஙகுகிைது.

நதற்றம் 6.8  (வெக்டர முப்வெருககல் விரிெோககம்) (Vector Triple product expansion)

 , ,a b c


   என்்ன	ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( ) ( )a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅
  

     

	ஆகும்.

நிரூெணம்

 ஆய	அச்சுக்க்ளப்	பின்ெருமாறு	்தரவு	வெய்்ொம்	:
 a  வெயல்டும்	்நரக்்காட்டுத	தி்ெயில x -அச்்ெயும்,	 a  ெழியா்க	வெலெதும்		b



வெக்டருககு	

இ்்ணயானதுமான	தளததில	உள்ளொறு	 y -அச்்ெயும்,	மற்றும்	 a , b


ஆகியெற்்ை	உள்ள்டககிய	

தளததிற்கு	வெஙகுததா்க		 z -அச்்ெயும்	்தரவு	வெய்்க.
   a  =  1

ˆa i

   b


 =  1 2
ˆ ˆb i b j+

   c  =  1 2 3
ˆˆ ˆc i c j c k+ +

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றில	இருநது

   ( )a b c× ×


   =  ( ) ( )a c b a b c⋅ − ⋅
 

  

	எனககி்்டககிைது.

குறிப்பு

 (1) 







a b c b c× × = +( ) α β , இஙகு	 α = ⋅
 a c  மற்றும்	 β = − ⋅( )



a b ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	




a b c× ×( )
என்்து	



b மற்றும்	
c என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயான	தளததில	இருககும்.

 (2) ்மலும்,
   ( )



a b c× ×  =  − × ×
 



c a b( )
    =  − ⋅ − ⋅[( ) ( ) ]



  



c b a c a b

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2

1 2 3

1 2 3 1 3 1 2 2 1

1 1 3 1 2 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2 3

1 2 1 1 2 1 1 3

ˆˆ ˆ
ˆ( ) 0

ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ. .

ˆˆ

i j k
a b c a i b b

c c c

a i b c i b c j b c b c k

a b c k a b c b c j

a c b a b c a c b i b j a b c i c j c k

a b c b c j a b c k

´ ´ = ´

= ´ - + -

=- + -

- = ´ + - + +

= - -



 

 

   

.. (1)

... (2)
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    =  ( ) ( ) 

 

 a c b b c a⋅ − ⋅
  என்ெ,  ( )



a b c× ×  என்்து	
aமற்றும்	



b என்ை	 வெக்டர்களுககு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	
தளததில	இருககும்.

 (3) ( )



a b c× × 	 என்ை	 வெக்டரில,	 அ்்டப்புக	 குறிககுள்	உள்ள	  


b  என்ை	 வெக்ட்ர	 நடுவில	
உள்ள	வெக்டர	எனவும்,	

a 	என்ை	வெக்ட்ர	நடுவில	இலலாத	வெக்டர	எனவும்	்கருது்க.	
இ்த்்ால,	





a b c× ×( )-ல	


b என்று	 வெக்ட்ர	 நடுவில	 உள்ள	 வெக்டரா்கவும்	
c  என்ை	

வெக்ட்ர	 நடுவில	 இலலாத	 வெக்டரா்கவும்	 ்கருது்க.	 இப்வ்ாழுது,	 இவவெக்டர்களின்	
வெக்டர	முப்வ்ருக்கல	

λ  (நடுவில	உள்ள	வெக்டர) −µ (நடுவில	இலலாத	வெக்டர)
  என்ை்மெ்தக	்கா்ணலாம்.	இஙகு	 λ  என்்து	நடுவில	இலலாத	வெக்டர்களின்	புள்ளிப்	

வ்ருக்கலாகும்	மற்றும்	μ 	என்்து	நடுவில	இலலாத	வெக்ட்ரத	தவிர	மற்ை	வெக்டர்களின்	
புள்ளிப்	வ்ருக்கலாகும்	என்்்த	அறி்க.

6.6 ஜகநகோபியின் முறவ்றோருசம மறறும் �ோகைோஞ்சியின் முறவ்றோருசம
       (Jacobi’s Identity and  Lagrange’s Identity)

நதற்றம் 6.9 (ஜகநகோபியின் முறவ்றோருசம) (Jacobi’s identity)

 , ,a b c


 

 என்்ன		ஏ்தனும்	மூன்று	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( ) ( ) 0a b c b c a c a b× × + × × + × × =
   

     

 
ஆகும்.

நிரூெணம்

 வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	விரிொக்கத்தப்	்யன்்டுததி	பின்ெருெனெற்்ைப்	வ்றுகி்ைாம்.

  ( )a b c× ×


   = ( ) ( )a c b a b c⋅ − ⋅
 

   

  ( )b c a× ×


   =  ( ) ( )b a c b c a⋅ − ⋅
 

   

  ( )c a b× ×


   =  ( ) ( )c b a c a b⋅ − ⋅
 

    .

 இச்ெமன்்ாடு்களின்	கூடுத்லக	்கண்டுபிடிதது	இரு	வெக்டர்களுக்கான	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கலின்	
்ரிமாற்று	விதி்யப்	்யன்்டுததினால,	 ( ) ( ) ( ) 0a b c b c a c a b× × + × × + × × =

   

     

	எனப்	வ்றுகி்ைாம்.

நதற்றம் 6.10 (�ோகைோஞ்சியின் முறவ்றோருசம) (Lagrange's identity)

 , , ,a b c d
 

 

 என்்ன	ஏ்தனும்	நான்கு	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( )
a c a d

a b c d
b c b d

⋅ ⋅
× ⋅ × =

⋅ ⋅



  

 

 

  



 .

நிரூெணம்

 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலில	புள்ளி	மற்றும்	வெக்டர	குறி்க்ள	இ்டமாற்ைம்	வெய்யலாம்	என்்தால,

  ( ) ( )a b c d× ⋅ ×
 

   =  ( ( ))a b c d⋅ × ×
 

 

   =  (( ) ( ) )a b d c b c d⋅ ⋅ − ⋅
   

     (வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	விரிொக்கம்)

   =  ( )( ) ( )( )a c b d a d b c⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
   

   

   =  
a c a d

b c b d

⋅ ⋅

⋅ ⋅
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எடுத்துககோட்டு  6.19

 2[ , , ] [ , , ]a b b c c a a b c× × × =
  

     

என	நிறுவு்க.

தீரவு

 தி்ெயிலி	முப்வ்ருக்கலின்	ெ்ரய்ை்யப்	்யன்்டுததி	நாம்	வ்றுெது

 [ , , ]

  

  a b b c c a× × × = ( ) [( ) ( )]a b b c c a× ⋅ × × ×
 

    . ... (1)
 ( )b c×



 -ஐ	வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	முதல	வெக்டரா்க	எடுததுகவ்காண்டு

  ( ) ( )b c c a× × ×


  

-ன்	விரிொக்கம்	்காண்்்ாம்.	என்ெ,

 ( ) ( )


  b c c a× × × = (( ) ) (( ) ) [ , , ]b c a c b c c a a b c c× ⋅ − × ⋅ =
  

        

இம்மதிப்பி்ன	(1)-ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது,

  [ , , ]a b b c c a× × ×
 

     =  2( ) ([ , , ] ) [ , , ]( ) [ , , ]a b a b c c a b c a b c a b c× ⋅ = × ⋅ =
    

          .

எடுத்துககோட்டு 6.20
 ( ( )) ( ) ( )a b c a a b a c⋅ × = × × ×

 

       என	நிறுவு்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்டின்	ெலதுபுைம்	உள்ள	வெக்டரில	( )a b×




-ஐ	வெக்டர	முப்வ்ருக்கலின்	
முதல	வெக்டரா்க	எடுததுகவ்காண்டு	 ( ) ( )a b a c× × ×



    -ன்	விரிொக்கம்	்காண்்்ாம்.	என்ெ,

 ( ) ( )



 a b a c× × × = (( ) ) (( ) ) ( ( ))a b c a a b a c a b c a× ⋅ − × ⋅ = ⋅ ×
  

        

எடுத்துககோட்டு  6.21

 , , ,a b c d
 

   என்்ன	ஏ்தனும்	நான்கு	வெக்டர்கள்	எனில,

  ( ) ( )a b c d× × ×
 

   =  [ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , , ]a b d c a b c d a c d b b c d a− = −
       

        .

தீரவு

  



p a b= ×( )  என	எடுததுகவ்காண்டு	 ( ) ( )a b c d× × ×
 

 

-ன்	விரிொக்கம்	்காண்்்ாம்.

  ( ) ( )a b c d× × ×
 

   =    



p c d× ×( )

   =  ( ) ( )



  



p d c p c d⋅ − ⋅

   =  (( ) ) (( ) ) [ , , ] [ , , ]

 

 









 

 







a b d c a b c d a b d c a b c d× ⋅ − × ⋅ = −  

 இவொ்ை,	
 



q c d= × 	என	எடுததுகவ்காண்்டால,

  ( ) ( )







a b c d× × ×  =  ( )



a b q× ×

   =  ( ) ( ) 

 

 a q b b q a⋅ − ⋅

   =  [ , , ] [ , , ] 

  





a c d b b c d a−  

எடுத்துககோட்டு 6.22 
 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 , 3 3 , 2 5a i j k b i j k c i j k= − + − = − + = − +



 

	 எனில,	 ( )a b c× ×


   மற்றும்	 ( )a b c× ×


 

 

ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.	்மலும்,	அ்ெ	ெமமாகுமா	எனக	்காண்்க.

தீரவு

  ெ்ரய்ைப்்டி, a b×


  =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ2 3 2 7 7

3 1 3

i j k
i k− − = −

−
 .
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  ( )a b c× ×


   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ7 0 7 35 21 35

2 5 1

i j k
i j k− = − − −

−
. ... (1)

  b c×


  =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ3 1 3 14 3 13

2 5 1

i j k
i j k− = + −

−
.

    ( )a b c× ×


   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 2 33 54 48

14 3 13

i j k
i j k− − = − − −

−
. ... (2)

 என்ெ,	 ெமன்்ாடு்கள்	 (1) மற்றும்	 (2) ஆகியெற்றிலிருநது	 ( ) ( )a b c a b c× × ≠ × ×
 

   

எனக	

்காண்கி்ைாம்.

எடுத்துககோட்டு 6.23
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 4 , 3a i j b i j k c j k= − = − − = −



   மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 5d i j k= + +


	எனில

  (i) ( ) ( ) [ , , ] [ , , ]a b c d a b d c a b c d× × × = −
     

     

  (ii) ( ) ( ) [ , , ] [ , , ]a b c d a c d b b c d a× × × = −
     

     

தீரவு (i)
 ெ்ரய்ைப்்டி, 

  a b×


  =  

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 1 0 4 4 , 0 3 1 8 2 6

1 1 4 2 5 1

i j k i j k
i j c d i j k− = + × = − = − −

− −





 பின்னர,  ( ) ( )a b c d× × ×
 

   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ4 4 0 24 24 40

8 2 6

i j k
i j k= − + −

− −
 ... (1)

					இப்வ்ாழுது,		 [ , , ] [ , , ]a b d c a b c d−
   

     =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ28(3 ) 12(2 5 ) 24 24 40j k i j k i j k− − + + = − + −   ... (2)

 ெமன்்ாடு்கள்	(1) மற்றும்	(2)	ஆகியெற்றிலிருநது,	முற்வைாரு்ம	(i) நிறுெப்்ட்்டது.
 முற்வைாரு்ம	(ii)-ன்	ெரி்ாரததல	மா்ணெர்களின்	்யிற்சிக்கா்க	வி்டப்்ட்டுள்ளது.

ெயிறசி 6.3
 1. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= − + = + − = + +



 

	 எனில	 (i) ( )a b c× ×


 

 (ii) ( )a b c× ×


 

 
ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.

 2. ஏ்தனும்	ஒரு	வெக்டர	 a -ககு, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 2i a i j a j k a k a× × + × × + × × =   

	என	நிறுவு்க.

 3.  [ , , ] 0a b b c c a− − − =
 

   

	என	நிறுவு்க.
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 4. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 3 5 2 , 2 3a i j k b i j k c i j k= + − = + + = − − +


 

	எனில

   (i) ( ) ( ) ( )a b c a c b b c a× × = ⋅ − ⋅
  

       (ii) ( ) ( ) ( )a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅
  

       

  என்்ெற்்ைச்	ெரி்ாரக்க.

 5. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 4 ,a i j k b i j k c i j k= + − = − + − = + +


   எனில	 ( ) ( )a b a c× ⋅ ×


  

-ன்	மதிப்புக	்காண்்க.

 6. , , ,a b c d
 

   என்்ன	ஒரு	தள	வெக்டர்கள்	எனில,	 ( ) ( ) 0a b c d× × × =
  

 

	என	நிரூபிக்க.

 7. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 , 3 2a i j k b i j k c i j k= + + = − + = + +


   மற்றும்	 ( )a b c la mb nc× × = + +
 

   

எனில,	 
, ,l m n -ன்	மதிப்பு்க்ளக	்காண்்க.

 8. ˆˆ ˆ, ,a b c  என்ை	மூன்று	அலகு	 வெக்டர்களில	 b̂ , ĉ  என்்ன	இ்்ண	அலலாத	 	 வெக்டர்கள்	

மற்றும்	
1ˆ ˆˆ ˆ( )
2

a b c b× × = 	எனில,	  â  மற்றும்	 ĉ  என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	

்காண்்க.

6.7 முப்ெரிமோண ெடிெக கணிதத்தில் வெக்டரகளின் ெயன்ெோடு
       (Application of Vectors to 3-Dimensional  Geometry)
 முப்்ரிமா்ண	வெளியில	்நரக்்காடு்கள்	மற்றும்	தளங்க்ளப்	்ற்றி	்கற்ைறிெதில	வெக்டர்கள்	
ஒரு	்நரததியான	அணுகுமு்ை்ய	ெழஙகுகின்ைன.	எலலா	்நரக்்காடு்களும்	தளங்களும்	 3ன்	
உட்்க்ணங்களாகும்.	ஒரு	்நரக்்காட்டி்ன	சுருக்கமா்கக	்்காடு	என்்ை	அ்ழககி்ைாம்.

 

3-ல	உள்ள	புள்ளி்களின்	வதாகுப்பு	  P -ல	உள்ள	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	 	 A B, , C எனும்	
ஏ்தனும்	மூன்று	புள்ளி்களில,	எ்ெ்யனும்	இரு	புள்ளி்களின்	ெழியா்கச்	வெலலும்	்்காடு	 P-ன்	
உட்்க்ணமா்க	அ்மயுமாறு	உள்ள	புள்ளி்கள்	அ்மநதுள்ள	்ரப்பு	ஒரு	தளமாகும்.

	 கு்ைநதது	 ஒரு	 வ்ாதுப்புள்ளி்யயும்	 மற்றும்	 ஒரு	 தளததில	 உள்ள	 ஒரு	 புள்ளி	 மற்வைாரு	
தளததின்	 மீது	 அ்மயாது	 என்ைொறு	 கு்ைநத்ட்ெம்	 ஒரு	 புள்ளி்யயாெதுப்	 வ்ற்றுள்ள	 இரு	
தளங்கள்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	தளங்கள்	எனப்்டும்.	மி்கச்ெரியா்க	அ்த	புள்ளி்க்ளப்	வ்ற்றுள்ள	
இரு	 தளங்கள்	 ஒன்றி்்ணநத	 (ஒன்றிய)	 தளங்கள்	 எனப்்டும்.	 வ்ாதுொன	 புள்ளி்யப்	 வ்ைாத	
இரு	தளங்கள்	இ்்ணயான	தளங்களாகும்.	ஆனால,	அ்ெ	ஒன்றி்்ணநத	தளங்களா்க	இருக்காது.	
இ்த்்ால,	 வெட்டிகவ்காள்ளும்	 இரண்டு	 தளங்களின்	 வ்ாதுப்	 புள்ளி்களின்	 வதாகுப்பு	 ஒரு	
்நரக்்கா்டாகும்	என	அறியப்்டுகிைது.	இப்்ா்டப்்குதியில.	வெக்டர்க்ளப்	்யன்்டுததி	்நரக்்காடு	
மற்றும்	தளங்களின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்கா்ணலாம்.

	 ஒரு	ெடிவியல	உருவின்	ெமன்்ாட்்்ட	 	அவவுருவின்	மீதுள்ள	ஒவவொரு	புள்ளியின்	நி்ல	
வெக்டரும்	 நி்ைவு	 வெய்யுமானால,	 அச்ெமன்்ாடு	 அவெடிவியல	 உருவின்	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	
எனப்்டும்.	 ஒரு	 ெமன்்ாடு	 வெக்டர	 ெமன்்ா்டா்க்ொ	 அலலது	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ா்டா்க்ொ	
இருக்கலாம்.

6.7.1 ஒரு ந�ரகநகோட்டின் ெல்நெறு ெடிெச் ைமன்ெோடுகள்

         (Different forms of equation of a straight line)
 ஒரு	்நரக்்காட்டின்	ெமன்்ாட்்்டத	தனிதததா்க	பின்ெரும்	இரு	மு்ை்களில	்கா்ணலாம்.
 • ்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஒரு	புள்ளியும்,	்நரக்்காட்டின்	தி்ெயும்	வ்காடுக்கப்்டும்்்ாது
 • ்்காட்டின்	மீதுள்ள	இரு	புள்ளி்கள்	வ்காடுக்கப்்டும்்்ாது
 ஒரு	 ்்காட்டின்	 ெமன்்ாட்்்ட	 வெக்டர	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	 ெடிெங்களில	 ்கா்ணலாம்.	 ஒரு	
்்காட்டின்	 மீது	 r 	 என்ை	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 P  ஆனது	 எடுததுக	
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வ்காள்ளப்்ட்டு,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 நி்நத்ன்க்ள	 r  என்ை	 வெக்டர	 நி்ைவு	 வெய்யுமாறு	 ஒரு	
வதா்டர்ானது	வ்ைப்்டுகிைது.	இதத்்கய	வதா்டர்ானது	் ்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	எனப்்டுகிைது.	
ஒரு	 ்நரக்்காட்டின்	 வெக்டர	 ெமன்்ாட்டில	து்்ணயலகு்கள்	இருக்கலாம்	அலலது	இலலாமலும்	
இருக்கலாம்.	 ஒரு	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு,	 து்்ணயலகு்க்ளப்	 வ்ற்றிருநதால,	 	 துணையலகு �டி� 
அலலது	துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு எனவும்	து்்ணயலகு்கள்	இல்லவயன்ைால	 துணையலகு 
அல்லாத �டி� அலலது	துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு எனவும்	அ்ழக்கப்்டுகிைது.

6.7.2   ந�ரகநகோட்டின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி மறறும் ந�ரகநகோட்டின் திசை 
வகோடுககப்ெடும்நெோது நகோட்டின் ைமன்ெோடு

           (A point on the straight line and the direction of the straight line are given)
(a) துணையலகு �டி� ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

நதற்றம் 6.11
 நி்ல	 வெக்டர	 a  எனகவ்காண்்ட	 நி்லதத	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 

b


-ககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	்நரக்்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 r a tb= +


  , இஙகு	 t ∈ .

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 நி்லவெக்டர	 a  எனக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 A  

மற்றும்	 rஎன்்து	 ்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 

P -ன்	நி்லவெக்டர	எனில,	 AP r a= −


  .

 AP


 ஆனது	b


-ககு	இ்்ண	என்்தால,
  r a−   =  ,tb t ∈



   ... (1)

  அலலது  r  =  ,a tb t+ ∈




  ... (2)

இது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	ஆகும்.

குறிப்புசை

 இக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 a tb+


  ஆகும்.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)
 AP



 என்்து	b


-ககு	இ்்ண	என்்தால,	 0AP b× =
  

	ஆகும்.

 அதாெது, ( ) 0r a b− × =
 

  .

 இது	்காட்டின் துணையலகு அல்லாத �டி� ்�க்டர சமன்போடு எனப்்டும்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian equation)
 A		என்ை	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்	 ( , , )x y z1 1 1 , P என்ை	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்	 ( , , )x y z

மற்றும்	 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



	 என்்க.	 பின்னர,	  ˆˆ ˆr xi yj zk= + + , 1 1 1
ˆˆ ˆa x i y j z k= + +  மற்றும்	

1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



எனச்	ெமன்்ாடு	(1)-ல	பிரதியிட்டு,	 ˆˆ ˆ, ,i j k 	ஆகியெற்றின்	வ்கழுக்க்ள	ஒப்பி்ட,	நாம்	

வ்றுெது
   1x x−  =  1 1 2 1 3, ,tb y y tb z z tb− = − =  ... (4)

 ெமன்்ாடு	(4)-ஐ,	ெழக்கமா்க

   1

1

x x
b
−  =  1 1

2 3

y y z z
b b
− −=   ... (5)

்்டம் 6.18
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 என	எழுது்ொம்.	

	 இச்ெமன்்ாடு்கள்	 1 1 1( , , )x y z  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்	 	 1 2 3, ,b b b 	 என்ை	 தி்ெ	

விகிதங்க்ளக	 வ்காண்்ட	 வெக்டருககு	 இ்்ணயானதுமான	 ்்காட்டின்	 	 காரடீசியன் சமன்போடுகள 
அலலது சமச்சீர சமன்போடுகள என	அ்ழக்கப்்டுகின்ைன.

குறிப்புசை

 (i) ்நரக்்காடு	 (5)-ன்	 மீது	 உள்ள	 எநதவொரு	 புள்ளியும்	  1 1 1 2 1 3( , , )x tb y tb z tb+ + + , என்ை	

ெடிவில	இருககும்.	இஙகு	 t ∈  

 (ii) ஒரு	்்காட்டின்	தி்ெக	வ்கா்ென்்கள்	அக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்களின்	விகிதச்	ெமமாகும்	
என்்தால,	 ்்காட்டின்	 தி்ெக	 வ்கா்ென்்கள்	 , ,l m n  எனில,	 ்நரக்்காட்டின்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்கள்

   1x x
l
−  =  1 1y y z z

m n
− −= 	ஆகும்.

 (iii) ெமன்்ாடு	 (5)-ல, 1 2 3, ,b b b  இெற்றில	 ஒன்று	 அலலது	 இரண்டின்	 மதிப்பு்கள்	 பூச்சியமா்க	

இருநதால,	ெமன்்ாடு்க்ள	நாம்	பூச்சியததால	ெகுப்்தா்க	வ்ாருள்்்டாது	(அரததமா்காது).	
மாைா்க,	 ்குதியில	 பூச்சியத்தக	 வ்காண்டுள்ள	 ெமன்்ாட்டின்	 வதாகுதியின்	 மதிப்பு	
பூச்சியததிற்குச்	ெமமாகும்	எனப்	வ்ாருள்்டும்.	உதார்ணமா்க,		 1 20, 0b b≠ ≠  மற்றும்	 b3 0=  

எனில,	 1 1 1

1 2 0
x x y y z z

b b
− − −= =  என்்்த	 1 1

1
1 2

, 0x x y y z z
b b
− −= − = என	எழுதலாம்.

 (iv) x - அச்சின்	தி்ெக	வ்கா்ென்்கள்	1,0,0 	ஆகும்.	என்ெ,	 x -அச்சின்	ெமன்்ாடு்கள்

  0
1

x −  =  0 0
0 0

y z− −=  அலலது	 , 0, 0x t y z= = = , இஙகு	t ∈ 	ஆகும். இ்த்்ான்று,	 y -அச்சு	

மற்றும்	z -அச்சின்	ெமன்்ாடு்கள்	மு்ை்ய	
0 0 0

0 1 0
x y z− − −= =  மற்றும்	

0 0 0
0 0 1

x y z− − −= =  

ஆகும்.

6.7.3  வகோடுககப்ெட்்ட இைண்டு புள்ளிகள் ெழியோகச் வைல்லும் ந�ரகநகோட்டின் ைமன்ெோடு

          (Straight Line passing through two given points)

(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

நதற்றம் 6.12
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	நி்லவெக்டர்கள்	a  மற்றும்	b



 வ்காண்்ட	இரு	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	
்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ),r a t b a t= + − ∈



  

 .

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of  vector equation)

 ்மற்்கண்்ட	ெமன்்ாட்டி்ன	து்்ண	அலலாத	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ா்டா்க

( ) ( ) 0r a b a− × − =
 

    என	எழுதலாம்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)
 A , B  என்ை	 புள்ளி்களின்	அச்சுததூரங்கள்	மு்ை்ய	 1 1 1( , , )x y z  மற்றும்	 	 2 2 2( , , )x y z 	 என்்க.	 

P -ன்	 அச்சுததூரங்கள் ( , , )x y z என்்க.	 பின்னர	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + + , 1 1 1
ˆˆ ˆa x i y j z k= + +  மற்றும்	
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2 2 2
ˆˆ ˆb x i y j z k= + +



	 எனத	்தற்ைம்	  6.12-ல	உள்ள	

ெமன்்ாட்டில	 பிரதியிட்டு,	  ˆˆ ˆ, ,i j k 	 ஆகியெற்றின்	

வ்கழுக்க்ள	ஒப்பி்ட, 
1 2 1 1 2 1 1 2 1( ), ( ), ( )x x t x x y y t y y z z t z z− = − − = − − = −  

எனப்	 வ்றுகி்ைாம்.	 ஆ்க்ெ,	 1 1 1( , , )x y z  மற்றும்	

2 2 2( , , )x y z  என்ை	 இருபுள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	
வெலலும்	்நரக்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு

 1

2 1

x x
x x

−
−

 =  1 1

2 1 2 1

y y z z
y y z z

− −=
− −

	எனக	கி்்டககிைது.

 இச்ெமன்்ாட்டிலிருநது	 1 1 1)( , ,x y z  மற்றும்	

2 2 2( , , )x y z  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டின்	 தி்ெ	 விகிதங்கள்	

2 1 2 1 2 1, ,x x y y z z− − − 	 ஆகும்	 எனக	 ்காண்கி்ைாம்.	 ்மலும்	 இெற்றுககு	 விகிதச்	 ெமமமா்க	 உள்ள	

ஏ்தனும்	 மூன்று	 எண்்கள்,	 குறிப்்ா்க	  1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z− − − 	 என்்்ெ	 இக்்காட்டின்	 தி்ெ	

விகிதங்களா்க	அ்மெ்தக	்கா்ணலாம்.

எடுத்துககோட்டு 6.24

 ஒரு	 ்நரக்்காடு	 (1, 2, 3)−  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலகிைது	 மற்றும்	 ˆˆ ˆ4 5 7i j k+ − 	 என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	உள்ளது	எனில,	அக்்காட்டின்	 (i) து்்ண	அலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 (ii) 
து்்ண	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 (iii) ்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	்்காடு	 (1, 2, 3)− 	என்ை	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலகிைது.	ஆ்க்ெ,	இப்புள்ளியின்	நி்ல	

வெக்டர	 ˆˆ ˆ2 3i j k+ − ஆகும்.

 ˆˆ ˆ2 3a i j k= + − , ˆˆ ˆ4 5 7b i j k= + −


	என்்க.	பின்னர

 (i) ்த்ெயான	்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	
 



r a tb= + ,	இஙகு	 t∈ 	ஆகும்.

  என்ெ,	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 ) (4 5 7 ),r i j k t i j k t= + − + + − ∈

 .

 (ii) ்த்ெயான	்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) 0r a b− × =
 

 

	ஆகும்.  

என்ெ, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ( 2 3 )) (4 5 7 ) 0r i j k i j k− + − × + − =


 .

 (iii) ்த்ெயான	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= = .  

  இஙகு, 1 1 1( , , ) (1, 2, 3)x y z = −  மற்றும்	்த்ெயான	்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 4,5, 7−

என்்ெற்றுககு	 விகிதச்	 ெமமான்ெயாகும்.	 என்ெ,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காட்டின்	

்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள் 
1 2 3

4 5 7
x y z− − += =

−
.

எடுத்துககோட்டு 6.25
 ஒரு	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 6 ) (2 3 )r i j k t i j k= − + + − +

 எனில,	

அக்்காட்டின்	 (i) தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	 (ii) து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	
(iii) ்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.

்்டம் 6.19
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தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டயும்	 r a tb= +


 

	என்ை	்்காட்டின்	ெமன்்ாட்்்டயும்	ஒப்பி்ட	
நமககுக	கி்்டப்்து	 ˆˆ ˆ3 2 6a i j k= − +  மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 3b i j k= − +



. என்ெ,

 (i) 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +



	 எனில,	 ்்காட்டின்	 தி்ெவிகிதங்கள்	 1 2 3, ,b b b 	 ஆகும்.	 என்ெ,	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டின்	 தி்ெ	 விகிதங்கள்	  2, 1,3− 	 என்்ெற்றுககு	 விகிதச்	

ெமமான்ெயாகும்.	 ஆ்க்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டின்	 தி்ெக	 வ்கா்ென்்கள்	 

2 1 3, ,
14 14 14

−
	ஆகும்.

 (ii) ்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	அலலாத	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) 

 

r a b− × = 0 .

  என்ெ, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( (3 2 6 )) (2 3 ) 0r i j k i j k− − + × − + =


 .

 (iii) இஙகு	 1 1 1( , , ) (3, 2,6)x y z = −  மற்றும்	்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 2, 1,3− 	என்்ெற்றுககு	

விகிதச்	ெமமான்ெ.	

	 	 என்ெ,	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	
3 2 6

2 1 3
x y z− + −= =

−
	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.26

 ( 4, 2, 3)− −  என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	
2 3 2 6

4 2 3
x y z− − + −= =

−
	 என்ை	 ்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	 ்்காட்டின்	 து்்ணயலகு	 ெடிெ	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.
தீரவு

     வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ெமன்்ாடு்க்ள	
2 3 3

4 2 3 / 2
x y z+ + −= =
− −

 என	 எழுதி,	 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= = ,  

உ்டன்	 ஒப்பி்டக	 கி்்டப்்து,	 1 2 3
3 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 (8 4 3 )
2 2

b b i b j b k i j k i j k= + + = − − + = − + −


.	 இதிலிருநது	 b


 

ஆனது		 ˆˆ ˆ8 4 3i j k+ −  என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயானது	எனத	வதளிொ்கக	்கா்ணலாம்.

	 என்ெ,	்த்ெயான	்நரக்்காடு	  ( 4, 2, 3)− −   என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெது்டன்	 ˆˆ ˆ8 4 3i j k+ −  
என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ளது.	ஆதலால,	்த்ெயான	்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர
ெமன்்ாடு	
  r  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 4 2 3 ) (8 4 3 ),i j k t i j k t− + − + + − ∈ .

 ்மலும்,	்த்ெயான	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்

  4
8

x +  =  2 3
4 3

y z− +=
−

	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.27

 ( 5,7, 4)− −   மற்றும்	(13, 5,2)− என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	் நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	

வெக்டர	 ெமன்்ாடு	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாடு்க்ளக	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 இநத	 ்நரக்்காடு	  
xy -தளத்த	வெட்டும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	்நரக்்காடு	 ( 5,7, 4)− −  மற்றும்	 (13, 5,2)− 	என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலகிைது.	
என்ெ,	இப்புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	் ்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	18, 12,6− 	ஆகும்.		அதாெது	3, 2,1−  

ஆகும்.	
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 ஆதலால,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காடு	  ˆˆ ˆ3 2i j k− + என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 இருககும்.	
என்ெ,	 
 	் த்ெயான	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 5 7 4 ) (3 2 )r i j k t i j k= − + − + − +  அலலது ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(13 5 2 ) (3 2 )r i j k s i j k= − + + − +  இஙகு ,s t ∈  

ஆகும்.

 	் த்ெயான	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்கள்	
5 7 4

3 2 1
x y z+ − += =

−
  அலலது

 
13 5 2

3 2 1
x y z− + −= =

−
	ஆகும்.

 	இந்நரக்்காட்டில	உள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	அ்மப்பு

 (3 5, 2 7, 4)t t t− − + −  அலலது (3 13, 2 5, 2)s s s+ − − +

 ்நரக்்காடு	 xy -தளத்த	ெநதிப்்தால,	வெட்டும்	புள்ளியின்	 z -அச்சுத	வதா்லவு	பூச்சியமாகும்.

	 என்ெ,	 4 0t − = , அதாெது,	 4t = 	ஆகும்.	ஆ்்கயால,	் நரக்்காடு	 xy -தளத்த	வெட்டும்	புள்ளி	

(7, 1,0)− ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.28

 
x y z+

=
−

= −
3

2
1

2
 	என்ை	்நரக்்காடு	ஆய	அச்சு்களு்டன்	ஏற்்டுததும்	்்கா்ணங்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்நரக்்காட்டுககு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	 ஓரலகு	 வெக்டர	 b̂  என்்க.	 பின்னர,	
ˆˆ ˆ2 2 1ˆ ˆˆ ˆ(2 2 )ˆˆ ˆ 3| 2 2 |

i j kb i j k
i j k

+ −= = + −
+ −

. ஆ்க்ெ,	 b̂ -ன்	 தி்ெக	 வ்கா்ென்்களின்	 ெ்ரய்ைப்்டி,	 	 நாம்	

வ்றுெது

   cosα  =  2 2 1, cos , cos
3 3 3

β γ= = − ,

இஙகு	 , ,α β γ  என்்ன	மு்ை்ய	மி்்க	 x -அச்சு,	மி்்க	 y -அச்சு	மற்றும்	மி்்க	 z -அச்சுக்களு்டன்	 b̂

ஏற்்டுததும்	 ்்கா்ணங்கள்	 ஆகும்.	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்நரக்்காடு	 ஆய	 அச்சு்களு்டன்	 ஏற்்டுததும்	
்்கா்ணங்களும்,	  b̂  மு்ை்ய	 ஆய	 அச்சு்களு்டன்	 ஏற்்டுததும்	 ்்கா்ணங்களும்	 ெமம்	 என்்தால	

α β γ= 





 = 






 =

−







− − −cos , cos , cos1 1 12
3

2
3

1
3

 எனப்	வ்றுகி்ைாம். 

6.7.4 இைண்டு ந�ரகநகோடுகளுககு இச்டப்ெட்்ட நகோணம்

          (Angle between two straight lines )
(a) ்�க்டர �டி�ம் (Vector form)

 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   	 என்ை	இரு	்நரக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணமும்	

b


 மற்றும்	 d


	 என்ை	 வெக்டர்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணமும்	 ஒன்்ையாகும்.	 ஆ்்கயால,	 

| |cos
| | | |

b d
b d

θ ⋅=
 

   அலலது 1 | |cos
| | | |

b d
b d

θ −  ⋅=  
 

 

  .
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குறிப்புசை 

 (i) r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	இரு	்்காடு்களும்	இ்்ண

  Û 0θ = Û cos 1θ = Û | | | | | |b d b d⋅ =
   

.

 (ii) வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	இரு	்்காடு்களும்	இ்்ணயா்க	இருக்கத	

்த்ெயானதும்,	 மற்றும்	 ்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	 b dλ=
 

, λ 	 ஒரு	 தி்ெயிலி	

என்்தாகும்.

 (iii) வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	 இரு	 ்்காடு்களும்	 ஒன்றுகவ்கான்று	

வெஙகுததான்ெயா்க	 இருக்கத	 ்த்ெயானதும்,	 மற்றும்	 ்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	
0b d⋅ =

 

	என்்தாகும்.

(b) காரடீசியன் �டி�ம் (Cartesian form)

 இரு	 ்நரக்்காடு்களின்	 ்காரடீசியன்	 ெடிெச்	 ெமன்்ாடு்கள்	  1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =  மற்றும்	

2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= = 	எனில,	இவவிரு	்்காடு்களுககும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	 θ  என்்து

θ =
+ +

+ + + +













−cos | |1 1 1 2 2 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

b d b d b d
b b b d d d

ஆகும்.

குறிப்புசை

 (i) 1 2 3, ,b b b  மற்றும்	 1 2 3, ,d d d  என்ை	 தி்ெ	 விகிதங்க்ளக	 வ்காண்்ட	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	

்்காடு்கள்	இ்்ணயா்க	இருக்கத	 ்த்ெயானதும்,	 மற்றும்	 ்்ாதுமானதுமான	 நி்நத்ன	

31 2

1 2 3

bb b
d d d

= = 	என்்தாகும்.

 (ii) 1 2 3, ,b b b  மற்றும்	 1 2 3, ,d d d  என்ை	 தி்ெ	 விகிதங்க்ளக	 வ்காண்்ட	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	

்நரக்்காடு்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று	 வெஙகுததா்க	 இருக்கத	 ்த்ெயானதும்	 மற்றும்,	
்்ாதுமானதுமான	நி்நத்ன	 1 1 2 2 3 3 0b d b d b d+ + = என்்தாகும்.

 (iii) வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	 ்நரக்்காடு்களின்	 தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	 1 1 1, ,l m n  மற்றும்	 2 2 2, ,l m n

எனில,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	  1 2 1 2 1 2cos | |l l m m n nθ = + +  

ஆகும்.
எடுத்துககோட்டு 6.29
 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 ) (2 2 )r i j k t i j k= + + + + +  என்ை	் ்காட்டிற்கும்	(5,1, 4)  மற்றும்	(9, 2,12)என்ை	புள்ளி்க்ள	

இ்்ணககும்	்்காட்டிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	்காண்்க.

தீரவு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 ) (2 2 )r i j k t i j k= + + + + +  என்ை	 ்்காடு	 ˆˆ ˆ2 2i j k+ + என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	

இருககும்.
 (5,1, 4)  மற்றும்	 (9, 2,12)  என்ை	 புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்		

4,1,8  என்்தால,	இக்்காடு	 ˆˆ ˆ4 8i j k+ + 	என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	இருககும்.

 என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இவவிரு	்்காடு்களுககும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்
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  θ  =  1 | |cos
| | | |

b d
b d

−  ⋅
 
 

 

  , இஙகு ˆˆ ˆ2 2b i j k= + +


 மற்றும் ˆˆ ˆ4 8d i j k= + +


.

  என்ெ,  θ  =  1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ| (2 2 ) (4 8 ) | 2cos cosˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 3| 2 2 | | 4 8 |

i j k i j k
i j k i j k

− − + + ⋅ + +  =    + + + +   
.

எடுத்துககோட்டு 6.30

 4 1
2 1 2

x y z− += =
−

 மற்றும்	
1 1 2

4 4 2
x y z− + −= =

−
 	 என்ை	 இரு	 ்நரக்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	 ்காண்்க.	 இவவிரு	 ்்காடு்களும்	 இ்்ணயான்ெயா	 அலலது	 வெஙகுததான்ெயா	
எனக்காண்்க.

தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காடு்களின்	ெமன்்ாடு்க்ள

 1

1

x x
b
−  =  1 1

2 3

y y z z
b b
− −=  மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= = 	ஆகியெற்று்டன்	ஒப்பி்ட,		நாம்	வ்றுெது

 1 2 3( , , ) (2,1, 2)b b b = −  மற்றும்	 1 2 3( , , ) (4, 4, 2)d d d = − . என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	

்்காடு்களுககும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்

  θ  =  cos | ( )( ) ( )( ) ( )( ) |
( ) ( )

− + − + −

+ + − + − +










1

2 2 2 2 2 2

2 4 1 4 2 2
2 1 2 4 4 2 

= =−cos ( )1 0
2
π

 ஆ்க்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்நரக்்காடு்களும்	வெஙகுததான்ெ.

எடுத்துககோட்டு 6.31
 (6,7,5)A  மற்றும் (8,10,6)B  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	் நரக்்கா்டானது	 (10,2, 5)C −  

மற்றும்	 (8,3, 4)D − என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டிற்குச்	 வெஙகுததானது	 என	
நிறுவு்க.
தீரவு

 (6,7,5)A  மற்றும்	 (8,10,6)B  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காடு	

ˆˆ ˆ2 3b AB OB OA i j k= = − = + +
  

 என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 அ்மயும்.	 ்மலும்	 (10,2, 5)C −  

மற்றும்	 (8,3, 4)D −  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	்நரக்்காடு	 ˆˆ ˆ2d CD i j k= = − + +


 என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	இருககும்.	என்ெ,	இவவிரு	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணமானது	 b


 

மற்றும்	 d


	ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணததிற்குச்	ெமமாகும்.

  b d⋅
 

=  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 ) 0i j k i j k+ + ⋅ − + + = 	என்்தால,	b


, d


	என்ை	வெக்டர்கள்	

	 வெஙகுததான்ெயாகும்.	என்ெ,	இரு	்நரக்்காடு்களும்	வெஙகுததான்ெயாகும்.

மாறறு முண்ற
 (6,7,5)A  மற்றும்	 (8,10,6)B  என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	

1 2 3( , , ) (2,3,1)b b b =  ஆகும்.	்மலும்,	 (10,2, 5)C −  மற்றும்	 (8,3, 4)D −  என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	

்நரக்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 1 2 3( , , ) ( 2,1,1)d d d = − 	ஆகும்.

  1 1 2 2 3 3 (2)( 2) (3)(1) (1)(1) 0b d b d b d+ + = − + + = 	 என்்தால,	 இவவிரு	 ்்காடு்களும்	

வெஙகுததான்ெயாகும்.
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எடுத்துககோட்டு 6.32

 1 2 4
4 6 12

x y z− − −= =  மற்றும்	
3 3 5

2 3 6
x y z− − −= =
−

 என்ை	 ்்காடு்கள்	 இ்்ணயான்ெ	 என	

நிறுவு்க.
தீரவு 

 1 2 4
4 6 12

x y z− − −= =  	 என்ை	 ்்காடு	 ˆˆ ˆ4 6 12i j k− +  என்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 இருககும்	

மற்றும்	
3 3 5

2 3 6
x y z− − −= =
−

 என்ை	்்காடு	 ˆˆ ˆ2 3 6i j k− + − 	என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்க	இருககும்.

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 6 12 2( 2 3 6 )i j k i j k− + = − − + − 	 என்்தால,	 இரு	 வெக்டர்களும்	 இ்்ணயாகும்.	 என்ெ,	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்நரக்்காடு்களும்	இ்்ணயாகும்.

ெயிறசி 6.4
 1. ˆˆ ˆ4 3 7i j k+ −  என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்ல	 வெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	

ˆˆ ˆ2 6 7i j k− + என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	அலலாத	

வெக்டர	ெமன்்ாடு,	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2.  ( 2,3, 4)−  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்	
1 3 8

4 5 6
x y z− + −= =
−

	 என்ை	 ்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	வெக்டர,	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 3. (6,7, 4)  மற்றும்	 (8, 4,9)  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	்நரக்்காடு	 xz  மற்றும்	 yz  

தளங்க்ள	வெட்டும்	புள்ளி்க்ளக	்காண்்க.

 4. (5,6,7)  மற்றும்	 (7,9,13)  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டின்	 தி்ெக	
வ்கா்ென்்க்ளக	்காண்்க.	்மலும்,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இவவிரு	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	
்நரக்்காட்டின்	து்்ண	அலகு	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு,	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாடு்க்ளக	
்காண்்க.

 5.  பின்ெரும்	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	்காண்்க.

   (i) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(4 ) ( 2 2 ), ( 2 4 ) ( 2 2 )r i j t i j k r i j k s i j k= − + + − = − + + − − + 

   (ii) 4 7 5 ˆ ˆˆ ˆ, 4 (2 )
3 4 5

x y z r k t i j k+ − += = = + + + .

   (iii) 2 3x y z= = −  மற்றும்	6 4x y z= − = − .

 6. (7, 2,1), (6,0,3)A B , மற்றும்	 (4, 2, 4)C 	 என்்ன	 ABC∆ -ன்	 உச்சி்கள்	 எனில,	  ABC∠ -ஐக	

்காண்்க.
 7. (2,1, 4)  மற்றும்	 ( 1, 4, 1)a − −  என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காடு	 (0, 2, 1)b −  மற்றும்	

(5,3, 2)− 	என்ை	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்நரக்்காட்டுககு	இ்்ண	எனில,	 a  மற்றும்	 b -ன்	

மதிப்பு்க்ளக	்காண்்க.

 8. 5 2 1
5 2 5 1
x y z
m

− − −= =
+ −

 மற்றும்	 x y
m

z
=

+
=

−
−

2 1
4

1
3

	 என்ை	 ்நரக்்காடு்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று		

வெஙகுததான்ெ	எனில,	m -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

 9.  (2,3, 4), ( 1, 4,5)−  மற்றும்	 (8,1, 2)  என்ை	புள்ளி்கள்	ஒரு	்்கா்ட்மப்	புள்ளி்கள்	எனக	்காட்டு்க.
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6.7.5  இரு ந�ரகநகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி

          (Point of intersection of two straight lines)

 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
a a a
− − −= =  மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =  என்்ன	இரு	்நரக்்காடு்கள்	எனில,	

இக்்காடு்களின்	 மீது	 உள்ள	 புள்ளி்களின்	 அ்மப்பு	 மு்ை்ய	 1 1 1 2 1 3( , , )x sa y sa z sa+ + +  மற்றும்	

2 1 2 2 2 3( , , )x tb y tb z tb+ + +  ஆகும்.	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டிக	 வ்காள்ளுமானால,	 ஒரு	

வ்ாதுொன	புள்ளி	இருக்க	்ெண்டும்.	ஆ்்கயால,	்்காடு்கள்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	புள்ளியில,	ஒரு	

சில	 s , t 	மதிப்பு்களுககு,

  1 1 1 2 1 3( , , )x sa y sa z sa+ + +  =  2 1 2 2 2 3( , , )x tb y tb z tb+ + +

  என்ெ,   1 1x sa+  =  2 1 1 2 2 2 1 3 2 3, ,x tb y sa y tb z sa z tb+ + = + + = +

 இம்மூன்று	ெமன்்ாடு்களில	ஏ்தனும்	இரு	ெமன்்ாடு்களின்	தீரவு	்காண்்தால	வ்ைப்்டும்	 s  
மற்றும்	 t -ன்	மதிப்பு்கள்	மீதமுள்ள	ெமன்்ாட்்்ட	நி்ைவு	வெய்யுமானால,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காடு்கள்	
வெட்டும்	 ்்காடு்களாகும்.	 அவொறு	 இல்லவயனில,	 அ்ெ	 வெட்்டாக	 ்்காடு்களாகும்.	 s -ன்	

மதிப்்், (அலலது	t -ன்	மதிப்்்)	பிரதியி்ட,	இரு	் ்காடு்களும்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	புள்ளி	கி்்டககும்.

	 ்நரக்்காடு்களின்	 ெமன்்ாடு்கள்	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு்களா்க	 வ்காடுக்கப்்ட்்டால,	
அச்ெமன்்ாடு்க்ள	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாடு்களா்க	 மாற்றி	 எழுதி	 ்மற்்கண்்ட	 மு்ையில	 வெட்டும்	
புள்ளி்யக	்கா்ணலாம்.

எடுத்துககோட்டு  6.33

 1 2 3
2 3 4

x y z− − −= =  	மற்றும்	
4 1

5 2
x y z− −= = 	என்ை	்்காடு்கள்	வெட்டும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.

தீரவு

 1 2 3
2 3 4

x y z s− − −= = =  (என்்க).	 இக்்காட்டில	 உள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளியின்	 ெடிெம்	 

(2 1, 3 2, 4 3)s s s+ + + 	 ஆகும்.	  4 1
5 2

x y z t− −= = =  (என்்க).	 இக்்காட்டில	 உள்ள	 ஏ்தனும்	

புள்ளியின்	ெடிெம்	 (5 4, 2 1, )t t t+ + 	ஆகும்.

	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காடு்கள்	வெட்டிக	வ்காள்ளுமானால,	வெட்டும்	புள்ளியில,	ஒரு	சில	 s , t -ன்	

மதிப்பு்களுககு,
  (2 1, 3 2, 4 3)s s s+ + +  =  (5 4, 2 1, )t t t+ +

 என்ெ, 2 5 3 3 2 1s t s t− = − = −,  மற்றும்	 4 3s t− = − .	 இம்மூன்று	 ெமன்்ாடு்களில,	 முதல	

இரண்டு	ெமன்்ாடு்களின்	தீரவு	்கா்ண	 1, 1t s= − = − 	எனக	கி்்டககிைது. s  மற்றும்	t -ன்	இம்மதிப்பு்கள்	

மூன்ைாெது	 ெமன்்ாட்்்ட	 நி்ைவு	 வெய்கின்ைன.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டும்	
்்காடு்களாகும்.	 t  அலலது	 s -ன்	மதிப்பி்ன	உரிய	புள்ளி்களில	பிரதியி்ட,	் ்காடு்கள்	வெட்டும்	புள்ளி	 

( 1, 1, 1)− − − 	எனக	கி்்டககிைது.
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6.7.6  இரு ந�ரகநகோடுகளுககு இச்டப்ெட்்ட மீச்சிறு தூைம்

          (Shortest distance between two straight lines)
	 இரு	்நரக்்காடு்களின்	வெட்டும்	புள்ளி்ய	எவொறு	்காண்்து	எனவும்	மற்றும்	இரு	்்காடு்கள்	
இ்்ணயான்ெயா	இல்லயா	என்்்த	எவொறு	தீரமானிப்்து	எனவும்	்கற்ைறிநதுள்்ளாம்.

ெசையச்ற  6.6

 இரு	 ்நரக்்காடு்கள்	ஒ்ர	 தளததில	அ்மநதால,	 அ்ெ	 ஒரு தளம் அணமயும் ்காடுகள 
எனப்்டும்.

குறிப்பு

 இரு	்நரக்்காடு்கள்	இ்்ண்்காடு்களா்க்ொ	அலலது	வெட்டும்	்்காடு்களா்க்ொ	இருப்பின்,	
அ்ெ	ஒரு	தளம்	அ்மயும்	்்காடு்களாகும்.

ெசையச்ற 6.7
 புைவெளியில	இ்்ணயா்க	இலலாமலும்	 ஒன்்ைவயான்று	 வெட்டிக	 வ்காள்ளாமலும்	உள்ள	
இரு	்்காடு்க்ள	ஒரு தளம் அணமயாக ்காடுகள	என	அ்ழககி்ைாம்.

குறிப்பு

 இரு	 ்நரக்்காடு்கள்	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாக	 ்்காடு்கள்	

எனில,	அக்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	இருக்காது.
 இ்்ணயா்க	 இலலாத	 இரண்டு	 ்நரக்்காடு்கள்	
ஒன்்ைவயான்று	 வெட்டிக	 வ்காண்்டால,	 அக்்காடு்களுககு	
இ்்டப்்ட்்ட	 தூரம்	 பூச்சியம்	 ஆகும்.	 	 ஒன்்ைவயான்று	
வெட்்டாமலும்	 இ்்ணயா்கவும்	 உள்ள	 இரண்டு	
்நரக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரமானது,	இவவிரு	
இ்்ணக்்காடு்களுககும்	வெஙகுததா்க	உள்ள	் ்காட்டுததுண்டின்	
நீளமாகும்.	இ்த்்ான்று,	ஒரு	தளம்	அ்மயாக	்்காடு்களுககு	
இ்்டப்்ட்்ட	 மீச்சிறு	 தூரமானது,	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாத	 இரு	
்்காடு்களுககும்	 வெஙகுததான	 ்்காட்டுததுண்டின்	 நீளம்	 என	
ெ்ரயறுக்கப்்டுகிைது.	 இரண்டு	 ்நரக்்காடு்கள்	 இ்்ணக்்காடு்களா்க்ொ	 அலலது	 ஒரு	 தளம்	
அ்மயாக	்்காடு்களா்க்ொ	இருககும்.

நதற்றம் 6.13
 r a sb= +



   மற்றும்	 r c tb= +


   என்ை	இரண்டு	இ்்ண்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்	

| ( ) |
| |

c a bd
b

− ×=


 

 , இஙகு	 | |


b ¹ 0 .

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c tb= +


   என்ை	

இரண்டு	 இ்்ணக்்காடு்க்ள	 மு்ை்ய	 1L  மற்றும்	 2L  

எனககுறிப்்்ாம்.	 1L  மற்றும்	 2L -்களின்	மீதுள்ள		 A  மற்றும்	

B என்ை	 இரு	 புள்ளி்களின்	 நி்லவெக்டர்கள்	 மு்ை்ய	 a  
மற்றும்	 c  என்்க.	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	 ்்காடு்களும்	 b



-ககு	

இ்்ணயான்ெ.
 AD  என்்து	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரு	 ்்காடு்களுககும்	

்்டம் 6.20

L2

L1

்்டம் 6.21

D

L1

L2

d

θ

( )B c�
b
�

( )A a�

�
�

a
c

−
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வெஙகுதது	என்்க.		 AB


 மற்றும்	b


	என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில,

  sinθ  =  
| | | ( ) |

| | | || | | |
AB b c a b

c a bAB b
× − ×=

−

  

 

 

 

  ... (1)

 ஆனால,		வெங்்கா்ண	முக்்கா்ணம்	 ABD -ல	இருநது,

  sinθ =   
d
AB

d
AB

d
c a

= =
−| | | |

� ��� � �  ... (2)

  ெமன்்ாடு்கள்	(1)	மற்றும்	(2)-லிருநது,	நாம்	வ்றுெது	

  d  =  | ( ) |
| |

c a b
b

− ×


 

  , இஙகு	 | |


b ¹ 0 .

நதற்றம் 6.14

 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	ஒரு	தளம்	அ்மயாக	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	

தூரம்
  δ  =  | ( ) ( ) |

| |
c a b d

b d
− ⋅ ×

×

 

 

  , இஙகு | |
 

b d× ≠ 0

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்ை	ஒரு	தளம்	

அ்மயாக	்்காடு்க்ள	மு்ை்ய	 1L  மற்றும்	 2L  எனக	குறிப்்்ாம்.

 1L  மற்றும்	 2L  என்ை	்்காடு்களின்	மீதுள்ள	 A  மற்றும்	C  என்ை	

இரு	புள்ளி்களின்	நி்ல	வெக்டர்கள்	மு்ை்ய	a  மற்றும்	 c  என்்க.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இரண்டு	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாக	 ்்காடு்களின்	
ெமன்்ாடு்களிலிருநது,	 1L  என்ை	்்காடு	 b



-ககு	இ்்ணயா்கவும்,	 2L  

என்ை	 ்்காடு	 d


-ககு	 இ்்ணயா்கவும்	 இருப்்்தக	 ்காண்கி்ைாம்.	

ஆ்்கயால,	 b d×
 

 என்்து	 1L  மற்றும்	 2L 	 என்ை	 இரண்டு	
்்காடு்களுககும்	வெஙகுததாகும்.

 SD  என்்து	 1L  மற்றும்	 2L 	என்ை	இரண்டு	் ்காடு்களுககும்	வெஙகுததா்க	உள்ள	் ்காட்டுததுண்டு	

என்்க.	ஆ்க்ெ	 SD


 ஆனது	 b


 மற்றும்	 d


 என்ை	இரு	வெக்டர்களுககும்	வெஙகுததான	வெக்டராகும்.	

ஆதலால,	 SD


 ஆனது	b d×
 

-ககு	இ்்ணயான	வெக்டராகும்.

 என்ெ,	 
| |
b d
b d

×
×

 

   என்்து	 SD


-ன்	தி்ெயில	உள்ள	அலகு	வெக்டராகும்.	்மலும்,	மீச்சிறு	தூரம்	 

| |SD


	என்்து,	 SD


-ன்	மீதான	 AC


-ன்	வீழலின்	எண்்ணளொகும்.	அதாெது,	

 δ  =  | | |SD AC=
 

. ( SD


-ன்	தி்ெயில	உள்ள	அலகு	வெக்டர)| ( )
| |
b dc a
b d

×= − ⋅
×

 

 

   

 δ  =  | ( ) ( ) |
| |

c a b d
b d

− ⋅ ×
×

 

 

  , இஙகு | |
 

b d× ≠ 0 .

்்டம் 6.22

L2

S

D

L1

( )C c�

δ

� �
b d×

�
d

A a( )�
�
b
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குறிப்புசை

 (i) ்தற்ைம்	6.14-லிருநது,	  r a sb= +


   மற்றும்	 r c td= +


   என்்ன	ஒன்்ைவயான்று	வெட்டும்	

்்காடு்கள்	 (அதாெது,	 ஒரு	 தளம்	அ்மயும்	 ்்காடு்கள்)	 எனில,	 ( ) ( ) 0c a b d− ⋅ × =
 

 

	 ஆகும்	

எனக	்காண்கி்ைாம்.

 (2) 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =  மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= =  என்ை	்்காடு்கள்	ஒன்்ைவயான்று	

வெட்டும்	(அதாெது,	ஒரு	தளம்	அ்மயும்	்்காடு்கள்)	எனில,

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

b b b
d d d

− − −
=

எடுத்துககோட்டு 6.34 

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) (2 3 2 )r i j k t i j k= + − + + +  மற்றும்	
2 4 3

1 2 4
x y z− − += = 	 என்ை	 ்்காடு்கள்	

வெட்டிகவ்காள்ளும்	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்,	 மற்றும்	 இவவிரு்்காடு்களுககும்	

வெஙகுததானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

தீரவு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) (2 3 2 )r i j k t i j k= + − + + +  என்ை	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு

1 3 1
2 3 2

x y z s− − += = =  (என்்க)

 இக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளியின்	அ்மப்பு	 (2 1, 3 3, 2 1)s s s+ + −  ... (1)

 இரண்்டாெது	்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	
2 4 3

1 2 4
x y z t− − += = =  (என்்க)

 இக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளியின்	அ்மப்பு	 ( 2, 2 4,4 3)t t t+ + −   ... (2)

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டிக	 வ்காள்ளுமானால,	 ஒரு	 வ்ாதுொன	 புள்ளி	 இருக்க	
்ெண்டும்.	என்ெ,	ஒரு	சில	 s t, ∈்களுககு,
 (2 1, 3 3, 2 1) ( 2, 2 4,4 3)s s s t t t+ + − = + + − .

 ,x y  மற்றும்	 z -ன்	அச்சுததூரங்க்ள	ெமப்்டுதத,	நாம்	வ்றுெது

2 1, 3 2 1s t s t− = − =  மற்றும்	 2 1s t− = − .

 இம்மூன்று	ெமன்்ாடு்களில	முதல	இரண்டு	ெமன்்ாடு்களின்	தீரவு	்காண்்தால	 1s =  மற்றும்	
1t = 	 எனககி்்டககிைது.	  s  மற்றும்	 t -ன்	 இம்மதிப்பு்கள்	 மூன்ைாெது	 ெமன்்ாட்்்ட	 நி்ைவு	

வெய்கின்ைன.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு்கள்	 வெட்டும்	 ்்காடு்களாகும்.	 இப்வ்ாழுது,	  s -ன்	

மதிப்்்	ெமன்்ாடு	 (1)-ல	அலலது	 t -ன்	மதிப்்்	ெமன்்ாடு	 (2)-ல	பிரதியி்ட,	இவவிரு	்்காடு்களின்	

வெட்டும்	புள்ளி	 (3,6,1)  எனக	கி்்டககிைது.

 ˆˆ ˆ2 3 2b i j k= + +


 மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 4d i j k= + +


	என	எடுததுக	வ்காண்்டால,		

 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 2 8 6

1 2 4

i j k
b d i j k× = = − +
 

 	எனக	கி்்டககிைது.
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 இவவெக்டர	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்்காடு்களுககும்	வெஙகுததான	வெக்டராகும்.
	 என்ெ,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காடு	 (3,6,1)  என்ை	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெது்டன்	 இரு	

்நரக்்காடு்களுககும்	 வெஙகுததானதும்	ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	 ்த்ெயான	 ்நரக்்காடு	 	 (3,6,1)  என்ை	

புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெது்டன்	 ˆˆ ˆ8 6i j k− + 	 என்ை	வெக்டருககு	இ்்ணயா்கவும்	இருககும்.	என்ெ,	

்த்ெயான	்நரக்்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 6 ) (8 6 ),r i j k m i j k m= + + + − + ∈



 .

எடுத்துககோட்டு 6.35

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 6 3 ) (2 3 4 )r i j k t i j k= + + + + + , ˆ ˆˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 3 )r j k s i j k= − + + +  என்ை	 ஒரு	 ்�ாடி	

்நரக்்காடு்கள்	 இ்்ணக்்காடு்களாகுமா	 எனக்காண்்க.	 ்மலும்,	 அக்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	
மீச்சிறு	தூரம்	்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	ெமன்்ாடு்க்ளயும்	
 



r a sb= +  மற்றும்
 



r c sd= + 	 	உ்டன்	ஒப்பிட்டு,	நாம்	

வ்றுெது 
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 6 3 , 2 3 4 , 2 3 , 2 3a i j k b i j k c j k d i j k= + + = + + = − = + +
 

 

	ஆகும்.

 b


-ஐ	  d


-ன்	தி்ெயிலிப்	 வ்ருக்கலா்க	 எழுத	முடியாது	என்்்த	 வதளிொ்கக	 ்காண்கி்ைாம்.	

ஆ்க்ெ,	 இவவிரு	 வெக்டர்கள்	 இ்்ணயான	 வெக்டர்கள்	 அலல.	 ஆதலால,	 இரு	 ்்காடு்களும்	
இ்்ணயான	்்காடு்கள்	அலல.
 இரு	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்

  δ  =  | ( ) ( ) |
| |

c a b d
b d

− ⋅ ×
×

 

 

   

  இப்வ்ாழுது,  b d×
 

 =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 4 2

1 2 3

i j k
i j k= − +

  ்மலும்,  ( ) ( )c a b d− ⋅ ×
 

   =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 6 ) ( 2 ) 0i j k i j k− − − ⋅ − + = .

 என்ெ,	இரு	்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்	பூச்சியம்	ஆகும்.	ஆ்க்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
்்காடு்கள்	ஒன்்ைவயான்று	வெட்டும்	்்காடு்களாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.36

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 4 ) ( 2 2 )r i j k t i j k= + + + − + −  மற்றும்	
3 2

2 1 2
x y z− += =

−
	என்ை	் ்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	

மீச்சிறு	தூரம்	்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரு	்்காடு்களின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு்கள்	மு்ை்ய

  r  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 4 ) ( 2 2 )i j k t i j k+ + + − + − 	மற்றும்

   r  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ(3 2 ) (2 2 )i k t i j k− + − + 	ஆகும்.

 இச்ெமன்்ாடு்க்ள	 ,r a tb r c sd= + = +
 

   

உ்டன்	ஒப்பிட்டு,	நாம்	வ்றுெது

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 , 2 2 , 3 2 , 2 2a i j k b i j k c i k d i j k= + + = − + − = − = − +
 

 

	ஆகும்.
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 இஙகு	 b


 என்்து	 d


-ன்	தி்ெயிலிப்	வ்ருக்கலா்க	அ்மநதுள்ள்தக	்காண்கி்ைாம்.	ஆ்க்ெ,	

இவவிரு	 ்்காடு்களும்	 இ்்ணயான	 ்்காடு்களாகும்.	 இரண்டு	 இ்்ணயான	 ்நரக்்காடு்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரம்		
| ( ) |

| |
c a bd

b
− ×=



 

 	ஆகும்.

     ( )c a b− ×


   =  

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ1 3 6 12 14 5

2 1 2

i j k
i j k− − = + −

− −
 

  என்ெ,  d  =  
ˆˆ ˆ|12 14 5 | 365

ˆˆ ˆ 3| 2 2 |
i j k
i j k
+ − =

− + −
.

எடுத்துககோட்டு 6.37

 ( 1, 2,3)−  என்ை	 புள்ளியிலிருநது	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 4 3 ) (2 3 )r i j k t i j k= − + + + +

	 என்ை	 ்நரக்்காட்டிற்கு	
ெ்ரயப்்டும்	 வெஙகுததின்	 அடியின்	 அச்சுததூரங்க்ளக	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
புள்ளியிலிருநது	்நரக்்காட்டிற்கு	உள்ள	மீச்சிறு	தூரத்தக	்காண்்க.

தீரவு

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 4 3 ) (2 3 )r i j k t i j k= − + + + +  என்ை		ெமன்்ாட்்்ட	 r a tb= +


 

	உ்டன்	

ஒப்பிட்டு	 நாம்	 வ்றுெது	 ˆˆ ˆ4 3a i j k= − + , மற்றும்	 ˆˆ ˆ2 3b i j k= + +


ஆகும்.	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ( 1, 2,3)−  என்ை	புள்ளி்ய	 Dஎனவும்,	்்காட்டின்	மீதுள்ள	 

(1, 4,3)− 	 என்ை	 புள்ளி்ய	  F 	 எனவும்	 குறிக்கலாம்.	 F  என்்து	 

D -யிலிருநது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காட்டிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததுக	

்்காட்டின்	அடி	எனில,	  F  என்ை	புள்ளியின்	அ்மப்பு	 (2 1, 3 4, 3)t t t+ − +  

ஆகும்.	்மலும்,	 ˆˆ ˆ(2 2) (3 6)DF OF OD t i t j tk= − = + + − +
  

.

 b


 என்ை	வெக்டர	DF


-ககு	வெஙகுதது	என்்தால, 

  b DF⋅


 =  0 2(2 2) 3(3 6) 1( ) 0 1t t t t⇒ + + − + = ⇒ =

 என்ெ,	F-ன்	அச்சுததூரம்	 ( , , )3 1 4- 	ஆகும்.
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளியிலிருநது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டிற்கு	உள்ள	வெஙகுததுத	தூரம்	(மீச்சிறு	
தூரம்)

  DF  =  2 2 2| | 4 ( 3) 1 26DF = + − + =


 அலகு்கள்.

ெயிறசி 6.5
 1. (5, 2,8)  என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) (2 2 )r i j k s i j k= + − + − +  மற்றும்
  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 2 )r i j k t i j k= − − + + +

	ஆகிய	் ்காடு்களுககுச்	வெஙகுததானதுமான	் நரக்்காட்டின்	
து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 ) ( 2 3 )r i j k s i j k= + + + + −  மற்றும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 2 2 ) (2 4 5 )r i j k t i j k= + − + + −  என்்ன	 ஒரு	
தளம்	அ்மயாக	்்காடு்கள்	எனக்காட்டு்க.	்மலும்,	அக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	
தூரத்தக	்காண்்க.

்்டம் 6.23
F

D

b
�

ேந��ேகா�
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 3. 1 1 1
2 3 4

x y z− + −= =  மற்றும்	
3

1 2
x y m z− −= =  என்ை	 ்்காடு்கள்	 ஒரு	 புள்ளியில	 வெட்டிக	

வ்காள்ளும்	எனில,	m -ன்	மதிப்்்க	்காண்்க.

 4. x y z−
=
−
−

− =
3

3
3

1
1 0,  மற்றும்	

x z y−
=
−

− =
6

2
1

3
2 0,  என்ை	 ்்காடு்கள்	 வெட்டிக	

வ்காள்ளும்	எனக்காட்டு்க.	்மலும்,	அ்ெ	வெட்டும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.

 5. 1 2 12x y z+ = = −  மற்றும்	 2 6 6x y z= + = −  என்ை	 ்்காடு்கள்	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயாக	
்்காடு்கள்	எனக	்காட்டி,	அெற்றிற்கு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரத்தயும்	்காண்்க.

 6. ( 1, 2,1)−  என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 ) ( 2 )r i j k t i j k= + − + − + என்ை	் நரக்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	்நரக்்காட்டின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.	்மலும்,	
இக்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	மீச்சிறு	தூரத்தயும்	்காண்்க.

 7. (5, 4, 2)  என்ை	 புள்ளியிலிருநது
1 3 1

2 3 1
x y z+ − −= =

−
	 என்ை	 ்நரக்்காட்டிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	

வெஙகுததுக	் ்காட்டின்	அடி்யக	்காண்்க.	் மலும்,	இச்வெஙகுததுக	் ்காட்டின்	ெமன்்ாட்்்டக	
்காண்்க.

6.8 ஒரு தளத்தின் ெல்நெறு ெசகச் ைமன்ெோடுகள்

       (Different forms of Equation of a plane)

 தளம்	என்்தன்	்கருததாக்கத்த	நாம்	ஏற்்கன்ெ	்கற்ைறிநதுள்்ளாம்.

ெசையச்ற 6.8
 ஒரு	தளததிற்குச்	வெஙகுததா்க	உள்ள	வெக்டர	அததளததின்	்சங்குத்து	அலலது	்சங்்காடு 
என்கி்ைாம்.

குறிப்பு

 ஒரு	 தளததின்	 வெங்்கா்டானது,	 அததளததில	 உள்ள	 ஒவவொரு	 ்நரக்்காட்டிற்கும்	
வெஙகுததாகும்.
 பின்ெருெனெற்றில	 ஏ்தனும்	 ஒன்று	 வ்காடுக்கப்்ட்்டால,	 ஒரு	 தளத்த	 தனிதததா்க	
தீரமானிக்கலாம் :
 • தளததிற்குச்	வெஙகுததான	ஓரலகு	வெக்டர	மற்றும்	ஆதிப்புள்ளியில	இருநது	அததளததிற்கு	

உள்ள	தூரம். 

 • தளததின்	மீதான	ஒரு	புள்ளி	மற்றும்	தளததின்	ஒரு	வெங்்காடு.

 • ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்.

 • தளததின்	 மீதுள்ள	 ஒரு	 புள்ளி	 மற்றும்	 தளததிற்கு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	 இரண்டு	 இ்்ண	
அலலாத	்்காடு்கள்	அலலது	வெக்டர்கள்.

 • தளததின்	மீதுள்ள	இரு	தனிதத	புள்ளி்கள்	மற்றும்	தளததிற்கு	இ்்ணயா்க	உள்ள	ஆனால	
இவவிரு	புள்ளி்க்ளச்	்ெரககும்	்்காட்டிற்கு	இ்்ணயா்க	இலலாத	ஒரு	்நரக்்காடு	அலலது	
ஒரு	பூச்சியமற்ை	வெக்டர.

 தளங்களின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ள	் மற்்கண்்ட	நி்ல்க்ளப்	் யன்்டுததிக	
்காண்்்ாம்.
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6.8.1  தளத்தின் ஒரு வைஙநகோடு மறறும் ஆதிப்புள்ளியிலிருந்து தளத்திறகு உள்ள 
தூைம் வகோடுககப்ெட்்டோல் தளத்தின் ைமன்ெோடு

(Equation of a plane when a normal to the plane and the distance of the plane 
from the origin are given)

(a) ்சங்்காட்டு �டி� ்�க்டர சமன்போடு (Vector equation of a plane in  normal form)

நதற்றம் 6.15
 ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	தளததிற்கு	உள்ள	தூரம்	 p மற்றும்	தளததிற்குச்	வெஙகுததான	ஓரலகு	

வெக்டர	 d̂  எனில,	தளததின்	ெமன்்ாடு	 ˆr d p⋅ =

ஆகும்.

நிரூெணம்

 ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	 p வதா்லவில	உள்ள	தளததி்ன	்கருது்க.	
ஆதிப்புள்ளி	O	 -விலிருநது	 தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	 வெங்்காட்டின்	
அடி	A 	என்்க.	

 OA


-ன்	தி்ெயில	உள்ள	ஓரலகு	வெஙகுதது	வெக்டர	 d̂ 	என்்க.	

பின்னர,	 ˆOA pd=


ஆகும்.

 r  என்்து	 தளததில	 உள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 P-ன்	

நி்லவெக்டர	எனில,	 AP


 என்்து	OA


வுககுச்	வெஙகுததாகும்.

 என்ெ, AP OA⋅
 

 =  ˆ ˆ0 ( ) 0r pd pd⇒ − ⋅ =

         ˆ ˆ( ) 0r pd d⇒ − ⋅ =

  ˆr d⋅  =  p . ... (1)

 இச்ெமன்்ாடு,	தளததின்	்சங்்காட்டு �டி� ்�க்டர ெமன்்ாடு	எனப்்டும்.

(b) ்சங்்காட்டு �டி� காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian equation of a plane in normal form)

 d̂ -ன்	தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	 , ,l m n  என்்க.	என்ெ,	 ˆ ˆˆ ˆd li mj nk= + +  ஆகும்.

 இத்னச்	ெமன்்ாடு	(1)-ல	பிரதியி்ட,

   ˆˆ ˆ( )r li mj nk⋅ + +  =  p  

 P என்்து	(x,y,z)	எனில,	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

	ஆகும்.
 என்ெ, ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )xi yj zk li mj nk+ + ⋅ + + =  p  or lx my nz p+ + =   ... (2)

 ெமன்்ாடு	(2)	ஆனது	தளததின்	்சங்்காட்டு �டி� காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	எனப்்டும்.

குறிப்புசை

 (i) ஆதிப்புள்ளி	ெழியா்க	தளம்	வெலலுவமனில,	 0p = 	ஆகும்.	என்ெ,	தளததின்	ெமன்்ாடு	

0.lx my nz+ + =

 (ii) d


 என்்து	 தளததிற்கு	 வெஙகுததான	 வெக்டர	 எனில,	 ˆ
| |
dd
d

=


  என்்து	 தளததிற்குச்	

வெஙகுததான	 ஓரலகு	 வெக்டராகும்.	 என்ெ,	 தளததின்	 ெமன்்ாடு	
| |
dr p
d

⋅ =




   அலலது   

r d q⋅ =


 , இஙகு | |q p d=


	 என்ைாகும். r d q⋅ =


  	 என்ை	 ெமன்்ாடு	 தளததின்	 திட்்ட �டி� 

வெக்டர	ெமன்்ாடு	எனப்்டும்.

்்டம் 6.24

r

d̂

ˆpd

z

A

P

O y

x
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குறிப்பு

  




r d q⋅ =   என்ை	திட்்ட	ெடிெச்	ெமன்்ாட்டில,	


d  	என்்து	ஓரலகு	வெஙகுதது	வெக்டரா்க்ொ,	q 
என்்து	வெஙகுததுத	வதா்லொ்க்ொ	இருக்கத	்த்ெயில்ல.

6.8.2 ஒரு வெக்டருககு வைஙகுத்தோக வகோடுககப்ெட்்ட ஒரு புள்ளி ெழியோகச்           

       வைல்லும் தளத்தின் ைமன்ெோடு

         ( Equation of a plane perpendicular to a vector and passing through a given point)

(a) ்�க்டர சமன்போடு (Vector form of equation)

 a  என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்ல	 வெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 A  

ெழியா்கச்	வெலெதும்	 n -ககு	வெஙகுததானதுமான	தளத்தக	்கருது்க.

 தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 P-ன்	நி்ல	வெக்டர	 r  
என்்க.

 என்ெ	 AP


 என்்து	 n -ககு	வெஙகுததாகும்.

 Þ 0AP n⋅ =


  Þ ( ) 0r a n− ⋅ =   . ... (1)

 இச்ெமன்்ாடு	 a  என்ை	 வெக்ட்ர	 நி்லவெக்டரா்கக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	ெழியா்கச்	 வெலெதும்	 

n -ககு	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

குறிப்பு

   ( )  r a n− ⋅ = 0  ⇒     r n a n⋅ = ⋅   ⇒ ⋅ =
 r n q , இஙகு q a n= ⋅

 

.

(b) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)
 , ,a b cஎன்்ன	

n -ன்	தி்ெ	விகிதங்கள்	எனில,	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + + 	ஆகும்.	A-ன்	அச்சுததூரங்கள்	 

1 1 1( , , )x y z 	என்்க.	என்ெ,	ெமன்்ாடு	 (1)லிருநது,	

 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(( ) ( ) ( ) ) ( ) 0x x i y y j z z k ai bj ck− + − + − ⋅ + + = .  

 Þ  1 1 1( ) ( ) ( )a x x b y y c z z− + − + −  =  0  

 இது	 1 1 1( , , )x y z என்ை	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெதும்		 , ,a b c  
 என்்ெற்்ை	தி்ெ	விகிதங்களா்கக	வ்காண்்ட	வெக்டருககு	
	 வெஙகுததானதுமான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.

6.8.3 தளத்தின் வெட்டுத்துண்டு ெடிெச் ைமன்ெோடு

       (Intercept form of the equation of a plane)
 r n q⋅ =   என்ை	 தளம்	 , ,OA a OB b OC c= = = என்ை	 வெட்டுத	

துண்டு்க்ள	 ஏற்்டுததுமாறு	 ஆய	 அச்சுக்க்ள	 , ,A B C  என்ை	

புள்ளி்களில	 ெநதிககிைது	 என்்க.	 என்ெ,	 A -ன்	நி்ல	 வெக்டர	  ˆai

ஆகும்.
  A என்ை	இப்புள்ளி	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	மீது	உள்ளதால,	

ˆai n q⋅ =  ஆகும்.	இதிலிருநது	 ˆ qi n
a

⋅ = 	ஆகும்.	

	 இவொ்ை,	  ˆbj  மற்றும்	 ˆck  என்ை	வெக்டர்களும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	

தளததில	உள்ளதால,	 ˆ qj n
b

⋅ =  மற்றும்	 ˆ qk n
c

⋅ = 	எனககி்்டககிைது. 

்்டம் 6.25

A P

n�

்்டம் 6.26

y

x

(a, 0, 0)

(0, b, 0)

(0, 0, c)

z

O

A
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C
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 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என	
 r n q⋅ = -ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது	 ˆˆ ˆ .xi n yj n zk n q⋅ + ⋅ + ⋅ =     

 என்ெ,	
q q qx y z q
a b c

     + + =          
.

 Þ  1x y z
a b c

+ + = . 

 இது	 , ,a b c  என்ை	வெட்டுத	துண்டு்க்ள	மு்ை்ய	 , ,x y z  அச்சுக்களில	ஏற்்டுததும்	தளததின்	
்�ட்டுத் துணடு �டி�ச் ெமன்்ா்டாகும்.

நதற்றம்  6.16
 , ,x y z -ல	உள்ள	 0ax by cz d+ + + =  என்ை	்நரியச்	ெமன்்ாடு	ஒரு	தளத்தக	குறிககும்.

நிரூெணம்

 0ax by cz d+ + + =  என்ை	ெமன்்ாட்்்ட	வெக்டர	ெமன்்ா்டா்க

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )xi yj zk ai bj ck d+ + ⋅ + + = −   அலலது  r n d⋅ = − 

என	எழுதலாம்.

 இச்ெமன்்ாடு	 ஒரு	 தளததின்	 திட்்ட	 ெடிெ	 வெக்டர	 ெமன்்ா்டாகும்.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
ெமன்்ாடு	 0ax by cz d+ + + =  என்்து	 ஒருதளத்தக	 குறிககிைது.	 இஙகு	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + +  என்ை	
வெக்டர	தளததிற்குச்	வெஙகுததான	வெக்டராகும்.

குறிப்பு

 ஒரு	தளததின்	வ்ாது	ெடிெச்	ெமன்்ாடு	 0ax by cz d+ + + = -ல	உள்ள , ,a b c  என்்ன	தளததின்	

வெஙகுததின்	அலலது	வெங்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.38
 ஆதியில	 இருநது	 12  அலகு்கள்	 தூரததில	 இருப்்தும்	 ˆˆ ˆ6 2 3i j k+ − என்ை	 வெக்டருககுச்	
வெஙகுததானதா்கவும்	உள்ள	தளததின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 இஙகு,	 ˆˆ ˆ6 2 3d i j k= + −


 மற்றும்	 12p = 	என்்க.

 ˆˆ ˆ6 2 3i j k+ − என்ை	வெக்டரின்	தி்ெயில	உள்ள	ஓரலகு	வெக்டர	 d̂  	எனில,	

 1ˆ ˆˆ ˆ(6 2 3 )
7| |

dd i j k
d

= = + −


 .

 r  என்்து	தளததில	உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளி	 ( , , )x y z -ன்	நி்லவெக்டர	எனில,	தளததின்	

வெங்்காட்டு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ˆr d p⋅ =

-ஐப்	்யன்்டுததி	நாம்	வ்றுெது, 
1 ˆˆ ˆ(6 2 3 ) 12
7

r i j k⋅ + − = .

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என	இச்ெமன்்ாட்டில	பிரதியி்டக	கி்்டப்்து	
1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) (6 2 3 ) 12
7

xi yj zk i j k+ + ⋅ + − =

புள்ளிப்	வ்ருக்க்லப்	்யன்்டுததிச்	சுருககினால	கி்்டககும்	  6 2 3 84x y z+ − =  என்ை	ெமன்்ாடு	

்த்ெயான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.39
 ஒரு	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	3 4 3 8x y z− + = − 	எனில,	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்ட	

திட்்ட	ெடிவில	்காண்்க.

Chapter 6 Vector Algebra.indd   282 05-02-2020   18:46:41



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்283

தீரவு

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என்்து	தளததில	உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளி	 ( , , )x y z -ன்	நி்லவெக்டர	என்்க.

	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்்்ட	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) (3 4 3 ) 8xi yj zk i j k+ + ⋅ − + = −  அலலது

  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 3 4 3 ) 8xi yj zk i j k+ + ⋅ − + − = 	என	எழுதலாம்.	அதாெது,	 ˆˆ ˆ( 3 4 3 ) 8r i j k⋅ − + − =  

 இது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	திட்்ட	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.40
 ˆˆ ˆ(3 4 12 ) 5r i j k⋅ − + =

	என்ை	தளததின்	வெஙகுததின்	தி்ெக	வ்கா்ென்்கள்	மற்றும்	ஆதியிலிருநது	

தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம்	ஆகியெற்்ைக	்காண்்க.

தீரவு

 ˆˆ ˆ3 4 12d i j k= − +


 மற்றும்	 5q = 	என்்க.

 ˆˆ ˆ3 4 12i j k− + -ன்	தி்ெயில	உள்ள	ஓரலகு	வெக்டர	 d̂  எனில	
1ˆ ˆˆ ˆ(3 4 12 )

13
d i j k= − + 	ஆகும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்்்ட	13-ஆல	ெகுக்க,	நாம்	வ்றுெது

  3 4 12 ˆˆ ˆ
13 13 13

r i j k ⋅ − +  
  =  5

13

 இது	 ˆr d p⋅ =

	எனும்	தளததின்	வெங்்காட்டு	ெடிெச்	ெமன்்ா்டாகும்.

 இச்ெமன்்ாட்டிலிருநது	
1ˆ ˆˆ ˆ(3 4 12 )

13
d i j k= − +  என்்து	ஆதியிலிருநது	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்ட்்ட	

ஓரலகு	வெஙகுதது	வெக்டராகும்	என	அறிகி்ைாம்.	என்ெ,	 d̂ -ன்	தி்ெகவ்கா்ென்்கள் 3 4 12, ,
13 13 13

−  

மற்றும்	ஆதியில	இருநது	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம்	
5

13
	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.41

 ˆˆ ˆ4 2 3i j k+ −  என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 ˆˆ ˆ2i j k− +  

என்ை	வெக்டருககுச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர		 ˆˆ ˆ4 2 3a i j k= + −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ2n i j k= − +

	என்்க.
	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 புள்ளி	 ெழியா்கச்	 வெலெதும்,	 தளததிற்குச்	 வெஙகுததான	 வெக்ட்ரக	
வ்காண்்டதுமான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) 0r a n− ⋅ =    அலலது	 r n a n⋅ = ⋅    .

  என்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	்கா்ண	இச்ெமன்்ாட்டில
  a  =  ˆˆ ˆ4 2 3i j k+ −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ2n i j k= − +  	எனப்பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

  ˆˆ ˆ(2 )r i j k⋅ − +  =  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(4 2 3 ) (2 )i j k i j k+ − ⋅ − + ⇒  ˆˆ ˆ(2 ) 3r i j k⋅ − + =

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  எனப்பிரதியி்டக	கி்்டப்்து 2 3x y z− + =  ஆகும்.	இது்ெ	் த்ெயான	தளததின்	

்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.
எடுத்துககோட்டு  6.42
 ஒரு	ந்கரும்	தளம்	ஆய	அச்சுக்களில	ஏற்்டுததும்	வெட்டுத	துண்டு்களின்	த்லகீழி்களின்	கூடுதல	
ஒரு	 மாறிலியா்க	 இருககுமாறு	 ந்கரகிைது	 எனில,	 அததளமானது	 ஒரு	 நி்லதத	 புள்ளி	ெழியா்கச்	
வெலகிைது	எனக்காட்டு்க.
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தீரவு

 , ,x y z 	 அச்சுக்களில	 மு்ை்ய	 , ,a b c  என்ை	 வெட்டுத	 துண்டு்க்ள	 ஏற்்டுததும்	 தளததின்	

ெமன்்ாடு	 1x y z
a b c

+ + = 	ஆகும்.	ஆய	அச்சுக்களில	ஏற்்டுததும்		வெட்டுததுண்டு்களின்	த்லகீழி்களின்	

கூடுதல	 ஒருமாறிலி	 என்்தால	  1 1 1 k
a b c

+ + =  ஆகும்.	 இஙகு,	 k  ஒரு	 மாறிலி.	 இத்ன	

1 1 1 1 1 1 1
a k b k c k

     + + =          
	என	எழுதலாம்.

 இச்ெமன்்ாடு,	 1x y z
a b c

+ + =  என்ை	தளமானது	
1 1 1, ,
k k k

 
  

	என்ை	நி்லததப்	புள்ளி	ெழியா்கச்	

வெலகிைது	எனக்காட்டுகிைது.

ெயிறசி 6.6
 1. ஆதிப்புள்ளியில	இருநது	7 அலகு்கள்	வதா்லவில	உள்ளதும்,	வெஙகுததின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	

3, 4,5−  வ்காண்்டதுமான	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2. 12 3 4 65x y z+ − = 	 என்ை	தளததின்	வெஙகுததின்	தி்ெகவ்கா்ென்்க்ளக	்காண்்க.	 ்மலும்,	
தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு	 மற்றும்	ஆதியில	இருநது	 தளததிற்கு	
ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம்	்காண்்க.

 3. ˆˆ ˆ2 6 3i j k+ +  என்ை	நி்ல	வெக்ட்ர	வ்காண்்ட	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெதும்	 ˆˆ ˆ3 5i j k+ + என்ை	

வெக்டருககுச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	வெக்டர	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	
்காண்்க.

 4. ( 1,1, 2)−  என்ை	புள்ளி	ெழியா்கச்	வெலெதும்	ஆய	அச்சு்களு்டன்	ெம்்கா்ணத்த	ஏற்்டுததும்	

எண்்ணளவு	 3 3   வ்காண்்ட	 வெங்்காட்்்டக	 வ்காண்்டதுமான	 தளததின்	 வெக்டர	 மற்றும்	
்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 5. ˆˆ ˆ(6 4 3 ) 12r i j k⋅ + − =  என்ை	தளம்	ஆய	அச்சு்களு்டன்	ஏற்்டுததும்	வெட்டுததுண்டு்க்ளக	

்காண்்க.
        6.  ஒரு	தளம்	ஆய	அச்சுக்க்ள	மு்ை்ய , ,A B C  என்ை	புள்ளி்களில	வெட்டுெதால	உருொகும்	

முக்்கா்ணம்	 ABC -ன்	 ்மயக்்காட்டுச்	 ெநதி	  ( , , )u v w எனில,	 தளததின்	 ெமன்்ாட்்்டக	

்காண்்க.

6.8.4 வகோடுககப்ெட்்ட ஒநை நகோட்டி�சமயோத மூன்று புள்ளிகள் ெழியோகச் வைல்லும்   

       தளத்தின் ைமன்ெோடு

          (Equation of a plane passing through three given non-collinear points)
(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

நதற்றம் 6.17

 , ,a b c


   என்்ன	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 மூன்று	 புள்ளி்களின்	 நி்ல	 வெக்டர்கள்	 எனில,	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இம்மூன்று	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 வெக்டர	
ெமன்்ாடு

( ) ( )r a s b a t c a= + − + −


     , இஙகு	 0, 0b c≠ ≠
  

  மற்றும் ,s t ∈ 	ஆகும்.
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நிரூெணம்

 ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மு்ை்ய	 , ,a b c


   என்ை	வெக்டர்க்ள	

நி்ல	வெக்டர்களா்கக	வ்காண்்ட	 , ,A B C  என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்க	
்த்ெயான	தளம்	வெலகிைது	என்்க.	ஆ்க்ெ,	இெற்றில	கு்ைநதது	
இரு	வெக்டர்கள்	பூச்சியமற்ை	வெக்டர்களா்க	இருககும்.	நாம்		

 

b ¹ 0
மற்றும்	





c ¹ 0 எனக	 வ்காள்்ொம்.	 தளததின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	
ஒரு	புள்ளி	 P -ன்	நி்லவெக்டர	 rஎன்்க.	 	 AD



 என்்து	 AB


-ககு	

இ்்ணயா்க	 இருககுமாறும்	 மற்றும்	  DP


 என்்து	 AC


-ககு	

இ்்ணயா்க	இருககுமாறும்	 AB -ஐ	நீட்டிதது	அதன்	்மல	 D 	என்ை	

புள்ளி்ய	எடுததுக	வ்காள்்க.	என்ெ,

  AD


 =  ( ), ( )s b a DP t c a− = −


   .

 முக்்கா்ணம்	 ADP -ல,

  AP


 =  AD DP+
 

 or ( ) ( )r a s b a t c a− = − + −


     , 

   இஙகு	 0, 0b c≠ ≠
  

  மற்றும் ,s t ∈ .   அதாெது,  r  =  ( ) ( )a s b a t c a+ − + −


    .

 இது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்	தளததின்	
து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)

 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 மு்ை்ய	 , ,a b c


   என்ை	 வெக்டர்க்ள	

நி்லவெக்டர்களா்கக	 வ்காண்்ட , ,A B C 	 என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கத	
்த்ெயான	தளம்	வெலகிைது	என்்க.	ஆ்க்ெ	இெற்றில	கு்ைநதது	இரு	
வெக்டர்களாெது	பூச்சியமற்ைதா்க	இருககும்.	நாம்	 0b ≠

 

 மற்றும்	 0c ≠




 

எனக	வ்காள்்ொம்.	

	 என்ெ,	  AB b a= −
 

  மற்றும்	 AC c a= −


 

	ஆகும்.	  ( )b a−


  மற்றும்	

( )c a−   என்ை	 வெக்டர்கள்	 ்த்ெயான	 தளததில	 உள்ளன.	 ்மலும்,	

, ,a b c


 

 என்்ன	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 வெக்டர்கள்	 என்்தால,	 AB


 

என்்து	AC


-ககு	இ்்ணயா்க	இருக்காது.	என்ெ,	 ( ) ( )b a c a− × −


    என்்து	தளததிற்கு	வெஙகுததாகும்.

 தளததில	உள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 ( , , )P x y z -ன்	நி்ல	வெக்டர	 r 	எனில,	 a  என்ை	வெக்ட்ர	
நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளி	 A  ெழியா்கச்	வெலெதும்	 ( ) ( )b a c a− × −



    என்ை	வெக்டருககு	
வெஙகுததானதுமான	தளததின்	ெமன்்ாடு

  ( ) (( ) ( ))r a b a c a− ⋅ − × −


      =  0  அலலது	[ , , ] 0r a b a c a− − − =


    

 இது	ஒ்ர	் ்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழிச்	வெலலும்	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	
வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)
 , ,a b c



   என்ை	நி்லவெக்டர்க்ளக	வ்காண்்ட	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்		 , ,A B C  

என்்ெற்றின்	அச்சுததூரங்கள்	மு்ை்ய	 1 1 1 2 2 2( , , ), ( , , )x y z x y z , 3 3 3( , , )x y z  மற்றும்		r 	என்ை	வெக்ட்ர	

நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	P  என்ை	புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்	 ( , , )x y z 	எனில,	

 1 1 1 2 2 2 3 3 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a x i y j z k b x i y j z k c x i y j z k= + + = + + = + +


   மற்றும்	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + + . 
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 இவவெக்டர்க்ளப்	 ்யன்்டுததி,	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 மூன்று	 புள்ளி்கள்	
ெழிச்	வெலலும்	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்டி்ன	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − −
− − −

 =  0  

	 இது்ெ	 ஒ்ர	 ்்காட்டில்மயாத	 மூன்று	 புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலலும்	 தளததின்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ா்டாகும்.

6.8.5 �வகோடுககப்ெட்்ட ஒரு புள்ளி ெழிச் வைல்ெதும் இசண அல்�ோத இைண்டு 
வெக்டரகளுககு இசணயோகவும் உள்ள தளத்தின் ைமன்ெோடு

         (Equation of a plane passing through a given point and parallel to two given 
          non-parallel vectors)

(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

 a  என்ை	நி்ல	வெக்ட்ரக	வ்காண்்ட	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளி A  ெழிச்	வெலெதும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	

இ்்ண	அலலாத	b


, c 	என்ை	இரு	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்கவும்	ஒரு	தளம்	உள்ளது	என்்க.

	 தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 P -ன்	நி்ல	வெக்டர	 r  எனில,	  ( ),r a b−


   மற்றும்	 c  

என்்ன	ஒரு	தள	வெக்டர்களாகும்.

	 என்ெ,	 ( )r a−   என்ை	வெக்டர	 b


 மற்றும்	c 	என்ை	வெக்டர்கள்	அ்மககும்	தளததில	இருககும்.	

ஆ்க்ெ,	 r a sb tc− = +


    எனுமாறு  ,s t ∈  என்ை	தி்ெயிலி்க்ளக	்கா்ணமுடியும்.	இதிலிருநது

  r  =  a sb tc+ +


  , இஙகு	 ,s t ∈  ... (1)
 எனப்வ்ைலாம்.
	 இது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	 வெக்டர்களுககு	
இ்்ணயானதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)
 ெமன்்ாடு	(1)-ஐ	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  ( ) ( )r a b c− ⋅ ×


    =  0  ... (2)

	 இது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	
வெக்டர்களுககு	இ்்ணயானதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)

 1 1 1 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a x i y j z k b b i b j b k c c i c j c k= + + = + + = + +


   மற்றும்	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +

	 எனில,	

ெமன்்ாடு	 (2)-ஐ	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  
1 1 1

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
b b b
c c c

− − −
 =  0

 இது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ஒரு	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	
வெக்டர்களுககு	இ்்ணயானதுமான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.
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6.8.6 �வகோடுககப்ெட்்ட இைண்டு தனித்த புள்ளிகள் ெழியோகச் வைல்ெதும் ஒரு 
பூச்சியமற்ற வெக்டருககு இசணயோகவும் உள்ள தளத்தின் ைமன்ெோடு

 (Equation of a plane passing through two given distinct points and is parallel  
 to a non-zero vector)
(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

 a  , b


என்ை	நி்ல	வெக்டர்க்ளக	வ்காண்்ட	இரு	தனிதத	புள்ளி்கள்		 A  மற்றும்	 B  ெழியா்கச்	

வெலெதும்	 c  என்ை	 பூச்சியமற்ை	 வெக்டருககு	 இ்்ணயானதுமான	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 ெடிெ	

வெக்டர	ெமன்்ாடு
  r  =  ( )a s b a tc+ − +



     or  (1 )r s a sb tc= − + +


     ... (1)

	 இஙகு	 , , ( )s t b a∈ −




 , c  என்்ன	இ்்ணயான	வெக்டர்கள்	அலல.

(b) துணையலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)
  ெமன்்ாடு	(1)-ஐ	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டா்க	பின்ெருமாறு	எழுதலாம் 
  ( ) (( ) )r a b a c− ⋅ − ×



     =  0  ... (2)

	 இஙகு,	 ( )b a−


  மற்றும்	 c  என்்ன	இ்்ண	வெக்டர்கள்	அலல.

(c) காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)

 1 1 1 2 2 2 1 2 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0a x i y j z k b x i y j z k c c i c j c k= + + = + + = + + ≠
 

   மற்றும்	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  எனில	

ெமன்்ாடு	(2) -ஐ	பின்ெருமாறு	எழுதலாம்.

  
1 1 1

2 1 2 1 2 1

1 2 3

x x y y z z
x x y y z z

c c c

− − −
− − −  =  0

 இது்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ா்டாகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.43

 (0,1, 5)−  என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலலும்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 4 ) (2 3 6 )r i j k s i j k= + − + + +  மற்றும்	
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 5 ) ( )r i j k t i j k= − + + + −

	என்ை	்்காடு்களுககு	இ்்ணயா்க	உள்ளதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	

அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	தளம்	 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 6 ,b i j k c i j k= + + = + −


  என்ை	வெக்டர்களுககு	இ்்ணயா்கவும்,	 a -ஐ	

நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	 (0,1, 5)− என்ை	புள்ளி	ெழியா்கவும்	வெலெ்தக	்காண்கி்ைாம்.	்மலும்,	


b 	மற்றும்	
c 	என்்ன	இ்்ண	வெக்டர்கள்	அலல	எனவும்	்காண்கி்ைாம்.

	 ்த்ெயான	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) ( ) 0r a b c− ⋅ × =


   . …(1)

 இப்வ்ாழுது	 ˆˆ 5a j k= −  மற்றும்	 b c×


  =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 6 9 8

1 1 1

i j k
i j k= − + −

−
 என	 ெமன்்ாடு	 (1)-ல	

பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது
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 ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ( 5 )) ( 9 8 )r j k i j k− − ⋅ − + −

 =  0

 Þ ˆˆ ˆ( 9 8 )r i j k⋅ − + −

 = 13 .

 ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என்்து	 தளததின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	ஒரு	 புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 எனில,	

்மற்்கண்்ட	 ெமன்்ாட்டிலிருநது	 தளததின்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாட்்்ட	 9 8 13x y z− + − = 	 அலலது

9 8 13 0x y z− + + = 	எனப்வ்றுகி்ைாம்.

எடுத்துககோட்டு 6.44

 ( 1,2,0),  (2,2 1)− − என்ை		புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலெதும்	
1 2 1 1

1 2 1
x y z− + += =

−
	என்ை	் ்காட்டிற்கு	

இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	தளததின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு,	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	

ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

தீரவு

 ்த்ெயான	தளம்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டிற்கு	இ்்ண	என்்தால,	அததளம்	 ˆˆ ˆc i j k= + −

	என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயாகும்	மற்றும்	 ˆ ˆ2 ,a i j= − + ˆˆ ˆ2 2b i j k= + −


	என்ை	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	வெலலும்.

   தளததின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர	ெமன்்ாடு ( )r a s b a tc= + − +


    , இஙகு	s, t ∈  

  Þ  ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3r i j s i k t i j k= − + + − + + −
  , இஙகு	s, t ∈ .

   தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 ( ) (( ) ) 0r a b a c− ⋅ − × =


    .

  இஙகு,

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ( ) 3 0 1 2 3

1 1 1

i j k
b a c i j k− × = − = + +

−



  ,

  என்ெ,	 ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ( 2 )) ( 2 3 ) 0r i j i j k− − + ⋅ + + = ˆˆ ˆ( 2 3 ) 3r i j k⇒ ⋅ + + =

   ˆˆ ˆr xi yj zk= + +  என்்து	தளததில	உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	எனில,	
்மற்்கண்்ட	 ெமன்்ாட்டிலிருநது	 தளததின்	 ்காரடீசியன்	 ெமன்்ாட்்்ட	 2 3 3x y z+ + =  
எனப்வ்றுகி்ைாம்.

ெயிறசி 6.7

 1.  (2,3,6) என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்
1 1 3

2 3 1
x y z− + −= =  மற்றும்	

3 3 1
2 5 3

x y z+ − += =
− −

 

என்ை	 ்்காடு்களுககு	 இ்்ணயானதுமான	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர	
ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 2. (2,2,1), (9,3,6) 	 ஆகிய	 புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலலககூடியதும்	 2 6 6 9x y z+ + = என்ை	
தளததிற்குச்	 வெஙகுததா்க	 அ்மெதுமான	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர	
ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 3.  (2, 2,1), (1, 2,3)−  என்ை	 புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலெதும்	 ( )2,1, 3− மற்றும்	 ( )1,5, 8− − 	 என்ை	
புள்ளி்கள்	 ெழிச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காட்டிற்கு	 இ்்ணயா்கவும்	 அ்மயும்	 தளததின்	
து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு,	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.
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 4.  (1, 2, 4)−  என்ை	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	 2 3 11x y z+ − =  என்ை	தளததிற்கு	வெஙகுததா்கவும்	

7 3
3 1 1

x y z+ += =
−

	 என்ை	 ்்காட்டிற்கு	 இ்்ணயா்கவும்	 அ்மயும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு	

அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாடு	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 5.  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 3 ) (2 4 )r i j k t i j k= − + + − +

	 என்ை	 ்்காட்்்ட	உள்ள்டககியதும்	 ˆˆ ˆ( 2 ) 8r i j k⋅ + + =

	 என்ை	
தளததிற்குச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	து்்ணயலகு	ெடிெ	வெக்டர,	மற்றும்	்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 6. (3,6, 2), ( 1, 2,6)− − − , மற்றும்	(6, 4, –2)	ஆகிய	ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழிச்	
வெலலும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு,	 து்்ணயலகு	 அலலாத	 வெக்டர,	 மற்றும்	 ்காரடீசியன்	
ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

 7. ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ6 2 5 4 5r i j k s i j k t i j k= − + + − + + + − − −


	என்ை	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	

வெக்டர,	மற்றும்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

6.8.7 ஒரு நகோடு ஒரு தளத்தின் மீது அசமெதறகோன கட்டுப்ெோடு

         (Condition for a line to lie in a plane)
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ஒரு	் ்காட்டின்	மீதுள்ள	ஒவவொரு	புள்ளியும்,	தளததின்	மீது	இருககும்	எனவும்,	
தளததின்	வெங்்காடு	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காட்டிற்கு	வெஙகுததா்க	அ்மயும்	எனவும்	இருப்பின்,	
அந்நரக்்காடு	தளததின்	மீது	அ்மயும்.	அதாெது,

 (i) r a tb= +


 

 என்ை	்்காடு	 r n d⋅ =
   என்ை	தளததின்	மீது	இருநதால	 a n d⋅ =

   மற்றும்	 0b n⋅ =




 
ஆகும்.

 (ii) 1 1 1x x y y z z
a b c
− − −= =  	என்ை	்்காடு	 0Ax By Cz D+ + + = 	என்ை	தளததின்	மீது	இருநதால,

   1 1 1 0Ax By Cz D+ + + =  மற்றும்	 0aA bB cC+ + = ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.45

 3 4 3
4 7 12

x y z− − += =
− −

 	என்ை	்்காடு	5 8x y z− + = என்ை	தளததில	அ்மயுமா	எனச்ெரி்ாரக்க.

தீரவு

 இஙகு, ( ) ( )1 1 1, , 3,4, 3x y z = −  மற்றும்	்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 ( ) ( ), , 4, 7,12a b c = − − 	ஆகும்.	
தளததின்	வெங்்காட்டின்	தி்ெ	விகிதங்கள்	 ( ) ( ), , 5, 1,1A B C = − 	ஆகும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 புள்ளி	 ( ) ( )1 1 1, , 3,4, 3x y z = − ஆனது	 5 8x y z− + = 	 என்ை	 தளத்த	 நி்ைவு	

வெய்ெ்தக	 ்காண்கி்ைாம்.	ஆனால,	 ( 4)(5) ( 7)( 1) (12)(1) 1 0aA bB cC+ + = − + − − + = − ≠ 	 என்்தால	
தளததின்	வெங்்காடு	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டிற்கு	வெஙகுததானது	அலல.	 என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	
்்கா்டானது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	மீது	அ்மயாது.

6.8.8  இைண்டு நகோடுகள் ஒநை தளத்தில் அசமெதறகோன நிெந்தசன

         (Condition for coplanarity of two lines)
(a) ்�க்டர �டி�க கட்டுபபோடு (Condition in vector form)

 r a sb= +


 

	 மற்றும்	 r c td= +


 

 என்்ன	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	இ்்ண	அலலாத	ஒரு	 தளம்	
அ்மயும்	்்காடு்கள்	என்்க.	
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	 ஆ்க்ெ,	அ்ெ	ஒ்ர	தளததில	இருககும்.		a மற்றும்	c  ஆகியெற்்ை	

நி்லவெக்டர்களா்கக	 வ்காண்்ட	 இரு	 புள்ளி்கள்	 A மற்றும்	 C	 என்்க.	

என்ெ,	  A மற்றும்	 C என்ை	 இவவிரு	 புள்ளி்களும்	 தளததின்	 மீது	

அ்மயும்.	  b


 மற்றும்	 d


 என்ை	வெக்டர்கள்	தளததிற்கு	இ்்ணயா்க	

உள்ள	வெக்டர்கள்	என்்தால,	 b d×
 

 என்்து	தளததிற்கு	வெஙகுததா்க	

அ்மயும்.	என்ெ,	 AC


 என்்து	b d×
 

-ககு	வெஙகுததாகும்.	அதாெது,	 

( ) ( )c a b d− ⋅ ×
 

 

 =  0

 
இது்ெ	இரண்டு	் நரக்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	அ்மெதற்குத	் த்ெயான	நி்நத்னயாகும்.

(b) காரடீசியன் �டி�க கட்டுபபோடு (Condition in Cartesian form)

 1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= =   மற்றும் 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= =  	 என்ை	 ்்காடு்கள்	 ஒ்ர	 தளததில 

அ்மயும்	எனில,

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
b b b
d d d

− − −
= 0

 இது்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	அ்மெதற்்கான	்காரடீசியன்	ெடிெக	

்கட்டுப்்ாடு	ஆகும்.

6.8.9 ஒநை தளத்தில் அசமயும் இசண அல்�ோத இைண்டு நகோடுகசளக    
       வகோண்டுள்ள தளத்தின் ைமன்ெோடு

        (Equation of plane containing two non-parallel coplanar lines)

(a) துணையலகு ்�க்டர சமன்போடு (Parametric form of vector equation)

  



r a sb= + 	 மற்றும்	 r c td
� � ��

= +  	 என்்ன	ஒ்ர	 தளததில	அ்மயும்	இ்்ண	அலலாத	இரண்டு	

்்காடு்கள்	என்்க.		என்ெ,	b d
� �� �

× ≠ 0 	ஆகும்.	 r0

��
 என்ை	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	தளததில	

உள்ள	 ஏ்தனுவமாரு	 புள்ளி	 P	 என்்க.	 ஆ்க்ெ,	 r a b d0

�� � � ��
− , ,  மற்றும்	 r c b d0

�� � � ��
− , ,  என்்ன	 ஒரு	 தள	

வெக்டர்களாகும்.	ஆ்்கயால,	 r a tb sd0

�� � � ��
− = +   அலலது  r c tb sd0

�� � � ��
− = + 	ஆகும்.	என்ெ,		்த்ெயான	

தளததின்	து்்ணயலகு	வெக்டர	ெமன்்ாடு	 r a tb sd
� � � ��

= + +  or r c tb sd
� � � ��

= + + 	ஆகும்.

(b) துணை அலகு அல்லாத ்�க்டர சமன்போடு (Non-parametric form of vector equation)

 r a sb
  

= + 	மற்றும்	 r c td
� � ��

= +  	என்்ன	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்	இ்்ண	அலலாத	இரண்டு	

்்காடு்கள்	என்்க.	என்ெ,	b d
� �� �

× ≠ 0 	ஆகும்.	 r0

��
 என்ை	வெக்ட்ர	நி்ல	வெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	தளததில	

உள்ள	ஏ்தனுவமாரு	 புள்ளி	 P 	 என்்க.	ஆ்க்ெ,	 r a b d0

�� � � ��
− , ,  மற்றும்	 r c b d0

�� � � ��
− , ,  	 என்்ன	ஒரு	 தள	

வெக்டர்களாகும்.	ஆ்்கயால,	 r a b d0 0
�� � � ��

−( ) ×( ) =.  அலலது	 r c b d0 0
�� � � ��

−( ) ×( ) =. 	ஆகும்.	

	 என்ெ,	 r a b d
� � � ��

−( ) ×( ) =. 0  அலலது	 r c b d
� � � ��

−( ) ×( ) =. 0 	 என்்து	 ்த்ெயான	 தளததின்	

து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

்்டம் 6.29

� �
b d×

C c( )� L2

L1

A a( )�

�
b

�
d
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(C) காரடீசியன் �டி�ச் சமன்போடு (Cartesian form of equation of plane)

  1 1 1

1 2 3

x x y y z z
b b b
− − −= = 	 மற்றும்	 2 2 2

1 2 3

x x y y z z
d d d
− − −= =  	 ஆகிய	 ஒ்ர	 தளததில	 அ்மயும்	

இரண்டு	்்காடு்க்ளக	வ்காண்டுள்ள	தளததின்	்காரடீசியன்	ெடிெச்	ெமன்்ாடு

  
1 1 1

1 2 3

1 2 3

x x y y z z
b b b
d d d

− − −

 =  0  அலலது   
2 2 2

1 2 3

1 2 3

0
x x y y z z

b b b
d d d

− − −
=

எடுத்துககோட்டு 6.46

 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 5 3 5 7r i j k s i j k= − − − + + +
  மற்றும்	 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 6 4 7r i j k t i j k= + + + + +

  ஆகிய	் ்காடு்கள்	
ஒ்ர	 தளததில	 அ்மயும்	 எனக்காட்டு்க.	 ்மலும்,	 இக்்காடு்க்ளத	 தன்ன்கத்த	 வ்காண்டுள்ள	
தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

தீரவு
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	்்காடு்களின்	ெமன்்ாட்்்ட
   r  = 



a tb+ மற்றும்	
 



r c sd= + உ்டன்	ஒப்பி்ட	நமககுக	கி்்டப்்து

   a   =  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 5 , 3 5 7 , 2 4 6i j k b i j k c i j k− − − = + + = + +


  மற்றும்	 ˆˆ ˆ4 7d i j k= + +


 ஆகும்.

 இரண்டு	்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளம்	அ்மயும்	்்காடு்களா்க	இருக்கக	்கட்டுப்்ாடு ( ) ( ) 0c a b d− ⋅ × =
 

 

 இஙகு,  

ˆˆ ˆ

3 5 7
1 4 7

i j k
b d× =
 

 =  ˆˆ ˆ7 14 7i j k− +   மற்றும்	 ˆˆ ˆ3 7 11c a i j k− = + +   

 இப்வ்ாழுது ( ) ( )c a b d− ⋅ ×
 

   =  ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 7 11 7 14 7 0i j k i j k+ + ⋅ − + = 	ஆகும்.

 என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	்்காடு்களும்	ஒ்ர	தளததில	அ்மயும்.	இப்வ்ாழுது,	இவவிரு	

்்காடு்களும்	அ்மயும்	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்்ாம்.	ஒ்ர	

தளததில	அ்மயும்	இரண்டு	்்காடு்க்ளக	வ்காண்்ட	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு

   ( ) ( )r a b d− ⋅ ×
 

   =  0   ஆகும்	என	நாமறி்ொம்.

	 இச்ெமன்்ாட்டில	a  =  ˆˆ ˆ3 5i j k− − −  மற்றும்	 ˆˆ ˆ7 14 7b d i j k× = − +
 

  எனப்பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

 ( )( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 5 7 14 7 0r i j k i j k− − − − ⋅ − + =
  என்ை	ெமன்்ா்டாகும்.	அதாெது,	 ( )ˆˆ ˆ2 0r i j k⋅ − + =



	ஆகும்.

 இது்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ா்டாகும்.

ெயிறசி 6.8

 1. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(5 7 3 ) (4 4 5 )r i j k s i j k= + − + + −  மற்றும்	 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ8 4 5 7 3r i j k t i j k= + + + + +

ஆகிய	் ்காடு்கள்		

ஒ்ர	 தளததில	 அ்மயும்	 எனக	 ்காண்பிக்க.	 ்மலும்,	 இக்்காடு்கள்	 அ்மயும்	 தளததின்		
து்்ணயலகு	அலலாத	வெக்டர	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

Chapter 6 Vector Algebra.indd   291 05-02-2020   18:46:54



292XII - கணிதவியல்

 2. 2 3 4
1 1 3

x y z− − −= =   மற்றும்	
1 4 5

3 2 1
x y z− − −= =
−

 என்ை	்்காடு்கள்	ஒரு	தளததில	அ்மயும்	

எனக்காட்டு்க.	்மலும்,	இக்்காடு்கள்	அ்மயும்	தளததி்னக	்காண்்க.

 3. 
x y z

m
−

=
−

=
−1

1
2

2
3

2  மற்றும்	
x y

m
z−

=
−

=
−3

1
2 1

22  ஆகிய	 ்்காடு்கள்	 ஒ்ர	 தளததில	

அ்மகின்ைன	எனில,	m-ன்	்ெறு்ட்்ட	வமய்மதிப்பு்க்ளக	்காண்்க.

 4. 1 1
2 2

x y z
λ

− += =   மற்றும்	
1 1

5 2
x y z

λ
+ += =   ஆகிய	்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	அ்மகின்ைன	

எனில,	 λ -ன்	 மதிப்்்க	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 இவவிரு	 ்்காடு்க்ளக	 வ்காண்்ட	 தளங்களின்	

ெமன்்ாடு்க்ளக	்காண்்க.

6.8.10 இைண்டு தளஙகளுககு இச்டப்ெட்்ட நகோணம் (Angle between two planes)

 இரு	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணமானது	அததளங்களின்	வெங்்காடு்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணததிற்குச்	ெமமாகும்.

நதற்றம்  6.18
  r n p⋅ =1 1  மற்றும்	

 r n p⋅ =2 2  ஆகிய	இரு	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில	

 1 21

1 2

cos
n n
n n

θ −  ⋅
=    

 

 

 

நிரூெணம்

      r n p⋅ =1 1  மற்றும்	
 r n p⋅ =2 2 	ஆகிய	இரு	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	θ  என்்து	அததளங்களின்	வெஙகுதது	வெக்டர்கள்	
n1  

மற்றும்	
n2 	 ஆகியெற்றுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணமாகும்.	 என்ெ,		 

1 2 1 21

1 2 1 2

cos cos
n n n n
n n n n

θ θ −   ⋅ ⋅
= ⇒ =         

   

   

  ... (1) 

குறிப்புசை

 (i) 1 1r n p⋅ =   மற்றும்	 2 2r n p⋅ =   ஆகிய	 இரு	 தளங்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று	 வெஙகுததான்ெ	

எனில,	 1 2 0n n⋅ = 

	ஆகும்.

 (ii) 1 1r n p⋅ =   மற்றும்	 2 2r n p⋅ =   ஆகிய	இரு	தளங்கள்	இ்்ண	எனில,	 1 2n nλ=  , இஙகுλ  ஒரு	

தி்ெயிலி	ஆகும்.
 (iii) r n p⋅ =   என்ை	தளததிற்கு	இ்்ணயா்க	உள்ள	தளததின்	ெமன்்ாடு	 ,r n k k⋅ = ∈ 

 	ஆகும்.

நதற்றம் 6.19

 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	  2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + =  ஆகிய	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில,	 1 2 1 2 1 21

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
a a b b c c

a b c a b c
θ −

 + +
 =
 + + + + 

 .

்்டம் 6.30

n1
90

° − θ
θ

 r n p⋅ =2 2

n2





r
n
p

⋅
=

1

1

90
90

−

−
=

(

)θ
θ
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நிரூெணம்

 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	 2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + =  ஆகிய	 தளங்களின்	 வெங்்காட்டு	

வெக்டர்கள்	மு்ை்ய	 1n  மற்றும்	 2n  என்்க.	பின்னர,	 1 1 1 1
ˆˆ ˆn a i b j c k= + +  மற்றும்	 2 2 2 2

ˆˆ ˆn a i b j c k= + +

 

ஆகும்.
 என்ெ	் தற்ைம்	6.18-ன்	ெமன்்ாடு	(1)-ஐப்	் யன்்டுததி,		தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	 
θ  எனில,

 1 2 1 2 1 21

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
a a b b c c

a b c a b c
θ −

 + +
 =
 + + + + 

 எனப்	வ்றுகி்ைாம் 

குறிப்புசை

 (i) 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	 2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + = 	 என்ை	 தளங்கள்	 ஒன்றுகவ்கான்று	

வெஙகுதது	எனில,	 1 2 1 2 1 2 0a a b b c c+ + =  ஆகும்.

 (ii) 1 1 1 1 0a x b y c z d+ + + =  மற்றும்	 2 2 2 2 0a x b y c z d+ + + = என்ை	 தளங்கள்	 இ்்ணயான்ெ	

எனில,	 1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

= =  ஆகும்.

 (iii) ax by cz p+ + =  என்ை	தளததிற்கு	இ்்ணயான	தளததின்	ெமன்்ாடு	 ax by cz k+ + = , k ∈   

ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.47

 ( )ˆˆ ˆ2 2 2 11r i j k⋅ + + =  மற்றும்	 4 2 2 15x y z− + = 	 ஆகிய	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணத்தக	்காண்்க.

தீரவு 

 ( )ˆˆ ˆ2 2 2 11r i j k⋅ + + =  மற்றும்	 4 2 2 15x y z− + =  ஆகிய	தளங்களின்	வெங்்காட்டு	வெக்டர்கள்	

மு்ை்ய	 1
ˆˆ ˆ2 2 2n i j k= + +

	மற்றும்	 2
ˆˆ ˆ4 2 2n i j k= − +  ஆகும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	θ  எனில,	

( ) ( )
1 21 1 1

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 4 2 2 2cos cos cosˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 32 2 2 4 2 2

i j k i j kn n
n n i j k i j k

θ − − −
 + + ⋅ − +   ⋅  = = =       + + − +      

 

 

6.8.11 ஒரு நகோட்டிறகும் மறறும் ஒரு தளத்திறகும் இச்டப்ெட்்ட நகோணம்

          (Angle between a line and a plane)

 ஒரு	 ்்காட்டிற்கும்	 மற்றும்	 ஒரு	 தளததிற்கும்	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணமானது,	 தளததின்	
வெங்்காட்டிற்கும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காட்டிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணததின்	நிரப்புக	்்கா்ணமாகும்.

  r a tb= +


   என்்து	்்காட்டின்	ெமன்்ாடு	மற்றும்	 r n p⋅ =   என்்து	தளததின்	ெமன்்ாடு	என்்க.	

என்ெ,	b


ஆனது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	் ்காட்டிற்கு	இ்்ணயா்கவும்	n  என்்து	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததிற்குச்	

வெஙகுததா்கவும்	இருககும்.	
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	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டிற்கும்	 மற்றும்	 தளததிற்கும்	

இ்்டப்்ட்்ட	 குறுங்்கா்ணம்	 	 θ  எனில,	 n -ககும்	  b


-ககும்	

இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம்	 
2
π θ −  

	ஆகும்.	என்ெ,	

cos sin
2

b n

b n
π θ θ

⋅ − = =  









 ஆ்க்ெ,	்்காட்டிற்கும்	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	

குறுங்்கா்ணம்	θ =
⋅













−sin 1









b n

b n
 ... (1)

 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
− − −= =  மற்றும்	 ax by cz p+ + =  ஆகியன	 மு்ை்ய	 ்்காடு	 மற்றும்	 தளததின்	

ெமன்்ாடு்கள்	எனில,	 1 1 1
ˆˆ ˆb a i b j c k= + +



 	மற்றும்	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + +

	ஆகும்.	இம்மதிப்பு்க்ள	ெமன்்ாடு	 

(1)-ல	 பிரதியி்ட,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டிற்கும்	 தளததிற்கும்	 இ்்டப்்ட்்ட	 குறுங்்கா்ணம்	 θ  

கி்்டககிைது.		என்ெ,	

    1 1 11

2 2 2 2 2 2
1 1 1

sin
aa bb cc

a b c a b c
θ −

 + +
 =
 + + + + 

    

குறிப்புசை

 (i) ்நரக்்காடு	 தளததிற்குச்	 வெஙகுதது	 எனில,	 இந்நரக்்காடு	 தளததின்	 வெங்்காட்டிற்கு	

இ்்ணயாகும்.	ஆ்க்ெ,	  b


ஆனது	  n -ககு	இ்்ணயாகும்.	 என்ெ,	  b nλ=




	 இஙகு,	 λ ∈  

ஆகும்.	இதிலிருநது	 1 1 1a b c
a b c

= = 	எனப்	வ்றுகி்ைாம்.

 (ii) ஒரு	 ்நரக்்காடு,	 தளததிற்கு	 இ்்ண	 எனில,	 இந்நரக்்காடு	 தளததின்	 வெங்்காட்டிற்கு	

வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 1 1 10 0b n aa bb cc⋅ = ⇒ + + =




	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.48

 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3r i j k t i j k= + + + − +  என்ை	் ்காட்டிற்கும்	2 5x y z− + = 	என்ை	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணம்	்காண்்க.

தீரவு

 r a tb= +


 

	 என்ை	 ்்காட்டிற்கும்,	 வெங்்காட்டு	 வெக்டர	 	 n  வ்காண்்ட	 தளததிற்கும்	 இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணம்	 1sin
b n

b n
θ −

 ⋅
 =
 
 









	ஆகும்.	

 இஙகு,	 ˆˆ ˆb i j k= − +


	மற்றும்	 ˆˆ ˆ2n i j k= − +

	ஆகும்.

 ஆ்க்ெ, 1sin
b n

b n
θ −

 ⋅
 =
 
 









 =  
( ) ( )

1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2sin sinˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 32

i j k i j k

i j k i j k
- -

æ ö÷- + × - +ç æ ö÷ç ÷ç÷ç ÷= ç÷ç ÷÷ ç ÷ç ÷ç÷ è ø- + - +ç ÷÷çè ø

90
° − θ

θ

�n

� �r n p⋅ =

�
�
�

r
a
tb

=
+

்்டம் 6.31

Chapter 6 Vector Algebra.indd   294 05-02-2020   18:47:00



வெக்டர் இயற்கணிதத்தின் பயன்பபாடு்கள்295

6.8.12  ஒரு புள்ளியிலிருந்து தளத்திறகுள்ள வதோச�வு

            (Distance of a point from a plane)
(a) தளத்தின் ்�க்டர சமன்போடு (Vector form of equation)

நதற்றம் 6.20

 u  என்ை	நி்லவெக்டர	வ்காண்்ட	புள்ளியிலிருநது	 r n p⋅ =   என்ை	தளததிற்கு	உள்ள	

வெஙகுததுத	வதா்லவு	 u n p
n

δ
⋅ −

=
 



.

நிரூெணம்

 A என்ை	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர	u 	என்்க.

 r n p⋅ = 

	என்ை	தளததிற்கு	 	A என்ை	புள்ளியிலிருநது	ெ்ரயப்்ட்்ட	

வெஙகுததின்	அடி	 	F 	என்்க.	F  மற்றும்	A 	ஆகியெற்்ை	இ்்ணககும்	
்்கா்டானது	தளததின்	வெங்்காடு	n -ககு	இ்்ணயாகும்.	என்ெ,	FA-ன்	

ெமன்்ாடு	 r u tn= +  

ஆகும்.

 ஆனால,	F என்்து	 r u tn= +    என்ை	் ்காடும்	r n p⋅ = 

	என்ை	தளமும்	

வெட்டிகவ்காள்ளும்	புள்ளியாகும்.	 1r
  	என்்து	F-ன்	நி்லவெக்டர	எனில,	 1 1r u t n= +   , 1t ∈ , மற்றும்	

1r n p⋅ = 

	ஆகும்.	இச்ெமன்்ாடு்களிலிருநது	 1r


-ஐ	நீக்க,	நாம்	வ்றுெது

 ( )1u t n n p+ ⋅ =    ஆகும்.		Þ   
( )

1 2

p u n
t

n
− ⋅

=
 



 .

 இப்வ்ாழுது,  ( )1FA u u t n= − +


    =  
( )

1 2

u n p
t n n

n

 ⋅ −
− =    

 

 



 

 என்ெ,	A 	என்ை	புள்ளியிலிருநது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	வதா்லவு

	 	 	

δ 	= 	 ( ) ( )
2

u n p u n p
FA n

nn

 ⋅ − ⋅ −
=   =  

   









	

 AF	என்ை	வெஙகுததின்	அடி	F -ன்	நி்லவெக்டர	

   1r


 =  1u t n+ 

  அலலது

   1r


 =  2
p u nu n

n

 − ⋅+  
 

 

 



	  

(b) தளத்தின் காரடீசியன் சமன்போடு (Cartesian form of equation)

 u 	 என்ை	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளி	 	 ( )1 1 1, ,A x y z  மற்றும்	

வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	 ax by cz p+ + =  எனில,	 1 1 1
ˆˆ ˆu x i y j z k= + +

 மற்றும்	

ˆˆ ˆn ai bj ck= + +

	ஆகும்.	

்்டம் 6.32

� �r n p⋅ =

F

δ

�n
A u( )�
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	 இவவெக்டர்க்ள	
| |

| |
u n p

n
δ ⋅ −=

 



-ல	பிரதியி்ட,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	

வதா்லவு

1 1 11 1 1
2 2 2 2 2 2

ax by cz pax by cz p
a b c a b c

δ
+ + −+ + −= =

+ + + +
	எனப்	வ்றுகி்ைாம்.

குறிப்புசை

 ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	ax by cz d+ + + = 0  என்ை	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	வதா்லவு

2 2 2

d

a b c
δ =

+ +

எடுத்துககோட்டு 6.49
 (2,5, 3)−  என்ை	புள்ளியிலிருநது	 ( )ˆˆ ˆ6 3 2 5r i j k⋅ − + =

	என்ை	தளததிற்குள்ள	வதா்லவுக	

்காண்்க.
தீரவு

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	ெமன்்ாட்்்ட	
 r n p⋅ = 	உ்டன்	ஒப்பிடும்்்ாது	நமககு	 ˆˆ ˆ6 3 2n i j k= − +

	எனக	
கி்்டககிைது.
 u  என்ை	 நி்ல	 வெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியிலிருநது	 r n p⋅ = 

	 என்ை	 தளததிற்குள்ள	

வெஙகுததுத	 வதா்லவு	 δ =
⋅ −
 



u n p
n  ஆகும்.	 என்ெ,	 ( ) ˆˆ ˆ2,5, 3 2 5 3u i j k= − = + −

 மற்றும்	

ˆˆ ˆ6 3 2n i j k= − +

 	என	δ -ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 3 6 3 2 5
2ˆˆ ˆ6 3 2

i j k i j ku n p
n i j k

δ
+ − ⋅ − + −⋅ −

= = =
− +

 



அலகு்கள்.

எடுத்துககோட்டு 6.50

 ( )4,1,2A மற்றும்	 ( )7,5,4B ஆகிய	 புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 ்நரக்்காடும்	 5x y z− + =  

என்ை	தளமும்	வெட்டிக	வ்காள்ளும்	புள்ளிககும் ( )5, 5, 10− − என்ை	புள்ளிககும்	உள்ள	வதா்ல்ெக	

்காண்்க.
தீரவு
 ( )4,1,2A மற்றும்	 ( )7,5,4B ஆகிய	புள்ளி்க்ள	இ்்ணககும்	்்காட்டின்	ெமன்்ாடு

4 1 2
3 4 2

x y z t− − −= = =   (என்்க).

 இக்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளி	 ( )3 4,4 1,2 2t t t+ + + 	 ஆகும்.	 ்்காடும்	 தளமும்	

வெட்டிக	 வ்காள்ளும்	 புள்ளி்யக	 ்கா்ண,	 3 4, 4 1, 2 2x t y t z t= + = + = +    என	 5x y z− + = -ல	

பிரதியிட்டு 0t = 	 எனப்	 வ்றுகி்ைாம்.	 என்ெ,	 ்நரக்்காடும்	 தளமும்	 வெட்டிகவ்காள்ளும்	 புள்ளி	

(4, 1, 2)	ஆகும்.	ஆ்க்ெ,	(4, 1, 2)	மற்றும்	 ( )5, 5, 10− − ஆகிய	புள்ளி்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு

( ) ( ) ( )2 2 24 5 1 5 2 10 181- + + + + = 	அலகு்கள்.
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6.8.13  இசணயோன இரு தளஙகளுககு இச்டப்ெட்்ட வதோச�வு

            (Distance between two parallel planes)

நதற்றம் 6.21

 1 0ax by cz d+ + + =  மற்றும்	 2 0ax by cz d+ + + =  ஆகிய	 இரு	 இ்்ணயான	 தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு	 1 2

2 2 2

d d

a b c

−

+ +
.  

நிரூெணம்

 2 0ax by cz d+ + + = 	என்ை	தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளி	 ( )1 1 1, ,A x y z  என்்க.	பின்னர,	

 1 1 1 2 0ax by cz d+ + + = ⇒  1 1 1 2ax by cz d+ + = −  

 ( )1 1 1, ,A x y z  என்ை	புள்ளியிலிருநது	 1 0ax by cz d+ + + =  என்ை	தளததிற்குள்ள	வதா்லவு

δ   = 1 1 1 1

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +
 = 1 2

2 2 2

d d

a b c

−

+ +

 என்ெ,	 1 0ax by cz d+ + + = 	மற்றும்	 2 0ax by cz d+ + + =  என்ை	இ்்ணயான	இரு	தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு	δ =  1 2

2 2 2

d d

a b c

−

+ +
.

எடுத்துககோட்டு 6.51
 2 2 1 0x y z+ − + =  மற்றும்	 2 4 4 5 0x y z+ − + = ஆகிய	 இரண்டு	 இ்்ணயான	 தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு	்காண்்க.

தீரவு

 1 0ax by cz d+ + + =    மற்றும்	 2 0ax by cz d+ + + =  என்ை	 இரு	 இ்்ணயான	 தளங்களுககு	

இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	 1 2

2 2 2

d d

a b c
δ

−
=

+ +
. இரண்்டாெது	 ெமன்்ாட்்்ட	

52 2 0
2

x y z+ − + = 	 என	

எழுத,	 1 2
51, 2, 2, 1,
2

a b c d d= = = − = = 	எனப்	வ்ைலாம்.	இம்மதிப்பு்க்ள	சூததிரததில	பிரதியி்ட,	

( )
1 2

2 2 2 2 2 2

51
12
21 2 2

d d

a b c
δ

−−
= = =

+ + + + −
 அலகு்கள்	எனத	்த்ெயானவதா்லவு	கி்்டககிைது.

எடுத்துககோட்டு 6.52

 ( )ˆˆ ˆ2 2 6r i j k⋅ − − =  மற்றும்	 ( )ˆˆ ˆ6 3 6 27r i j k⋅ − − =  என்ை	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	

்காண்்க.

தீரவு

 ˆˆ ˆ(2 2 ) 6r i j k⋅ − − =

	என்ை	தளததின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 u 	என்்க.	

பின்னர,	 
  ˆˆ ˆ(2 2 ) 6u i j k⋅ − − = .   ... (1)
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 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	இரண்டு	 தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	 வதா்லவு	 δ  எனில,	 δ  என்்து	 u  என்ை	

புள்ளியிலிருநது	 ˆ ˆ ˆ(6 3 6 ) 27r i j i⋅ − − =

	என்ை	தளததிற்குள்ள	வெஙகுததுத	வதா்லொகும்.

				என்ெ, 
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ| | (6 3 6 ) 27 3( (2 2 )) 27 (3(6) 27 1
| | 9 96 ( 3) ( 6)

u n p u i j k u i j k
n

δ ⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − − −= = = = =
+ − + −

   



 அலகு.

6.8.14 இரு தளஙகளின் வெட்டுகநகோட்டின் ைமன்ெோடு

         (Equation of line of intersection of two planes)
 r n p⋅ = 

 மற்றும்	 r m q⋅ = 

 என்்ன	 இ்்ண	 அலலாத	 இரு	

தளங்கள்	 என்்க.	 	 n  மற்றும்	 m  ஆகிய	 வெக்டர்கள்	 மு்ை்ய	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளங்களுககுச்	 வெஙகுததாகும்.	 ்மலும்,	
இததளங்களின்	 வெட்டுக்்கா்டானது	  மற்றும்	 m 	 என்ை	 இரு	

வெக்டர்களுககும்	 வெஙகுததாகும்	 என்்தால,	  n m× 

என்ை	

வெக்டருககு	இ்்ணயாகும்.	 1 2 3
ˆˆ ˆn m l i l j l k× = + + 

	என்்க.

 1 1 1a x b y c z p+ + =  மற்றும்	 2 2 2a x b y c z q+ + = என்ை	 இரு	
தளங்களின்	 ெமன்்ாடு்க்ள	 எடுததுகவ்காள்்ொம்.	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 இவவிரு	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	
கு்ைநத்ட்ெம்	 ஒரு	 ஆய	 அச்சுத	 தளத்தயாெது	 ெநதிககும்.	 நம்	
ெெதிக்கா்க	 வெட்டுக்்காடு	 ெநதிககும்	 ஆய	 அச்சுத	 தளத்த	  0z =  எனகவ்காள்்ொம்.	  0z =  
எனகவ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளங்களின்	 ெமன்்ாடு்களில	 பிரதியிட்டு	 1 1 0a x b y p+ − =  மற்றும்	

2 2 0a x b y q+ − = எ	 என்ை	 இரு	 ெமன்்ாடு்க்ளப்	 வ்ைலாம்.	 இவவிரு	 ெமன்்ாடு்களின்	 தீரவு	

்காண்்தால,	 x மற்றும்	 y-ன்	 மதிப்பு்க்ள	 மு்ை்ய	  1x  மற்றும்	 1y  எனப்வ்ைலாம்.	 என்ெ,	

1 2 3
ˆˆ ˆl i l j l k+ + வெக்டருககு	 இ்்ணயா்க	 உள்ள	 ்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஒரு	 புள்ளி, x y1 1 0, ,( )  ஆகும்.	

ஆ்க்ெ,	வெட்டுக்்காட்டின்	ெமன்்ாடு	 1 1

1 2 3

0x x y y z
l l l
− − −= = 	ஆகும்.

6.8.15 இரு தளஙகளின் வெட்டுகநகோடு ெழியோகச் வைல்லும் தளத்தின் ைமன்ெோடு

         (Equation of a plane passing through the line of intersection of two given planes)

நதற்றம் 6.22

 1 1r n d⋅ =   மற்றும்	 2 2r n d⋅ = 

	என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்	தளததின்	
வெக்டர	 ெமன்்ாடு	
( ) ( )1 1 2 2 0r n d r n dλ⋅ − + ⋅ − =   

	 ஆகும். 	 இஙகு

λ ∈ .
நிரூெணம்

 பின்ெரும்	ெமன்்ாட்்்ட	எடுததுக	

வ்காள்்ொம்.

 ( ) ( )1 1 2 2 0r n d r n dλ⋅ − + ⋅ − =      ... (1)

 இச்ெமன்்ாட்டி்ன

 ( ) ( )1 2 1 2 0r n n d dλ λ⋅ + − + =    ... (2)

்்டம்	6.33

n m×
� �

m�

n�

r
m

q
⋅
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r n p⋅ =
� �
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� �
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r
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1
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2
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� �r n d. 1 1�

2
2

்்டம்	6.34
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 என	எழுதலாம்.
 1 2n n nλ= +  

	மற்றும்	 ( )1 2d d dλ= + 	என்்க.

 என்ெ,	ெமன்்ாடு	(2) ஆனது
 r n d⋅ =    ... (3)

 என்ைாகும்.	 ெமன்்ாடு	 (3) ஆனது	 ஒரு	 தளத்தக	 குறிககிைது.	 என்ெ,	 ெமன்்ாடு	 (1)-ம்	 ஒரு	
தளத்தக	குறிககும்.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	வெட்டுக்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஏ்தனும்	ஒரு	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	

1r
  	என்்க.	பின்னர,	 1r

  ஆனது	 1 1r n d⋅ =   மற்றும்	 2 2r n d⋅ = 

	என்ை	இரு	தளங்களின்	ெமன்்ாடு்க்ளயும்	
நி்ைவு	வெய்யும்.	என்ெ,

   1 1r n⋅   =  1d  ... (4)

   மற்றும்   1 2r n⋅   =  2d  ... (5)

 ெமன்்ாடு்கள்	 (4) மற்றும்	 (5)்களிலிருநது, 1r
  என்்து	 ெமன்்ாடு	 (1)-ஐ	 நி்ைவு	 வெய்ெ்தக	

்கா்ணலாம்.	ஆ்க்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	வெட்டுக்்காட்டின்	மீதுள்ள	எநதவொரு	புள்ளியும்	
தளம்	(1)-ன்	மீது	அ்மயும்	எனக்காண்கி்ைாம்.	என்ெ,	தளம்	(1) ஆனது	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	
வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்	என்்து	நிரூ்்ணமாகிைது.
 1 1 1 1a x b y c z d+ + =  மற்றும்	 2 2 2 2a x b y c z d+ + =   ஆகிய	இரு	 தளங்களின்	ெழியா்கச்	 வெலலும்	

தளததின்	 காரடீசியன் சமன்போடு  ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 0a x b y c z d a x b y c z dλ+ + − + + + − =  ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.53
 ( )ˆˆ ˆ 1 0r i j k⋅ + + + =

	மற்றும்	 ( )ˆˆ ˆ2 3 5 2r i j k⋅ − + =  என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கவும்		

( )1,2,1− என்ை	புள்ளி	ெழியா்கவும்	வெலலும்	தளததின்	ெமன்்ாடு	்காண்்க.
தீரவு
 1 1r n d⋅ =   மற்றும்	 2 2r n d⋅ = 

	என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்	தளததின்	

ெமன்்ாடு	 ( ) ( )1 1 2 2 0r n d r n dλ⋅ − + ⋅ − =   

	ஆகும்.

 இச்ெமன்்ாட்டில,	 ˆˆ ˆr xi yj zk= + + , 1
ˆˆ ˆn i j k= + + , 2

ˆˆ ˆ2 3 5n i j k= − + , d1 1=  மற்றும்	 d2 2= −

எனப்பிரதியி்ட,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழியா்கச்	வெலலும்.		

 ( ) ( )1 2 3 5 2 0x y z x y zλ+ + + + − + − =  என்ை	தளததின்	ெமன்்ாடு	கி்்டககிைது.

 இததளம்	 ( )1,2,1− 	 என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதால,	
3
5

λ = 	 எனப்	 வ்றுகி்ைாம்.	 என்ெ,	

்த்ெயான	தளததின்	ெமன்்ாடு	 11 4 20 1x y z− + =  ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு  6.54

 2 3 7 0x y z+ − + = மற்றும்	 2 5 0x y z+ − + =  என்ை	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழிச்வெலெதும்

3 5 0x y z+ − − = என்ை	தளததிற்குச்	வெஙகுததானதுமான	தளததின்	ெமன்்ாட்்்டக	்காண்்க.

தீரவு

 2 3 7 0x y z+ − + = மற்றும்	 2 5 0x y z+ − + =  ஆகிய	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	ெழிச்வெலலும்	

தளததின்	ெமன்்ாடு	 ( ) ( )2 3 7 2 5 0x y z x y zλ+ − + + + − + =  அலலது

( ) ( ) ( ) ( )2 3 1 2 7 5 0x y zλ λ λ λ+ + + + − − + + =  
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	 இததளம்,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 3 5 0x y z+ − − = தளததிற்குச்	 வெஙகுததானது	 என்்தால,	 இவவிரு	

தளங்களின்	வெங்்காடு்கள்	ஒன்றுகவ்கான்று	வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 3 3 1 2 0zλ λ λ+ + + + − − − =

 Þ 1λ = − . என்ெ,	்த்ெயான	தளததின்	ெமன்்ாடு

( ) ( )2 3 7 2 5 0 2 2 0x y z x y z x y z+ − + − + − + = ⇒ + + + =  .

6.9  தளத்தில் ஒரு புள்ளியின் பிம்ெம் (Image of a Point in a Plane)
 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	புள்ளி	A-ன்	நி்ல	வெக்டர	 u 	என்்க.	தளததின்	ெமன்்ாடு	 r n p⋅ =   என்்க.	ஒரு	

தளததில	பிம்்ம்	்கா்ண்ெண்டிய	 A 	என்ை	புள்ளியின்	பிம்்ப்புள்ளி	 A′-ன்	நி்லவெக்டர	 v  என்்க.	

பின்னர,	 'AA


 என்்து	தளததிற்குச்	வெஙகுததாகும்.	என்ெ,	 'AA


 என்்து	nககு	இ்்ணயாகும்.	பின்னர

                                        AA nλ′ =


  அலலது v u nλ− =    ⇒  v u nλ= +  

 ... (1)

 AA′ -ன்	்மயப்புள்ளிM  என்்க.	ஆ்க்ெ,	M -ன்	நி்லவெக்டர	
2

u v+ 

 	ஆகும்.	ஆனால,	M   

ஆனது	தளததின்	மீது	அ்மநதுள்ளது.

  என்ெ,  
 

u v n p+





 ⋅ =

2
. ... (2)

 ெமன்்ாடு	(1)-ஐ	 (2)-ல	பிரதியி்ட,

 2
u n u n pλ+ +  ⋅ =  

  

  ⇒  
( )

2

2
| |

p u
n

n
λ

− ⋅  =






 

 என்ெ	 A′  ன்	நி்லவெக்டர

 2

2[ ( )]
| |

p u nv u
n

− ⋅= +
 

 



 n

குறிப்பு

 AA′ -ன்	் மயப்புள்ளி	M 	ஆனது	A  என்ை	புள்ளியிலிருநது	r n p⋅ = 

என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	

வெஙகுததின்	அடியாகும்.	ஆ்க்ெ,	வெஙகுததின்	அடி	M-ன்	நி்லவெக்டர
  



 



u v u u p u n
n

n+
= + +

− ⋅







2 2

1
2

2
2

[ ( )
| |

6.9.1  தளத்தில் ஒரு புள்ளியின் பிம்ெப் புள்ளியின் அச்சுத் தூைஙகள்

          (The coordinates of the image of a point in a plane)
 தளததில	 பிம்்ம்	 ்கா்ண	 ்ெண்டிய	 புள்ளி	 ( )1 2 3, ,a a a -ன்	 நி்லவெக்டர	  u  என்்க.	 பின்னர,	

1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k= + +

	ஆகும்.

	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளததின்	 ெமன்்ாடு	 ax by cz p+ + =  என்்க.	 இச்ெமன்்ாட்்்ட	 வெக்டர	

ெமன்்ா்டா்க	 r n p⋅ = 

	 என	 எழுதலாம்.	 இஙகு	 ˆˆ ˆn ai bj ck= + +  ஆகும்.	 ஆ்க்ெ,	 பிம்்ப்	 புள்ளியின்	

நி்லவெக்டர

்்டம்	6.35

M

( )A u�
n�

r n p⋅ =
� �

( )A v′ �
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( )
2

2
| |

p u
v u n

n
n− ⋅  = +



  





.

 1 2 3
ˆˆ ˆv v i v j v k= + +  எனில, 1 1 2v a aα= + , 2 2 2v a aα= + , 3 3 2v a aα= +  ஆகும்.

இஙகு,	
( )1 2 3

2 2 2

2 p aa ba ca
a b c

α
− + +  =

+ +
	ஆகும்.

எடுத்துககோட்டு 6.55
 ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  என்ை	நி்ல	வெக்ட்ரக	வ்காண்்ட	புள்ளியின்	பிம்்ப்	புள்ளி்ய	 ( )ˆˆ ˆ2 4 38r i j k⋅ + + =  

என்ை	தளததில	்காண்்க.

தீரவு

 இஙகு, ˆˆ ˆ2 3u i j k= + + , ˆˆ ˆ2 4n i j k= + + , 38p =  ஆகும். ˆˆ ˆ2 3u i j k= + +   என்ை	புள்ளியின்	பிம்்ப்	

புள்ளி		
v -ன்	நி்லவெக்டர

     
( )

2

2
| |

p u
v u n

n
n− ⋅  = +



  





 ஆகும்.

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 38 2 3 2 4
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 4

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 2 4

i j k i j k
v i j k i j k

i j k i j k

 − + + ⋅ + +  = + + + + +
+ + ⋅ + +

 .

 அதாெது, ( ) ( )38 17ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 2 4
21

v i j k i j k
æ ö- ÷ç= + + + + +÷ç ÷çè ø



 = ˆˆ ˆ3 6 11i j k+ +  .

 என்ெ,	 ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  என்ை	நி்ல	வெக்டர	வ்காண்்ட	புள்ளியின்	பிம்்ப்	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	 

ˆˆ ˆ3 6 11i j k+ + 	ஆகும்.

குறிப்பு

 ˆˆ ˆ2 3i j k+ +  என்ை	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியிலிருநது	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 தளததிற்கு	

ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	அடியின்	நி்லவெக்டர

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 ) (3 6 11 ) ˆˆ ˆ2 4 7
2

i j k i j k i j k+ + + + + = + + .

6.10 ஒரு நகோடும் ஒரு தளமும் ைந்திககும் புள்ளி

         (Meeting Point of a Line and a Plane)

நதற்றம் 6.23

 r a tb= +


   என்ை	 ்்காடும்	 r n p⋅ =
   என்ை	 தளமும்	 ெநதிககும்	 புள்ளியின்	 நி்லவெக்டர	

( )p a na b
b n

− ⋅ +  ⋅ 

 









, 	இஙகு	 0b n× ¹


 .

நிரூெணம்

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 r n p⋅ = 

	 என்ை	 தளததிற்கு	 இ்்ணயா்க	 இலலாத	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காட்டின்	

ெமன்்ாடு	 r a tb= +


 

என்்க. 	ஆ்க்ெ, 0b n× ¹


 .
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 தளத்த	 ்நரக்்காடு	 ெநதிககும்	 புள்ளியின்	
நி்லவெக்டர	 u  என்்க.	 என்ெ,	 t -ன்	 ஒரு	 சில	

மதிப்பு்களுககு,	 அதாெது	  t1 	 என்ை	 மதிப்புககு	 	 u  

ஆனது	 r a tb= +


   என்ை	 ்்காட்டின்	 ெமன்்ாடு	

மற்றும்	 r n p⋅ =   என்ை	 தளததின்	 ெமன்்ாடு	

இரண்்்டயும்	நி்ைவு	வெய்யும்.	ஆதலால,
  

 



u a t b= + 1  ... (1) 

 u n p⋅ =   ...(2)

 ெமன்்ாடு	(1)-ஐ  (2)-ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது

  ( )1a t b n p+ ⋅ =


   

	 அலலது ( )1a n t b n p⋅ + ⋅ =


    

 அலலது  
( )

1

p a n
t

b n
− ⋅

=
⋅

 





  ...(3)

 ெமன்்ாடு	(3)-ஐ	 (1)-ல	பிரதியி்ட,	நாம்	வ்றுெது
     

 

 





 

u a
p a n
b n

b b n= +
− ⋅( )
⋅











⋅ ≠, 0

 

எடுத்துககோட்டு 6.56
 ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 4 2r i j k t i j k= − + + + +  என்ை	 ்்காடு 5 0x y z− + − = 	 என்ை	 தளத்த	 ெநதிககும்	

புள்ளியின்	ஆய	அச்சுத	தூரங்க்ளக	்காண்்க.
தீரவு

 இஙகு, ˆˆ ˆ2 2 ,a i j k= − +  ˆˆ ˆ3 4 2b i j k= + +


.

 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளததின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு	

 ( )ˆˆ ˆ 5r i j k⋅ − + = . என்ெ,	 ˆˆ ˆn i j k= − +  மற்றும் 5p = 	ஆகும்.

 r a tb= +


   என்ை	்்காடும்	 r d p⋅ =


  என்ை	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர	

( )p a n
u a b

b n
− ⋅ 

= +  ⋅ 

 



 





, இஙகு	 0b n× ¹


 . 

 ்மலும்.	 0b n⋅ ≠


 	என்்்த	நாம்	வதளிொ்கக	்கா்ணலாம்.

 இப்வ்ாழுது,  
( ) ( )

( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 2

0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 2

i j k i j kp a n
b n i j k i j k

− − + ⋅ − +− ⋅ = =
⋅ + + ⋅ − +

 





. 

 என்ெ,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்்காடும்	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளியின்	நி்ல	வெக்டர 

( ) ( )( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 0 3 4 2 2 2r i j k i j k i j k= − + + + + = − +

 அதாெது,	வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காடு	தளத்த	ெநதிககும்	புள்ளி	 ( )2, 1,2− 	ஆகும்.

மோறறு முச்ற  

்்டம்	6.36

� �r n p⋅ =

�
�
�

r
a

tb

=
+�n

M

�b
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 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	்நரக்்காட்டின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு	
2 1 2

3 4 2
x y z t− + −= = =  (என்்க)

 இக்்காட்டின்	 மீதுள்ள	 ஏ்தனும்	 ஒரு	 புள்ளியின்	 அ்மப்பு	 ( )3 2,4 t 1,2 t 2+ − +t 	 ஆகும்.	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடும்	 தளமும்	 வெட்டிகவ்காள்ளும்	 எனில,	 இப்புள்ளி	  5 0− + − =x y z 	 என்ை	
தளததின்	மீது	அ்மயும்.
 ஆதலால, ( ) ( ) ( )3 2 4 t 1 2 t 2 5 0 0+ − − + + − = ⇒ =t t . என்ெ,	 வ்காடுக்கப்்ட்்ட	 ்்காடு,	
வ்காடுக்கப்்ட்்ட	தளத்த	 ( , , )2 1 2- என்ை	புள்ளியில	ெநதிககிைது.

ெயிறசி 6.9
 1. ( )ˆˆ ˆ2 7 4 3⋅ − + =r i j k  மற்றும்	 3 5 4 11 0− + + =x y z 	 என்ை	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	

ெழியா்கவும் ( )2,1,3− 	என்ை	புள்ளி	ெழியா்கவும்	வெலலும்	தளததின்	ெமன்்ாடு	்காண்்க.

  2. 2 3 2+ + =x y z  மற்றும்	 3x y z− + = 	 என்ை	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	 ெழிச்வெலெதும்,	 

( )3,1, 1− 	என்ை	புள்ளியிலிருநது	
2
3

 வதா்லவில	உள்ளதுமான	தளததின்	ெமன்்ாட்்்டக	

்காண்்க.

 3. ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2= − + + + −r i j k t i j k  என்ை	்்காட்டிற்கும்	 ( )ˆˆ ˆ6 3 2 8⋅ + + =r i j k 	என்ை	தளததிற்கும்	

இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்	்காண்்க.

 4. ( )ˆˆ ˆ 2 3⋅ + − =r i j k  மற்றும்	2 2 2− + =x y z 	என்ை	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	் ்கா்ணம்	்காண்்க.

 5. ( )3,4, 1− என்ை	 புள்ளி	 ெழிச்	 வெலெதும்	 2 3 5 7 0− + + =x y z 	 என்ை	 தளததிற்கு	

இ்்ணயானதுமான	 தளததின்	 ெமன்்ாட்்்டக	 ்காண்்க.	 ்மலும்,	 இவவிரு	 தளங்களுககு	
இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவி்னக	்காண்்க.

 6. ( )1, 2,3− 	என்ை	புள்ளியிலிருநது	 5− + =x y z 	என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்ட்்ட	வெஙகுததின்	

நீளம்	்காண்்க.

 7.  1 1
2

− = = +yx z  என்ை	் ்காடும்	2 2 2− + =x y z என்ை	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளி்யக	்காண்்க.	

்மலும்,	இக்்காட்டிற்கும்	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணத்தயும்	்காண்்க.

 8. ( 4,3,2) என்ை	புள்ளியில	இருநது 2 3 2+ + =x y z 	என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	
அடியின்	அச்சுததூரங்க்ளயும்,	வெஙகுததின்	நீளத்தயும்	்காண்்க.

ெயிறசி 6.10

சரியாை அல்லது மிகப்போருத்தமாை விண்டணயத் ்தர்ந்தடுககவும் :
 1. a  மற்றும்	



b  என்்ன	இ்்ண	வெக்டர்கள்	எனில,	[ , , ]


 a c b -ன்	மதிப்பு
  (1) 2   (2)	 1−    (3)	1	   (4)	0  

 2. β


 மற்றும்	γ 	ஆகிய்ெ	அ்மககும்	தளததில	α  அ்மநதுள்ளது	எனில,

  (1) [ , , ] 1α β γ =


    (2) [ , , ] 1α β γ = −


    (3) [ , , ] 0α β γ =


    (4) [ , , ] 2α β γ =


   

 3. 0a b b c c a⋅ = ⋅ = ⋅ =
 

     எனில,	[ , , ]


 a b c -ன்	மதிப்பு

  (1) | | | | | |


 a b c   (2) 1 | | | | | |
3



 a b c   (3) 1  (4) 1−  

 4. 


b -ககு	வெஙகுததா்கவும்	
c -ககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	வெக்டர		

a 	என்ைொறுள்ள	ஓரலகு	
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வெக்டர்கள்	 , ,


 a b c  எனில,	 ( )× ×


 a b c -ககுச்	ெமமானது

  (1) a   (2) 


b   (3) c   (4) 0


 

 5.  [ , , ] 1a b c =


 

	எனில,	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
⋅ × ⋅ × ⋅ ×+ +
× ⋅ × ⋅ × ⋅

  

     

  

     

a b c b c a c a b
c a b a b c c b a

-ன்	மதிப்பு

  (1) 1  (2) 1−   (3) 2   (4) 3

 6. ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  2 ,  π+ + + +i j i j i j k  என்ை	 வெக்டர்க்ள	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	

வ்காண்்ட	இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு

  (1)
2
π   (2) 

3
π   (3) π   (4) 

4
π  

 7. a , 


b  என்்ன	
1[ ,  ,  ]
4

a b a b´ =
 

 

	எனுமாறுள்ள	ஓரலகு	வெக்டர்கள்	எனில,	  a  மற்றும்	


b  

ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்
  (1) 

6
π   (2) 

4
π   (3) 

3
π   (4) 

2
π

 8. ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,= + + = + =


 a i j k b i j c i  மற்றும்	 ( )a b c a bλ µ× × = +
 

   	எனில,	λ µ+  -ன்	மதிப்பு

  (1) 0   (2) 1  (3) 6   (4) 3  

 9. , ,


 a b c  என்்ன	 [ , , ]



a b c = 3 	 எனுமாறுள்ள	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயா	 மூன்று	 பூச்சியமற்ை	

வெக்டர்கள்	எனில,	 2{[ ,  ,  ]}× × ×
 

   a b b c c a -ன்	மதிப்பு

  (1) 81 (2) 9  (3) 27   (4)18

 10.  , ,


 a b c  என்்ன	 ( )
2

b ca b c +× × =






  	 எனுமாறுள்ள	 ஒரு	 தளம்	 அ்மயா	 மூன்று	 ஓரலகு	

வெக்டர்கள்	எனில,	 a  மற்றும்	


b ஆகியெற்றுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்

  (1) 
2
π   (2) 

3
4
p

 (3) 
4
π   (4) π  

 11. , ,× × ×
 

   a b b c c a  ஆகியெற்்ை	 ஒரு	 புள்ளியில	 ெநதிககும்	 விளிம்பு்களா்கக	 வ்காண்்ட	

இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு	8  ்கன	அலகு்கள்	எனில,	( ) ( ), ( ) ( )× × × × × ×
  

    a b b c b c c a  

மற்றும்	 ( ) ( )× × ×


  c a a b  ஆகியெற்்ை	ஒரு	புள்ளியில	ெநதிககும்	விளிம்பு்களா்கக	வ்காண்்ட	

இ்்ண்கரத	திண்மததின்	்கன	அளவு

  (1) 8  ்கன	அலகு்கள்  (2) 512  ்கன	அலகு்கள் 

  (3) 64  ்கன	அலகு்கள்				 (4) 24  ்கன	அலகு்கள்

 12. , , ,
 

 a b c d  என்்ன	 ( ) ( ) 0× × × =
  

 a b c d 	 எனுமாறுள்ள	 வெக்டர்கள்	 என்்க.	 ,


a b  என்ை	 ஒரு	

்�ாடி	வெக்டர்களாலும்	மற்றும்		 ,


c d  என்ை	ஒரு	்�ாடி	வெக்டர்களாலும்	அ்மக்கப்்டும்	

தளங்கள்	மு்ை்ய	 1P  மற்றும்	 2P  எனில,	இததளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்

  (1) 0°   (2) 45°   (3) 60°   (4) 90°  
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 13. , ,


 a b c  என்்ன	 0⋅ ≠


b c  மற்றும்	 0⋅ ≠


a b எனுமாறுள்ள	 மூன்று	 வெக்டர்கள்	 என்்க.	 

( ) ( )a b c a b c× × = × ×
 

     எனில,		
a  மற்றும்	

c  என்்்ெ

  (1) வெஙகுததான்ெ  (2) இ்்ணயான்ெ

  (3) 
3
π  என்ை	்்கா்ணத்த	தாஙகு்்ெ (4) 

6
π  என்ை	்்கா்ணத்த	தாஙகு்்ெ

 14. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 5 , 3 5a i j k b i j k c i j k= + − = + − = + −


  எனில,	 	
a -ககுச்	 வெஙகுததானதா்கவும்	



b  

மற்றும்	
c என்ை	வெக்டர்கள்	உருொககும்	தளததில	அ்மெதுமான	வெக்டர

  (1) ˆˆ ˆ17 21 97− + −i j k    (2) ˆˆ ˆ17 21 123+ −i j k   

  (3) ˆˆ ˆ17 21 97− − +i j k   (4) ˆˆ ˆ17 21 97− − −i j k  

 15. x y z−
=
+
−

=
2

3
1

2
2, 	 மற்றும்	

x y z−
=

+
=
+1

1
2 3

3
5

2
	 என்ை	 ்்காடு்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	

்்கா்ணம்

  (1) 
p
6

 (2) 
p
4

 (3) 
p
3

 (4) 
p
2

 16. 2 1 2
3 5 2
− − += =

−
x y z  என்ை	 ்்காடு	 	 3 0x y zα β+ − + = 	 என்ை	 தளததின்	 மீது	 இருநதால,		

பின்னர	 ( , )α β  என்்து
  (1) ( 5,5)−   (2) ( 6,7)−   (3) (5, 5)−   (4) (6, 7)−  

 17. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 3 ) (2 2 )= + − + + −r i j k t i j k  என்ை	 ்்காட்டிற்கும்	 ˆ ˆ( ) 4 0⋅ + + =r i j  என்ை	 தளததிற்கும்	

இ்்டப்்ட்்ட	்்கா்ணம்
  (1) 0°   (2) 30°   (3) 45°   (4) 90°  

 18. ˆ ˆˆ ˆ ˆ(6 3 ) ( 4 )= − − + − +r i j k t i k  என்ை	 ்்காடு	 ˆˆ ˆ.( ) 3+ − =r i j k  என்ை	 தளத்த	 ெநதிககும்	

புள்ளியின்	அச்சுததூரங்கள்

  (1) (2,1,0)   (2) (7, 1, 7)− −   (3) (1, 2, 6)−   (4) (5, 1,1)−  

 19. ஆதிப்புள்ளியிலிருநது	3 6 2 7 0− + + =x y z  என்ை	தளததிற்கு	உள்ள	வதா்லவு

  (1) 0   (2) 1  (3) 2  (4) 3

 20. 2 3 7 0+ + + =x y z  மற்றும்	 2 4 6 7 0+ + + =x y z  ஆகிய	தளங்களுககு	இ்்டப்்ட்்ட	வதா்லவு

  (1) 7
2 2

  (2) 7
2

  (3) 7
2

  (4) 7
2 2

 

 21. ஒரு	்்காட்டின்	தி்ெகவ்கா்ென்்கள்	
1 1 1, ,
c c c

 எனில,

  (1) 3= ±c   (2) 3= ±c   (3) 0>c   (4) 0 1< <c  

 22. ˆ ˆˆ ˆ ˆ( 2 ) (6 )r i j k t j k= − − + − 	என்ை	வெக்டர	ெமன்்ாடு	குறிககும்	்நரக்்காட்டின்	மீது	உள்ள	

புள்ளி்கள்

  (1) (0,6, 1)−  மற்றும்	 (1, 2, 1)− −   (2) (0,6, 1)−  மற்றும் ( 1, 4, 2)− − −  
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  (3) (1, 2, 1)− −  மற்றும் (1, 4, 2)−   (4) (1, 2, 1)− −  மற்றும்	 (0, 6,1)−

 23. ஆதியிலிருநது	 (1,1,1)  என்ை	 புள்ளிககு	 உள்ள	 வதா்லொனது	 0+ + + =x y z k 	 என்ை	

தளததிலிருநது	அப்புள்ளிககு	உள்ள	வதா்லவில	்ாதி	எனில,	 k -ன்	மதிப்பு்கள்

  (1) 3±   (2) 6±   (3) 3,9−   (4) 3, 9−  

 24. ˆˆ ˆ.(2 ) 3λ− + =r i j k  மற்றும்	 ˆˆ ˆ.(4 ) 5µ+ − =r i j k  ஆகிய	தளங்கள்	இ்்ண	எனில,	 λ  மற்றும்	

µ  -ன்	மதிப்பு்கள்

  (1) 1 , 2
2

−   (2) 1 ,2
2

−   (3) 1 , 2
2

− −   (4) 1 ,2
2

 

 25. ஆதியிலிருநது	 2 3 1λ+ + =x y z , 0λ >  என்ை	தளததிற்கு	ெ்ரயப்்டும்	வெஙகுததின்	நீளம் 1
5

, 

எனில,	λ -ன்	மதிப்பு

  (1) 2 3    (2)   3 2  (3) 0  (4) 1 

ெோ்டச்சுருககம்

 1. a


,b


, c


 என்்ன வ்காடுக்கப்்ட்்ட மூன்று வெக்டர்கள் எனில,	( )



a b c× ⋅ என்்து அவவெக்டர்களின் 

திணசயிலி முப்பேருககல் எனப்்டும்.	 ( )



a b c× ⋅  ஒரு  தி்ெயிலியாகும். 

 2. 




a b, மற்றும்
c என்ை மூன்று வெக்டர்க்ள ஒ்ர புள்ளியில ெநதிககும் விளிம்பு்களா்கக  

வ்காண்டு உருொக்கப்்டும் இ்்ண்கரததிண்மததின் ்கனஅளவு ( )



a b c× ⋅ ஆகும்.
 3.  பூச்சியமற்ை மூன்று வெக்டர்களின் தி்ெயிலி முப்வ்ருக்கல பூச்சியம் என இருநதால,		

இருநதால மட்டு்ம அம்மூன்று வெக்டர்களும் ஒருதள வெக்டர்களாகும்.

 4. a


,b


, c


எனும் ஏ்தனும் மூன்று வெக்டர்கள் ஒருதள வெக்டர்களா்க ்த்ெயானதும் மற்றும் 
்்ாதுமானதுமான நி்நத்ன,	 கு்ைநத்ட்ெம் ஒன்ைாெது பூச்சியமற்ைதா்கவும்  மற்றும் 
ra sb tc







+ + = 0  எனுமாறுள்ள r s t, , Î  என்ை தி்ெயிலி்க்ளக ்கா்ணமுடியும்.	

 5. a b c
  

, ,  மற்றும் p q r
�� � �

, ,  என்்ன மூன்று வெக்டர்க்ளக வ்காண்்ட ஏ்தனும் இரண்டு  

வதாகுப்பு்கள்,	 	 மற்றும் p
��
= x a y b z c1 1 1

  

+ + ,  q


= x a y b z c2 2 2

  

+ + ,  r


= x a y b z c3 3 3

  

+ +  எனில  

p q r
�� � �

, ,   =
x y z
x y z
x y z

a b c
1 1 1

2 2 2

3 3 3

  

, ,  .

 6. a


,b


, c


என்்ன ஏ்தனும் மூன்று வெக்டர்கள் எனில,	




a b c× ×( )என்்து  இம்மூன்று 

வெக்டர்களின் வெக்டர முப்வ்ருக்கல என அ்ழக்கப்்டுகிைது.

 7. 




a b c, , என்்ன ஏ்தனும் மூன்று வெக்டர்கள்எனில,	




  







a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅( ) ( ) ( )

 8. 
a ஐ  நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	நி்லதத	புள்ளி	ெழிச்	வெலெதும்	வ்காடுக்கப்்ட்்ட வெக்டர


b ககு	இ்்ணயா்கவும்	உள்ள	்நரக்்காட்டின்	வெக்டர	ெமன்்ாடு 
 



r a tb= + ,  இஙகு	 t∈

ஆகும்.  

 9. x y z1 1 1, ,( )எனும் புள்ளி ெழியா்கச்வெலெதும் b b b1 2 3, , எனும்தி்ெ விகிதங்க்ளக வ்காண்்ட 

வெக்டருககு இ்்ணயானதுமான ்நரக்்காட்டின் ்காரடீசியன் ெமன்்ாடு   
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x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3

 10. 
x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3  
எனும் ்நரக்்காட்டின் மீது உள்ள எநதவொரு புள்ளியும் 

x tb y tb z tb1 1 1 2 1 3+ + +( ), ,  , t∈  என்ை ெடிவில இருககும்.

 11.   வ்காடுக்கப்்ட்்ட  
a  மற்றும் 



b  எனும் நி்லவெக்டர்க்ளக வ்காண்்ட இருபுள்ளி்கள் ெழியா்கச் 

வெலலும் ்நரக்்காட்டின் து்்ணயலகு வெக்டர ெமன்்ாடு 
 



r a t b a= + −( ) , t∈ஆகும்.

 12. x y z1 1 1, ,( )மற்றும் x y z2 2 2, ,( ) எனும் இரு புள்ளி்கள் ெழியா்கச் வெலலும் ்நரக்்காட்டின்  

்காரடீசியன் ெமன்்ாடு 
x x
x x

y y
y y

z z
z z

−
−

=
−
−

=
−
−

1

2 1

1

2 1

1

2 1
.

 13. 
 



r a sb= +  மற்றும் 
 



r c td= + எனும் இரு ்நரக்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட குறுங்்கா்ணம்  θ  

எனில, θ =
⋅













−cos 1

 

 

b d

b d
.

 14. இரு ்நரக்்காடு்கள் ஒ்ர தளததில அ்மயுமானால,	அ்ெ ஒரு தளம் அ்மயும் ்்காடு்கள் 
எனப்்டும்.

 15.  புைவெளியில இ்்ணயா்க இலலாமலும் ஒன்்ைவயான்று வெட்டிகவ்காள்ளாமலும் உள்ள 
இரு ்்காடு்க்ள ஒரு தளம் அ்மயாக ்்காடு்கள் என அ்ழககி்ைாம்.

 16. ஒரு தளம் அ்மயா இரு ்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட மீச்சிறு தூரமானது அவவிரு 
்்காடு்களுககும் வெஙகுததான ்்காட்டுததுண்டின் நீளமாகும்.

 17. 
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும் ஒருதளம் அ்மயாக ்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட மீச்சிறு 

தூரம்  δ =  

 

 

 

c a b d

b d

−( ) ⋅ ×( )
×

 , இஙகு | |
 

b d× ≠  0ஆகும்.

 18. 
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும்
 
்்காடு்கள் ஒன்்ைவயான்று வெட்டும் ்்காடு்கள் எனில, 

 

 

c a b d−( ) ⋅ ×( ) = 0  ஆகும்.

 19.  
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c tb= +  எனும் இ்்ணக ்்காடு்களுககு இ்்டப்்ட்்ட மீச்சிறு தூரம் 

d
c a b

b
=

−( )×
 





,	இஙகு | |


b   ¹ 0 ஆகும்.

 20. 
x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3
 மற்றும் 

x x
d

y y
d

z z
d

−
=

−
=

−2

1

2

2

2

3
ஒன்்ைவயான்று வெட்டும் எனில,  

x x y y z z
b b b
d d d

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

− − −
= 0
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 21. ஒரு தளததிற்கு வெஙகுததான ்நரக்்காட்்்ட அததளததின் வெஙகுதது அலலது வெங்்காடு 
என்கி்ைாம்.. 

 22.  ஆதிப்புள்ளியிலிருநது தளததிற்கு உள்ள வதா்லவு p மற்றும் தளததிற்குச் வெஙகுததான 

ஓரலகு வெக்டர d̂  எனில தளததின் ெமன்்ாடு  
ˆr d p⋅ =

ஆகும்.	(வெங்்காட்டு ெடிெம்)

 23. வெங்்காட்டு ெடிவில தளததின் ்காரடீசியன் ெமன்்ாடு lx my nz p+ + = ஆகும்.

 24. 
a  எனும் வெக்ட்ர நி்லவெக்டரா்கக வ்காண்்ட புள்ளி ெழியா்கச் வெலெதும்   
n  ககுச் வெஙகுததா்க உள்ளதுமான தளததின் வெக்டர ெமன்்ாடு 

  r a n−( ) ⋅ = 0ஆகும்.

 25.  x y z1 1 1, ,( )  எனும் புள்ளி ெழியா்கச் வெலெதும் a,b,c ஆகியெற்்ை தி்ெ விகிதங்களா்கக  

வ்காண்்ட வெக்டருககுச் வெஙகுததானதுமான தளததின் ்காரடீசியன் ெமன்்ாடு 
a x x b y y c z z−( ) + −( ) + −( ) =1 1 1 0ஆகும்.

 26.   x y z, , அச்சுக்களில	 மு்ை்ய	 a b c, , எனும்	 வெட்டுததுண்டு்க்ள	 ஏற்்டுததும்	
 r n q⋅ =  

எனும்	தளததின்	வெட்டுததுண்டு	ெடிெச்	ெமன்்ாடு
x
a

y
b

z
c

+ + =1ஆகும்.

 27.  ஒ்ர	்்காட்டில்மயாத	




a b c, , 	எனும்	மூன்று	வெக்டர்க்ள	நி்ல	வெக்டர்களா்கக	வ்காண்்ட	
புள்ளி்கள்	 ெழியா்கச்	 வெலலும்	 தளததின்	 து்்ணயலகு	 வெக்டர	 ெமன்்ாடு		 
r =





  a s b a t c a+ −( ) + −( )ஆகும். 

 28. x y z1 1 1, ,( ) , x y z2 2 2, ,( ) , x y z3 3 3, ,( )  எனும்		ஒ்ர	் ்காட்டில்மயாத	மூன்று	புள்ளி்கள்	ெழியா்கச்	

வெலலும்	தளததின்	்காரடீசியன்	ெமன்்ாடு		
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − −
− − −

=
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0 .

 29. ஒரு	்்காட்டின்	மீதுள்ள	ஒவவொரு	புள்ளியும்	தளததின்	மீது	இருககிைது	மற்றும்	தளததின்	
வெங்்காடு	 ்நரக்்காட்டிற்கு	 வெஙகுததா்க	உள்ளது	எனில,	அந்நரக்்காடு	 தளததின்	மீது	
இருககும்.

 30.  
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும்	இ்்ண	அலலாத	இரண்டு	் நரக்்காடு்கள்	ஒ்ர	தளததில	

அ்மெதற்்கான	நி்நத்ன
 

 

c a b d−( ) ⋅ ×( ) = 0ஆகும்.

 31. 
x x
b

y y
b

z z
b

−
=

−
=

−1

1

1

2

1

3
  மற்றும் 

x x
d

y y
d

z z
d

−
=

−
=

−2

1

2

2

2

3
 எனும் ்்காடு்கள் ஒ்ர தளததில  

அ்மெதற்்கான நி்நத்ன 
x x y y z z
b b b
d d d

2 1 2 1 2 1

1 2 3

1 2 3

− − −

 = 0 ஆகும்.

 32.  
 



r a sb= + மற்றும் 
 



r c td= +  எனும் ஒ்ர தளததில அ்மயும் இ்்ண அலலாத இரண்டு 
்நரக்்காடு்க்ள வ்காண்டுள்ள தளததின் து்்ணயலகு வெக்டர ெமன்்ாடு  
 

 

r a b d−( ) ⋅ ×( ) = 0  அலலது 
 

 

r c b d−( ) ⋅ ×( ) = 0 .  
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 33. 1 1r n p⋅ =
 

 மற்றும் 2 2r n p⋅ =
 

 எனும்	 தளங்களுககு	 இ்்டப்்ட்்ட	 ்்கா்ணம்	 q 	 எனில,	 

θ = 1 21

1 2
cos

n n
n n

−  ⋅
   

 

 

 ஆகும்

 34. 
 



r a tb= +  எனும்	்்காட்டிற்கும் 
 r n p⋅ = எனும்	தளததிற்கும்	இ்்டப்்ட்்ட	குறுங்்கா்ணம் θ  

எனில,  1sin
b n

b n
θ −

 ⋅ =  
 









ஆகும்.

 35.  u  எனும்	 நி்லவெக்ட்ரக	 வ்காண்்ட	 புள்ளியிலிருநது r n p⋅ =
 

 எனும்	 தளததிற்கு	 உள்ள	

வெஙகுததுத	வதா்லவு  d=
⋅ −| |
| |

 



u n p
n

 ஆகும்.

	 36.	 x y z1 1 1, ,( ) 	 எனும்	புள்ளியிலிருநது ax by cz p+ + =  எனும்	தளததிற்கு	உள்ள	வெஙகுததுத		

வதா்லவு	 d  = | |ax by cz p
a b c

1 1 1
2 2 2

+ + −

+ +  
ஆகும்.

 37.  ஆதிப்புள்ளியிலிருநது ax by cz d+ + + = 0எனும்	 தளததிற்கு	 உள்ள	 வெஙகுததுத	

வதா்லவு	 d  = | |d
a b c2 2 2+ +  

 ஆகும்.

 38. ax by cz d+ + + =1 0   மற்றும் ax by cz d+ + + =2 0    எனும்	இ்்ணயான	இரு	தளங்களுககு		

இ்்ட்யயுள்ள	வதா்லவு 
| d |d
a b c

1 2
2 2 2

−

+ +
  ஆகும்.

 39.  1 1r n d⋅ = 

  மற்றும் 2 2r n d⋅ = 

 எனும்	 தளங்களின்	 வெட்டுக்்காடு	 ெழியா்கச்	 வெலலும்		
தளததின்	ெமன்்ாடு 1 1 2 2( ) ( )r n d r n dλ⋅ − + ⋅ −    = 0 ,	இஙகு lÎஆகும்.

 40.  ax by cz d1 1 1 1+ + =  மற்றும்	 ax by cz d2 2 2 2+ + = 	எனும்	தளங்களின்	வெட்டுக்்காடு	

ெழியா்கச்	வெலலும்		தளததின்	ெமன்்ாடு	
ax by cz d ax by cz d1 1 1 1 2 2 2 2 0+ + −( )+ + + −( )=l  

 41.  r a tb= +


   எனும்	்்காடும் r n p⋅ = 

 எனும்	தளமும்	ெநதிககும்	புள்ளியின்	நி்லவெக்டர

  
( )p a n

u a b
b n

− ⋅ 
= +  ⋅ 

 



 





, இஙகு 0b n⋅ ≠
 

 ஆகும்.

 42. 
u எனும்	வெக்ட்ர	நி்லவெக்டரா்கக	வ்காண்்ட	புள்ளிககு	

 r n p⋅ =  எனும்		தளததில	பிம்்ப்	

புள்ளியின்	நி்லவெக்டர	
v எனில,	

 

 



v u
p u n
n

n= +
− ⋅( ) 2

2| |

இசணயச் வையல்ெோடு (ICT CORNER)

https://ggbm.at/vchq92pg அல்�து Scan the QR Code
	 இ்்ணய	 உலாவி்ய	 திைக்கவும்,	 வ்காடுக்கப்்ட்டுள்ள	 உரலி/வி்ரவுக	
குறியீட்்்ட	 தட்்டச்சு	 வெய்யவும். GeoGebra-வின்	 "12th Standard Mathematics"	 ்க்கம்	
்தான்றும்.	 இப்்ணிததாள்	 புதத்கததின்	 இ்டது	 ்க்கம்	 உங்கள்	 ்ா்டநூலு்டன்	
வதா்டரபு்்டய	 ்ல	 அததியாயங்கள்	 ்கா்ணப்்டும்.	 அெற்றில "Applications of Vector 
Algebra"	 எனும்	அததியாயத்தத	 ்தரவு	 வெய்்க.	 இப்வ்ாழுது	இப்்ா்டம்	 வதா்டர்ான	
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்தரவு	வெய்்க.
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விடைகள்

பயிற்சி 1.1

 1. (i) 
2 4
6 3

− 
 − − 

 (ii) 
1 1 1
3 1 1

9 5 1

− 
 − 
 − − 

 (iii) 
2 2 1

1 2 1 2
3

1 2 2

− 
 − 
 + 

 2. (i) 
3 41
1 22

− − 
 − − 

 (ii) 
6 1 1

1 1 6 1
28

1 1 6

− − 
 − − 
 − − 

 (iii) 
1 1 1

1 3 1 1
2

9 5 1

− 
 − 
 − −    

4.   
 1    –5
 1A-1= 7

2 3
−

 

 8. 
6 2 1
5 2 2
6 2 3

 
 ±  
  

 9. 
0 2 0

1 6 2 6
6

3 0 6

− 
 ± − 
 − 

 10. 
2 0 2
0 2 0
2 0 2

− 
 
 
  

  
 

 12. 
3 1
1 2

 
 − 

 13. 
0 1
0 0

 
 
 

 15. HELP

பயிற்சி 1.2
 1. (i) 1    (ii) 2    (iii) 2    (iv) 3    (v) 3 2. (i) 2    (ii) 3    (iii) 3

 3. (i) 
2 1
5 2

− 
 − 

 (ii) 
2 3 1
3 3 1
2 4 1

− − 
 − − 
 − − 

 (iii) 
40 16 9

13 5 3
5 2 1

− 
 − − 
 − − 

பயிற்சி 1.3
 1. (i) 11, 4x y= − =  (ii) 2, 4x y= = −
  (iii) 2, 3, 4x y z= = =  (iv) 3, 2, 1x y z= = − =
 2. 2, 1, 1x y z= = = −                3. ` 18000, ` 600
 4. 18 நாட்கள், 36 நாட்கள்                   5. ` 2000, ` 1000, ` 3000

பயிற்சி 1.4
 1.  (i) 2, 3x y= − =   (ii) 1 , 3

2
x y= =

   (iii) 2, 3, 4x y z= = =  (iv) 1, 3, 3x y z= = =
 2. 84             3.   50% அமிலத் தன்மை : 6 லிட்டர்கள், 25% அமிலத் தன்மை : 4 லிட்டர்கள்

 4. பம்பு A : 15 நிமி்டங்கள்,   பம்பு B : 30 நிமி்டங்கள்

 5. `  30/-,  ` 10/-,  ` 30/-, ஆம்

பயிற்சி 1.5
 1. (i) 1, 4, 4x y z= − = =   (ii) 3, 1, 2x y z= = =
 2. 2, 1, 6a b c= = =    3. ` 30000, ` 15000, ` 20000
 4. 1, 3, 10a b c= = = − , ஆம்

பயிற்சி 1.6
 1. (i) 1x y z= = =  (ii) 1 1(7 5 ), (5 1), ,

10 10
x t y t z t t= = = - - Î

Answers.indd   310 05-02-2020   15:54:03



விடைகள்311

  (iii) தீரவு இல்ல (iv) x s t y s z t= − + = =
1
2

2( ), ,  மைற்றும் s t, ∈

 2. (i) 1k =  (ii) 1, 2k k≠ ≠ −  (iii) 2k = −
 3. (i) λ = 5 மைற்றும் μ ≠ 9 (ii) λ ≠ 5,  μ ∈   (iii) 5, 9λ µ= =

பயிற்சி 1.7
 1. (i) , 2 , ,x t y t z t t= − = − = ∈                (ii)  வெளிபப்்டத் தீரவு்கள் மைடடும்

 2. (i) 8λ ≠  (ii) 8λ =
 3. 2 6 2 2 22 7 6 4C H O H O Co+ → +  4CO2

பயிற்சி 1.8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(2) (3) (2) (3) (4) (2) (4) (4) (2) (1)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(2) (4) (1) (2) (4) (3) (2) (1) (4) (4)
21 22 23 24 25
(2) (4) (4) (4) (1)

பயிற்சி 2.1
 1. 1 i− −   2. 1 i+   3. 0  4. 0
 5. 1 6. 1 i−  

பயிற்சி 2.2
 1. (i) 4 i+   (ii) 8 i−   (iii) 7 5i+   (iv) 1 17i+  
  (v) 15 8i+   (vi) 15 8i+
 3. 1x = − , 1y =  

பயிற்சி 2.3

 3. 1 2 5z i− = − −  ,  ( )1
1

1 2 5
29

z i− = −

   2 3 4z i− = +  ,  ( )1
2

1 3 4
25

z i− = − +

  3 1z i− = − −  ,  ( )1
3

1 1
2

z i− = −

பயிற்சி 2.4
 1. (i) 7 5i−   (ii) ( )5 1

4
i−   (iii) 2 14

5 5
i−  

 2. (i) 2 2

x
x y+

  (ii) y (iii) 4y− −  

 3. ( )1 1 2
25

i− − , ( )1 11 2
5

i− +   (4) 1 (7 )
2

i−  

 6. (i) 6  (ii) 3
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பயிற்சி 2.5
 1. (i) 2

5
  (ii) 2 2   (iii) 32 (iv) 50

 3. 11 6i+  
 8. 10  10. (i) 3 1

2 2
i ± +  

  (ii) ( )2 + 2 2i±        (iii) ( )2 3i± −  

பயிற்சி 2.6
 3. (i) 2 3y =   (ii) 0x y− =   (iii) 0x y+ =   (iv) 2 2 1x y+ =  
 4.  (i) 2 ,3i+    (ii) 1 2 ,1i− +   (iii) 82 4 ,

3
i−   

 5. (i) 2 2 8 240 0x y x+ − − =   (ii) 6 1 0x + =  
பயிற்சி 2.7

 1. (i) 4 cos 2 sin 2 ,
3 3

k i k kπ ππ π    + + + ∈        
  

  (ii)  2 3 cos 2 sin 2 ,
6 6

k i k kπ ππ π    − + − ∈        


  (iii) 3 32 2 cos 2 sin 2 ,
4 4

k i k kπ ππ π    − + − ∈        
  

  (iv) 5 52 cos 2 sin 2 ,
12 12

k i k kπ ππ π    + + + ∈        
  

 2. (i) ( )1 1
2

i+   (ii) 
2
i−  
பயிற்சி 2.8

 3. 1 5. 53cis , 3, 3cis
3 3
π π−   7. 1−  

 9. (i) 122 2
i

e
π

   (ii) 
5
122 2
i

e
π

   (iii) 
5
42 2

i

e
π

 

பயிற்சி 2.9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(1) (1) (1) (2) (3) (1) (4) (1) (1) (1)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(2) (2) (4) (2) (2) (3) (1) (3) (4) (4)
21 22 23 24 25
(2) (3) (4) (1) (1)

பயிற்சி 3.1
 1. 60   

 2. (i) 3 26 11 6 0x x x- + - =  (ii) 3 3 2 0x x- + =   (iii) 3 24 4 16 0x x x- - + =   

 3. (i) 3 24 12 32 0x x x+ + + =  (ii) 3 24 3 2 1 0x x x+ + + =  (ii) 3 22 3 4 0x x x- + - =  
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 4.  12,3,
3

   5. 10  6.   6 4 1, ,-  7. 
22ac b

ad
-

=å α
βγ

    

        8. 22 3 20 0x x- - =     11. 3 12 0x x+ - =

பயிற்சி 3.2
 1. 0k <  எனும்்பாது, பலலுறுபபுக் ்்கா்ெக்கு வமையவயெண் மூலங்களா்க இருக்கும்.
  0k = அலலது 8k =  எனும்்பாது மூலங்கள் சமைமைான வமையவயெண் மூலங்களா்க இருக்கும்.
  0 8k< <  எனும்்பாது மூலங்கள் ்கலபவபண் மூலங்களா்க இருக்கும்.
  8k >  எனும்்பாது மூலங்கள் வெவ்ெறான வமையவயெண் மூலங்களா்க இருக்கும்.

 2. 2 4 7 0x x− + =  3. 2 6 13 0x x− + =   4. x x4 216 4 0− + =

பயிற்சி 3.3

 1.  13,3,
2

-  2 . 2 4, ,2
3 3

 3. 2 ,2,6
3

  4.  k = ±2 2 1 3
2

, ,

 5. 1 37 1 371 2 ,1 2 , 3, 3, ,
2 2

i i + -
- + -      6.  (i) 11, ,3

2
 (ii) 1− , 1

2
, 3

4
    7. 3, 5± ±

பயிற்சி 3.4

 1. (i){ }2,3, 7,8- -      (ii) 3 ,3 ,3 17+ ,3 17-              2. 1 2 5 1 2 51, 2, ,
2 2

ì üï ï- + - -ï ï-í ýï ïï ïî þ

பயிற்சி 3.5

 1.  (i) ( )1 ,
2

nn np
p+ - Î , sin 4x = -க்குத் தீரவு இல்ல.     (ii)  

1 22, ,
4 3

−

 2.  (i) 1x =  (ii)   விகிதமுறு மூலங்கள் இல்ல     3.  4n  4. 
2

4
b
a

,
3

2

9a
b

 

 5. (i) 1 12, 3, ,
2 3

      (ii) 3 5 3 51, 1, ,
2 2

- + - -
+ -

 6. 2,3    7. 1 1,3,
3 2

- மைற்றும் – 2

பயிற்சி 3.6
 1. அதி்கபடசம் நானகு மி்்கவயெண் மூலங்களும் அதி்கபடசம் மூனறு கு்றவயெண் மூலங்களும் 

இருக்கும்.
 2. அதி்கபடசம் இருமி்்கவயெண் மூலங்களும் மைற்றும் கு்றவயெண் மூலங்கள் இலலாமைலும் 

இருக்கும்.
 4. அதி்கபடசம் ஒரு மி்்கவயெண் மூலமும் அதி்கபடசம் ஒரு கு்றவயெண் மூலமும் இருக்கும்.
 5. மி்்கவயெண் மூலம் மைற்றும் கு்றவயெண் மூலம் இராது.

பயிற்சி 3.7
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(4) (1) (3) (1) (3) (4) (1) (3) (1) (2)
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பயிற்சி 4.1

 1. (i) , 0, 1, 2,... 10x n nπ= = ± ± ±            (ii)  ( )4 1 , 0, 1
2

x n nπ= − = ±

 2. (i) 1,  2
7
π

(ii) 1, 6π       (iii)   4, π        4. (i)  
3
π

      (ii)  
4
π−

 5. 0x =  6. (i)  { }1, 1−   (ii)  [ ]0, 1  7.  
3
π

பயிற்சி 4.2

 1. (i)  ( )2 1 , 0, 1, 2, 3, 4, 5
2

x n nπ= + = ± ± ± ± ± , –6  (ii) ( )2 1 , 0, 1, 2, 3x n nπ= + = ± ± −

 2. [ ]0,
6
π π− ∉  3. வமைய 4. 

3
π

 5. (i)  5
6
π     (ii)  

6
π−         (iii)  24

119
π                                       6. (i)  [ ]5, 5−      (ii)   [ ]1, 1−

 7.  10
3

x< <  8. (i) 0    (ii)  17
12

π

பயிற்சி 4.3

 1. (i)  [ 3, 3]−       (ii)     2. (i)  
4
π        (ii)  -p

6

 3. (i)  7
4
π      (ii)  1947     (iii)   0.2021−  4. (i)  ∞      (ii)   2 5

25
−       (iii)   24

25

பயிற்சி 4.4

 1. (i) 
6
π     (ii)    

6
π      (iii)  

4
π−                 2. (i)  

3
π−    (ii)  1cot (2)

6
π− −        (iii)  5

6
π−

பயிற்சி 4.5

 1. (i)  
2
π−       (ii)  

4
π−     (iii)  5 2π−  

 2. (i)  22x x−     (ii) 
1

9 6 22x x− +
    (iii) 

2

2 1
3 4 4

x
x x
+

− −

 3. (i)  
6
π    (ii)  0   (iii)   17

6            
8. 

4
π

 9.  (i)  13x =    (ii)  
1
a bx

ab
−=

+
      (iii) x n x n n= = + ∈2

4
p p

p, , 

  (iv)   3x =   
 10. மூனறு
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பயிற்சி 4.6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(3) (2) (3) (1) (2) (1) (3) (1) (4) (4)

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

(3) (2) (2) (1) (3) (3) (2) (2) (4) (4)

பயிற்சி 5.1

 1. 2 2 10 0x y y+ ± =    2. 2 2( 2) ( 1) 50x y− + + =  

 3. 2 2 4 4 4 0x y x y+ + + + =   or 2 2 20 20 100 0x y x y+ + + + =   4. 2 2 4 6 12 0x y x y+ − − − =  

 5. 2 2 5 3 22 0x y x y+ − + − =   6. 2 2 1x y+ =  

 7. 2 2 6 4 4 0x y x y+ − − + =   8. 12±  

 9. 5 8 0, 5 12 0x y x y- + = + - =      10. வெளி்யெ, உள்்ள, வெளி்யெ

 11. (i) ( )0, 2 ,0−       (ii) ( 3, 2),3−      (iii) 1 17, 1 ,
2 2

 −  
    (iv) 3 3, 1 ,

2 2
 −  

 

 12. 3p q= = , (1,0),5
பயிற்சி 5.2

 1.  (i) 2 16y x=  (ii) 23 4x y= −  (iii) ( ) ( )22 12 1y x+ = −  (iv) 2 16y x=

 2. (i) 
2 2

1
36 27
x y+ =  (ii) 

2 2

1
9 25
x y+ =  (iii) 

2 216 1
625 25

x y+ =  (iii) 
2 2

1
8 16
x y+ =

 3. (i) 
2 29 9 1

16 20
x y− =  (ii) ( ) ( )2 22 1

1
12 24

x y− −
− =  (iii) 

2 29 1
16 64
x y− =

 4. 

முனை குவியம் இயக்குவனையின் 
சமன்்பாடு

சசவவகலத்தின் 
நீளம்

i. ( )0,0 ( )4,0 4x = − 16

ii. ( )0,0 ( )0,6 6y = − 24

iii. ( )0,0 ( )2,0− 2x = 8

iv. ( )1, 2− ( )1, 4- 0y = 8

v. ( )1,2 ( )3,2 1x = − 8
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கூம்பு வனளவின் 

வனக னமயம் முனைகள் குவியஙகள் இயக்குவனைகள்

i. நீள்ெட்டம் ( )0,0 ( )5,0± ( )4,0± 25
4

x = ±

ii. நீள்ெட்டம் ( )0,0 ( )0, 10± ( )0, 7±
10

7
y = ±

iii. அதிபரெ்ளயெம் ( )0,0 ( )5,0± ( )13,0± 25
13

x = ±

iv. அதிபரெ்ளயெம் ( )0,0 ( )0, 4± ( )0, 5± 16
5

y = ±

 
கூம்பு வனளவின் 

வனக னமயம் முனைகள் குவியஙகள் இயக்குவனைகள்

i. நீள்ெட்டம் ( )3,4 ( ) ( )3,21 , 3, 13− ( )(3,12), 3, 4−

321,
8
257
8

y

y

=

−=

ii. நீள்ெட்டம் ( )1,2− ( ) ( )11,2 , 9,2− ( 7,2), (5, 2)−

47 ,
3
53
3

x

x

=

−=

iii. அதிபரெ்ளயெம் ( )3,4− ( ) ( )18,4 , 12,4− ( 20,4), (14,4)−

174 ,
17

276
17

x

x

=

-
=

iv. அதிபரெ்ளயெம் ( )1,2− ( )1,7 , ( 1, 3)− − −
( 1, 2 41)

( 1,2 41)

− +

− −

25 2,
41
25 2
41

y

y

= +

−= +

v. நீள்ெட்டம் ( )4, 2−
( )4, 2 3 2 ,

(4, 2 3 2)

− +

− −

(4, 2 6),

(4, 2 6)

− +

− −

2 3 6,

2 3 6

y

y

= − +

= − −

8.
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vi. அதிபரெ்ளயெம் ( )2, 3− ( )üüüü− − (2 10 3),

(2 10, 3)

+ −

− −

1 2,
10
1 2

10

x

x

= +

−= +

பயிற்சி 5.3
 1. அதிபரெ்ளயெம்       2   ெட்டம்       3. நீள்ெட்டம்         
 4. ெட்டம்     5. அதிபரெ்ளயெம்         6.  பரெ்ளயெம்

பயிற்சி 5.4
 1. 3 0, 9 13 0x y x y− − = − + =  2. 10 3 32 0, 10 3 32 0x y x y- + = - - =

 3. ( )3,1−  4. 4 0x y− + =
 5. 2 8 0x y− + =  6. 4 3 6 0,3 4 42 0x y x y- - = + - =

பயிற்சி 5.5
 1. 8.4 மீ 2. 26.6 மீ 3. 3 மீ 
 4. y x2 4 8 1 3= . , .  மீ 5. 3.53 மீ , 5.08 மீ  6. 90.82மீ, 148.91மீ

 7. 2 2
3

 8. 3 3  மீ 9. 1 4tan
3

−  
  

 10. 
2 2

1
9 16
x y− =

பயிற்சி 5.6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(1) (3) (4) (3) (3) (1) (1) (3) (2) (2) (1) (4) (3)

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 ---

(3) (1) (4) (4) (1) (1) (2) (2) (3) (3) (3) (2) ---

பயிற்சி 6.1
 11. 80 அலகு்கள்   12. 69 அலகு்கள்  

 13. 179 , 3
179

, 11
179
− , 7

179
−     14.  ˆ96 115 15i j k− + +  

பயிற்சி 6.2
 1. 24 2. 720 ்கன அலகு்கள் 3. 5−  

 4. 12±   5. 2 3
5

  6. ஒரு தளத்தில அ்மைநத்ெ 7. 2

பயிற்சி 6.3
 1. (i)  ˆ2 14 22i j k− + −  (ii)  ˆ22 14 2i j k+ +   5. 74−  

 7. 0l = , 10m = ,  3n = −   8. 
3
πθ =  
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பயிற்சி 6.4

 1. ( )( ) ( )ˆ ˆ4 3 7 2 6 7 0r i j k i j k- + - ´ - + =
 

    , 4 3 7
2 6 7

x y z− − += =
−

 

 2. ( ) ( )ˆ ˆ2 3 4 4 5 6r i j k t i j k= − + + + − + −


  , 2 3 4
4 5 6

x y z+ − −= =
− −

 

 3. 32 47,0, ,
3 3

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
( )0,16, 11−

 

 4. 2 3 6, , ,
7 7 7

 
    

( ) ( )ˆ ˆˆ5 6 7 2 3 6r i j k t i j k= + + + + +

 

 
or

  
( ) ( )ˆ ˆ7 9 13 2 3 6 ,r i j k t i j k= + + + + +

 

 

  
5 6 7

2 3 6
x y z− − −= =  or 7 9 13

2 3 6
x y z− − −= =

 5. (i) 0°     (ii) 
6
p     (iii) 

2
π

        
6. 

2
π  7. 18,a = 2

3
b =

        
8.  1

பயிற்சி 6.5
 1. ( ) ( )ˆ ˆ5 2 8 2 2 , ,r i j k t i j k t= + + + + − ∈



   



 
 5 2 8

2 1 2
x y z- - -

= =
-

 2. 7
5

அலகு்கள் 3. 9
2  

4. (6, 2,1)   5. 2 அலகு்கள்

 6. 83
6

 அலகு்கள் 7. 5 4 2(1,6,0),
4 2 2

x y z− − −= =
− −

 

பயிற்சி 6.6

 1. 
 ˆ3 4 5 7

5 2
i j kr

 − +⋅ =   





 
2. 12 3 4, ,

13 13 13
− ;  

ˆˆ ˆ12 3 4. 5
13

i j kr
 + − =   

 ;  5

 3. ( )ˆ3 5 35r i j k⋅ + + =

 ; 3 5 35x y z+ + =  4. ( )ˆ 2r i j k⋅ + + =

 ; 2x y z+ + =

 5. x -வெடடுத்துண்டு 2= ,  y- வெடடுத்துண்டு 3= ,  z- வெடடுத்துண்டு 4= −  

 6. 3x y z
u v w

+ + =

பயிற்சி 6.7
 1. ( )ˆ2 4 20r i j k⋅ − + =

 ; 2 4 20 0x y z− + − =

 2. ( )ˆ3 4 5 9r i j k⋅ + − =

 ; 3 4 5 9 0x y z+ − − =

 3. ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ2 2 4 2 3 4 5 ,r i j k s i j k t i j k s t= + + + - - + + - + Î


     

 ;

      12 11 16 14 0x y z− − + =

 4. ( )ˆ10 7 9r i j k⋅ + + =

 ;   10 7 9 0x y z+ + − =

 5. ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ3 2 4 2 ,r i j k s i j k t i j k s t= - + + - + + + + Î


     

 ; 9 2 5 4 0x y z− − + =
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 6. ( ) ( ) ( )ˆ ˆüüüür i j k s i j k t i j s t= + - + - - + + - Î


     

 ;   ( )ˆ2 3 4 16r i j k⋅ + + =

 ;

       2 3 4 16 0x y z+ + − =

 7. ( )ˆ3 5 7 6r i j k⋅ + − =

 ; 3 5 7 6 0x y z+ − − =

பயிற்சி 6.8
 1. ( )ˆüüüür i j k× - - =-



 

  
2. 2 4 0x y z+ − − =  

 
3. 2m = ±   4. 2,2, 1 0, 1 0y z y z− + + = − + =

பயிற்சி 6.9
 1. 15 47 28 7 0x y z− + − =  2. 5 11 17 0x y z− + − =

 3. 1 8sin
21

−  
    

4. 1 2cos
3 6

−  
  

 5. 2 3 5 11 0x y z- + + = , 4
38          

6. 1
3

அலகு்கள்     

 7. ( )2,2,0 , Sin−










1 2
3 6

       8. ( )3,1, 1- ; 14 அலகு்கள்.

பயிற்சி 6.10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(4) (3) (1) (2) (1) (3) (1) (1) (1) (2)
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(3) (1) (2) (4) (4) (2) (3) (4) (2) (1)
21 22 23 24 25
(2) (3) (4) (3) (1)
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கலைச்சொறகள்

அத்தியாயம் 1

அணிகள் மறறும்அணிக்கொலைகளின் பயன்பொடுகள்

சேர்ப்பு அணி Adjoint matrix

சேர்்மாறு அணி Inverse matrix

தரம் Rank

ததமாடக்க நிலை உரு்மாற்றங்கள் Elementary transformation

ஏறுபடி வடிவம் Echelon form

தவளிப்பலடத் தீர்வு Trivial solution

தவளிப்பலடயற்ற தீர்வு Non-trivial solution

விரிவுபடுத்தப்படட அணி Augmented matrix

ஒருங்கல்வு உலடயது Consistent

சுழுமுலை Pivot

அத்தியாயம் 2

கைப்பு எணகள்

்கைப்பு எண்கள் Complex numbers

்கறபலை அைகு Imaginary unit

தேவவ்க வடிவம் Rectangular form

 ஆர்்கன்ட தளம் Argand Plane

 ஒரு ்கைப்தபணணின் இலைக 
்கைப்தபண Conjugate of a complex number

ச்ல் எல்லை Upper bound

கீழ் எல்லை Lower bound
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துருவ வடிவம் Polar form

 அடுககுககுறி வடிவம் Exponential form

முகச்கமாைவியல் வடிவம் Trigonometric form

எணைளவு Absolute value

்டடு ்திப்பு Modulus

வீச்சு Argument or amplitude

முதன்ல் வீச்சு Principal argument

ஆயைர் வடிவம் Euler’s form

அத்தியாயம் 3

சமன்பொட்டியல்

இலைக்கைப்தபண மூைத் சதற்றம் Complex conjugate root theorem

முதன்ல்க த்கழு Leading coefficient

முதன்ல் உறுப்பு Leading term

தலைஒறல்ற பல்லுறுப்புக ச்கமாலவ Monic polynomial

பல்லுறுப்புக ச்கமாலவயற்ற 
ே்ன்பமாடு

Non-polynomial equation

த்யயற்ற ்கைப்தபண Non real complex number

ேமாறபடி பல்லுறுப்புக ச்கமாலவ Quartic polynomial

அடிப்பலடத்தீர்வு Radical solution

விகிதமுறு மூைத்சதற்றம் Rational root Theorem

Glossary.indd   321 05-02-2020   18:52:30



322XII - கணிதவியல்

தலைகீழ் ே்ன்பமாடு Reciprocal equation

தலைகீழ் பல்லுறுப்புக ச்கமாலவ Reciprocal polynomial

எளிய மூைம் Simple root

பூஜ்ஜிய பல்லுறுப்புக ச்கமாலவ Zero polynomial

அத்தியாயம் 4

்ேரமொறு முக்கொணவியல் 

சொரபுகள்

சேர்்மாறு முகச்கமாைவியல் 
ேமார்பு்கள் Inverse trigonometric functions

முதன்ல் ்திப்பு Principal value

வீச்சு Amplitude

்கமாைம் Period

முதன்ல் ேமார்ப்கம் Principal domain

்கமாைமுல்றச் ேமார்பு Periodic function

சேர்்மாறு தலைகீழி 
முறத்றமாருல்்கள் Reciprocal inverse identities

பிரதிபலிப்பு முறத்றமாருல்்கள் Reflection identities

சேர்்மாறு துலைச் ேமார்பு 
முறத்றமாருல்்கள் Cofunction inverse identities
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அத்தியாயம் 5

இரு பரிமொண பகுமுலை ைடிவியல்-II

வடடம் Circle

பரவலளயம் Parabola

நீள்வடடம் Ellipse

அதிபரவலளயம் Hyperbola

இயற்கணித நுடபங்கள் Algebraic techniques

வடிவியல் ்கைககு்கள் Geometrical problems

வமானியல் Astronomy

கூம்பு வலளவு்கள் Conics

குவியம் Focus

இயககுவலர Directrix

ல்யத்ததமாலைத் த்கவு Eccentricity

குவி ேமாண Focal chord

முலை Vertex

தேவவ்கைம் Latus rectum

தேடடச்சு Major axis

குற்றச்சு Minor axis

துலையச்சு Transverse axis

குறுக்கச்சு Conjugate axis

துலை வடடம் Auxiliary circle

உள் வடடம் Incircle

ததமாலைத் ததமாடுச்கமாடு்கள் Asymptotes
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சிலதநத வடிவங்கள் Degenerate forms

இரடலடக கூம்பு Double napped cone

துலையைகுச் ே்ன்பமாடு்கள் Parametric equation

இயககு வடடம் Director circle

நீள்வடட சுறறுப்பமாலத Elliptic orbit

பிரதிபலிப்பு பணபு்கள் Reflective property

அத்தியாயம் 6

்ைக்டர இயறகணிதத்தின் பயன்பொடுகள்

தபடடிப் தபருக்கல் Box product

தவடடுகச்கமாடு Line of intersection

திருப்புத்தி்றன் Moment

தேஙகுத்து Normal

இலை்கர த்  திண்ம் Parallelepiped

துலையைகு Parameter

தளம் Plane

சுழல் விலே Rotaional force

ஒரு தள 
அல்யமாக 
ச்கமாடு்கள்

Skew lines

திருப்பு விலே Torque

முப்தபருக்கல் Triple product
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கணிதவியல் - மேல்நிலை இரண்டாேடாணடு

பாடநூல் உருவாக்கக குழு - த�ாகுதி 1

படா் வல்லுநரகள்

முனைவர் S. உதயபடாஸகரன்,
பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
பேல் டெக் ரஙகராஜன் முறைேர் சகுநதலா
அறிவியல் மற்றும் டதாழில்நுடே ஆராய்ச்சி மற்றும்
பமம்ோடடு நிறுேைம்,
(நிகர்நிறல ேல்கறலக் கழகம்)
ஆேடி, டசன்றை.

முனைவர் R. மூரத்தி,
முதல்ேர் (ஓய்வு)
அரசு கறல மற்றும் அறிவியல் கல்லூரி,
உத்திரபமரூர், காஞ்சிபுரம்.

முனைவர் E. சந்திரமசகரன்,
பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
பேல் டெக் ரஙகராஜன் முறைேர் சகுநதலா
அறிவியல் மற்றும் டதாழில்நுடே ஆராய்ச்சி மற்றும்
பமம்ோடடு நிறுேைம்,
(நிகர்நிறல ேல்கறலக் கழகம்)
ஆேடி, டசன்றை.

முனைவர் R. மவம்பு,
இறைப் பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
S.B.K. கல்லூரி,
அருப்புக்பகாடறெ.

முனைவர் ஃபபல்பின் C. பகன்்னடி,
இறைப் பேராசிரியர் மற்றும் துறைத் தறலேர்,
கணிதத்துறை, ஸடெல்லா பமரிஸ கல்லூரி,
டசன்றை.

முனைவர் R. ரூப்குேடார,
இறைப் பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
தமிழ்ாடு மத்திய ேல்கறலக் கழகம்,
திருோரூர்.

முனைவர் G. பழனி,
உதவிப் பேராசிரியர், கணிதத் துறை,
ொக்ெர் அம்பேத்கார் அரசு கறலக் கல்லூரி,
வியாசர்ோடி, டசன்றை.

ஆமைடாசகரகள்

முனைவர் V. தஙகரடாஜ்,
முன்ைாள் இயக்கு்ர், 
RIASM, டசன்றை ேல்கறலக் கழகம்,
டசன்றை.

முனைவர் E.S. ஜம்புலிஙகம்,
முதல்ேர் (ஓய்வு),
அரசு கறலக் கல்லூரி,
திருத்தணி.

முனைவர் P.R. விட்ல்,
முதல்ேர் மற்றும் துறைத்தறலேர் (ஓய்வு),
கணிதத்துறை,
R.K.M, விபேகாைநதா கல்லூரி,
மயிலாப்பூர், டசன்றை.

படா் ஒருஙகிலைப்படாளர

B. தமிழபசல்வி,
துறை இயக்கு்ர்,
மாநிலக்  கல்வியியல் ஆராய்ச்சி 
மற்றும் ேயிற்சி நிறுேைம், டசன்றை.

ஒருஙகிலைப்படாளர

நிமவதடா பசல்வரடாஜ்,
உதவிப் பேராசிரியர்,
மாநிலக்  கல்வியியல் ஆராய்ச்சி 
மற்றும் ேயிற்சி நிறுேைம், டசன்றை.

படா்நூைடாசிரியரகள்

M. ேதிவடாைன்,
தறலறமயாசிரியர்,
அரசு மாதிரி பமல்நிறலப் ேள்ளி,
காரிமஙகலம், தருமபுரி.

N. கலைசபசல்வம்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
டசன்றை டேணகள் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
நுஙகம்ோக்கம். டசன்றை,

A. படாைமுருகன்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
அதியமான் அரசிைர் 
ஆணகள் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
தருமபுரி.

S. பன்னீரபசல்வம்,
முதுகறல ஆசிரியர் (ஓய்வு)
அரசிைர் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
G.K.M. காலனி, டசன்றை.

C.S. வீரரடாகவன்,
முதுகறல ஆசிரியர்,
�கிருஷைா டமடரிக் பமல்நிறலப்ேள்ளி,
T.V.S. ்கர், பகாயம்புத்தூர்.

இலையச பசயல்படாடு 
ஒருஙகிலைப்படாளர

D. வடாசுசுரடாஜ்,
முதுகறல கணித ஆசிரியர் 
மற்றும் துறைத்தறலேர்
K.R.M. டோதுப்ேள்ளி, டசம்பியம்,
டசன்றை.

கலை ேற்றும் வடிவலேப்புக் குழு

தட்சசு. கலை ேற்றும் வடிவலேப்பு

S. ேம்னடாகரன்,
V.V. கிராபிக்ஸ
ேழேநதாஙகல்,
டசன்றை-114.

அடல் வடிவலேப்பு

கதிர ஆறுமுகம்

தரக் கடடுப்படாடு

பஜரடால்டு வில்சன்,  

மயடாமகஷ்

ரடாமஜஷ் தஙகப்பன், 

ஒருஙகிலைப்பு

ரமேஷ் முனிசடாமி

இந்நூல் 80 ஜி.எஸ்.எம். எலிகண்ட் மேப்லிதமதோ  

தோளில் அச்சிடப்்பட்டுள்ளது. 

ஆப்்செட் முறையில் அச்சிட்மடோர்:
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